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Niiiguno  mejor  que  U.  S.  conoce  lo  que  contribuye  al  adeian- 
tainiento  de  la  Instrucción  :  la  posesión  de  un  testo  de  la  ciencia 
que  se  trata  de  enseñar;  en  el  pueden  los  alumnos  meditar  y  com- 
parar las  verdades  que  oyeron  a  sus  instructores,  sin  cuyo  ausilio 
serían  débiles  y  fugaces  las  impresiones  que  la  mas  empeñosa 
constancia  tratase  de  imprimirles;  los  resultados  do  esta  verdad  los 
I  sintió  U.  S.  en  el  tiempo  que  con  tantas   ventajas  en  la  mejora 

I  de  la  Instrucción  pública,  dirijió  los  estudios  del  Instituto  INacio- 

\  nal.  Manifíestos  fueron  a  U.  S.  en  todo  este  tiempo  mis  incesantes 

I  esfuerzos  por  la  jeneralizacion  del  estudio  de  la  Jeometría  des- 

\  criptiva,  que  con  razón  puede  llamarse  la  ciencia  propagadora  de 

j  los  inventos;  y  si  estos  no  fueron  inútiles  por  ser  constantes  los  ade- 

I  lantamientos  que  en  ella  hicieron  los  jóvenes  que  la  estudiaron, 

i  a  lo  menos,  la  copia  de  cuadernos  y  de  figuras  jeneralmente  com- 

plicadas hechas  por  personas  qQe  ignoraban  los  primeros  elemen- 
¡  tos  de  la  ciencia,  añadieron  a  la  incorrección  consiguiente  de  es- 

I  tos  dos  objetos,  la  pérdida  de  tiempo  necesario  a  las  infinitas  apli- 

j  caciones  que  de  ella  debian  hacerse. 

En  este  estado,  llegó  a  mis  manos  la  primera  edición  de  la  exce- 
lente  obra  (pío  sobre  esta  ciencia  escribió  M.  Leroy,  profesor  de  la 
Escuela  Politécnica  de  París,  y  propuse  a  U.  S.,  cuando  ya  ocupa- 
ba el  alto  puesto  que  tan  diguii mente  desempeña,   su  traducción 


IV  kh  8R.  D.  MANUEL  MOKTT. 

en  beneficio  de  la  juventud  estudiosa,  y  mediante  su  indujo^  de- 
cretó el  Supremo  Gobierno  su  impresión,  y  tuvo  a  bien  encargar 
a  Francia  la  colección  de  laminas  que  el  mismo  M.  Leroy  remitió 
puntualmente  acompañándolas  con  la  segunda  edición  de  su  obra; 
pero  cuando  esta  llegó  liabia  ya  impresos  algunos  pliegos  de  la 
primera:  sin  embargo  de  esto,  como  las  variaciones  hechas  en  estas 
primeras  hojas  eran  mui  pocas-,  creí  poder  conservar  el  trabajo  ya 
ejecutado  y  continuar  lo  demás  por  la  segunda  edición. 

Nada  tengo  que  decir  a  U.  S.  sobre  la  utilidad  de  esta  ciencia, 
cuyo  estudio  es  indispensable  en  toda  sociedad  que  desee  ponerse 
al  corriente  de  los  innumerables  descubrimientos  que  en  la  maqui- 
naria, artes  y  construcción  de  todas  clases  hacen  las  naciones  mas 
adelantadas;  por  sus  métodos,  un  pliego  de  papel  es  suficiente  para 
comunicar  a  las  mayores  distancias  el  invento  mas  complicado, 
y  ejecutarlo,  siguiendo  su5  procedimientos,  con  tanta  exactitud  co- 
mo si  su  mismo  inventor  la  hubiese  dirijido;  a  olla  sin  duda  nin- 
gima  se  debe  el  grado  de  perfección  que  admiramos  en  toda  clase 
de  contrucciones;  y  persuadido  el  Gobierno  Francés  de  estas  ma- 
nifiestas ventojas,  decretó  el  establesimionto  de  una  escuela  espe- 
cial de  Jeornetría  descriptiva  en  cada  departamento. 

He  puesto  todo  el  esmero  posible  en  la  jenuina  versión  y  exacta 
corrección  de  la  obra,  con  el  fin  de  que  la  tríuUiccion  se  aproxime 
cuanto  me  ha  sido  posible  a  la  excelencia  delorijinal,  y  sea,  usi 
como  este  lo  es  en  Francia,  un  tratado  de  publica  utilidad,  y  un  no- 
ble estímulo  a  la  estudiosa  juventud  chilena. 

Dígnese  V.  S.  recibir  este  lijero  obsequio  de  amistad,  como  una 
pequeña  muestra  del  afecto  con  que  siempre  ha  distinguido  a  su. 
servidor 

Santiago,  21  de  enero  He  1815. 
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ADVERTENCIA  DEL  AUTOR. 


Los  procedimientos,  las  mas  veces  injen¡oso3,dequesc  servían  los  Can- 
teros y  Carpinteros  para  construir  un  depurado,  eran  ciertamente  cono- 
cidos desde  mui  atrás;  pero  por  lo  común  no  ofrecian  sino  métodos 
aislados,  particulares  a  cada  problema,  y  que  cada  artista  debia  inventar 
a  medida  que  so  aventuraban  en  nuevas  combinaciones  de  bóvedas.  Solo 
a  fines  del  último  siglo  fue  cuando  el  c6!oUrc  Moxgc  compiló  estos  va- 
rios procedimientos  en  un  cuerpo  de  doctrina,  cuyos  principios  jencrales 
espuso  bajo  el  título  do  Jeomctría  descriptiva;  de  este  modo,  creó 
una  ciencia,  tan  propia  para  representar  los  cuerpos  con  exactitud,  como 
para  darnos  los  medios  mas  espeditos  de  indagar  las  propiedades 
jcnerales  de  la  estension  considerada  de  un  modo  abstracto.  La  obra 
que  sobre  la  matcric^  ha  escrito  este  ilustre  Jeometra,  es  sin  duda  ningu- 
na un  modelo  de  claridad;  pero  deja  vacíos  en  muchas  teorías  importan- 
tes, y  no  presenta  ejemplos  bastante  numerosos  y  variados  para  que  el 
lector  pueda  adquirir  el  hábito  que  require  el  método  de  proyección.  Es 
ademas  mui  esencial  que  los  depurados  estén  siempre  trazados  según 
un  sistema  de  puntuación  sujeto  a  reglas  constantes,  para  que  así  puedan 
manifestar  sin  ambigüedad,  y  por  medio  de  una  especie  de  lenguaje 
sensible  al  ojo  del  espectador,  la  respectiva  posición  de  las  diversas 
partes  del  objeto  definido. 

Con  este  doblo  objeto  se  ha  escrito  lapresenteobra,en  la  cual  he  segui- 
do el  orden  adoptado  por  el  programa  de  la  Escuela  Politécnica;  a  lo  me- 
nos en  cuanto  lo  permiten  las  diferencias  que  necesariamente  hai  entre 
un  tratado  escrito  y  un  curso  oral,  en  que  la  distribución  de  las  materias 
debe  subordinarse  al  tienqioque  los  alumnos  necesitan  para  ejecutar, 
en  el  intervalo  de  las  lecciones,  los  trabajos  gráficos  (pie  dicen  relación 


a  ellas.  Sin  embargo,  al  muntiplicar  los  ejemplos  relativos  a  los  proble- 
mas de  los  planos  tanjentes  y  de  las  intersecciones  de  las  superfícies,  que 
es  lo  que  dará  lugar  a  los.alumuospara  que  .puedan  variar  cntce  sí  los  da- 
tos de  una  misma  cnestion,  no  he  creido  deberme  circunscribir  a  los  lími- 
tes de  este  programa,  que  la  corta  duración  de  los  estudios  de  la  Escuela 
Politécnica  ha  motivado  a  restrinjir  mucho;  sino  que  he  tenido  el  designio 
de  presentar  a  los  injenieros  y  alas  personas,  que  ya  sea  por  gusto  o  por 
su  estado,  quieran  profundizar  esta  ciencia  susceptible  de  tantas  y  tan  di- 
versas aplicaciones,  los  medios  de  estudiar  todos  los  recursos  de  la  Jeome- 
tría  descriptiva.  Por  consiguiente,  me  he  estendido  en  las  superficies  de- 
QArroliables  y  las  envolventes,  en  las  belizuides  desarrollables  o  gausas, 
en  la  curbatura  y  evolutas  de  las  <:urbas  gausas,  eu  la  curbatura  de  las  su- 
perficies y  sus  líneas  de  curbatura  cuya  teoría  he  establecido  por  medio 
de  consideraciones  sintéticas,  acompeñándolas  de  diversos  ejemplos. 
£n  cuanto  a  los  superficies  gausas,  tan  importantes  por  el  frecuente  uso 
que  de  ellas  se  hace  en  las  artes,  me  ha  convencido  una  larga  csperien- 
cia  que  por  de  pronto  era  mejor  no  citar  sino  algunos  ejemplos  muí  sen- 
cillos de  estas  superficies,  para  evitar  de  este  modo  que  los  alumnos  las 
confundiesen  con  las  que  son  desarrollables;  y  en  seguida,  reunir  todas  las 
partes  de  la  teoría  completa  de  esta  clase  de  superficies  en  uu  libro  sepa- 
rado, cuya  teoría  he  tenido  cuidado  de  apoyar  también  en  numerosos 
ejemplos,  en  los  cuales  se  realizan  las  construcciones  indicadas  en  la 
esposicion  jeneral.  Este  orden  tiene  ademas  la  ventaja  de  estar  d<^  acuer- 
do con  la  marcha  del  curso  de  la  Escuela  Politécnica,  en  el  que  no  se 
presentan  Las  propiedadies  jenerales  de  las  superficies  gausas,  sino  en  una 
époc^  próxima  a  sus  aplicaciones  a  la  Estereotoraía,  que  hace  resaltar 
mas  toda  su  importancia.  Finalmente,  se  han  reunido  en  las  Adicciones 
algunos  teoremas  útiles  para  las  Sombras  y  la  Perspectiva,  con  una  espo- 
sicion  sucinta  del  método  de  loa  Planos  de  acotación  que  sirve  para  los 
dibujos  de  Fortificación. 

En  esta  segunda  edición,  he  añadido  muchos  depurados  nuevos,  y  la 
teoría  y  trazado  de  los  Engargantesy  ha  aumentado  en  fiucve  el  numero 
de  las  Láminas.  En  cuanto  a  la  obra  que  he  anunciado  sobre  las  Som- 
bras, la  Perspectiva  y  la  Estercotomía  ya  está»  terminados  la  redacción 
y  los  dibujos  para  los  dos  tercios  del  volumen,  y  me  esforzaré  oii  com- 
pletarla tan  pronto  como  me  sea  posible. 
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CAPITTLO  PRIMERO. 
Nociones  preliminares. 

1.  Cada  paso  que  damos  en  las  ciencias  o  en  las  artes,  nos  con- 
vence mas  de  la  necesidad  de  trasmitir  a  los  demás  hombres  el  co- 
nocimiento exacto  de  las  formas  que  caracterizan  a  los  cuerpos ,  ya 
sea  para  manifestar  las  razones  jeométricas  que  en  .ellos  se  descu- 
bren, o  ya  para  guiar  a  los  artistas  encargados  de  reproducir  estos 
objetos,  según  formas  y  dimensiones  determinadas  con  anticipación. 
Entre  todos  los  medios  conocidos  el  mas  eficaz,  y  algunas  veces  el 
único  capaz  de  llenar  completamente  este  fin  es  la  descripción  grá- 
fica de  los  cuerpos,  y  este  es  también,  el  primer  objeto  de  la  Jeomé- 
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^ría  descriptíva,  enyos  métodos  jenerales  llegan  a  ser  por  bu  fecun^ 
didady  los  medios  de  indagación  mas  acomodados ,  para  descubrir  pro- 
piedades nuevas  de  la  extensión^  proporciona  ademas ,  el  conocimien- 
to de  los  procederes  necesarios  para  resolver  los  diferentes  proble- 
mas de  perspectiva,  esteieúpéünay  fortificación^  etc. 

2.  Pero  aquí  se  nos'^préséntan  dos  jéneros  de  dificultades ;  en 
primer  lugar ,  los  cuerpos  constan  siempre  de  tres  dimensiones,  y 
conocemos  mui  bien  que  el  efectuar  sus  construcciones  en  el  espacio; 
seria  mui  incómodo,  cuando  no  impracticable ;  es  por  consiguiente 
necesario  hallar  métodos  que  nos  permitan  referir  todos  los  puntos 
del  espacio  a  un  solo  y  mismo  plano,  o  por  lo  menos  que  reduz- 
eon  todas  las  operaciones  gráficas  a  que  puedan  ejecutarse  en  este 
plano   único. 

3,  En  segundo  lugar ,  estos  métodos  deben  servir,  no  a  establecer 
teorías  puramente  especulativas,  sino  a  la  ejecución  de  operaciones 
reales,  es  pues  indispensable  que  presenten  una  precisión  completa  en  el 
modo  de  expresar  los  datos  y  los  resultados  gráficos  de  cada  cues- 
tión; y  en  esto  es  en  lo  que  principalmente  se  diferencian  de  los 
procedimientos  empleados  en  la  jeometría  ordinaria,  a  lo  menos  cuando 
se  consideran  las  tres  dimensiones  del  espacio.  Con  efecto,  como  en 
la  jeometria  ordinaria,  no  están  dibujados  las  figuras,  sino  para  que 
sirvan  de  guia  a  la  imajinacion  en  la  serie  de  raciocinios  necesarios 
para  demostrar  la  verdad  de  un  teorema,  no  están  trazadas  sino  de 
un  modo  vago,  o  según  ciertos  convenios  tácitos  que  contienen  siem- 
pre mucho  de  arbitrario.  Para  convencerse  de  esto,  basta  recordemos 
el  método  de  resolver  el  problema  de  la  menor  distancia  entre 
dos  rectas  que  no  están  colocadas  en  un  mismo  plano;  o  si  no,  aquel 
en  que  se  trata  de  hallar  el  centro  y  radio  de  una  esfera  que  se  quiere 
hacer  pasar  por  cuatro  puntos  dados ,  veremos  fácilmente  que  en  ea- 
ta3  cuestiones,  la  Jeomeiría  ordinaria  indica  mui  bien  la  serie  do 
operaciones  que  es  preciso  ejecutar,  para  llegar  a  la  solución  del  pro- 
Iflema :  pero  que  no  da  los  medios  de  efectuar  realmente  estas  cons- 
trucciones ,  y  de  obtener  un  resultado  determinado  respecto  a  la  mag- 
ipUud  y  posición  de  Ja  menor  distancia,  como  tampoco  respecto  a  la  lon- 
ijíud  del  radip  y  posición  del  centro  de  la  esfera;  es  por  consiguiente 
iñdiftpi^sable  adoptar  m  h  Jepmetrín  ^^^criptiva  otro  wétodo  de  cons- 
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trüccioUy  que  no  deje  nada  que  sea  arbitrario  en  la  representación  de  los 
datos  y  resultados,  y  que  nos  permita  también  efectuar  todas  las  opera- 
ciones gráficas  en  uno  solo  y  mismo  plano;  pero  estas  dos  ventajas  no 
se  podrán  adquirir  sino  por  él  método  de  las  proyecciones ,  cuyos  princi- 
pios vamos  a  exponer. 

4.  Si  desde  un  punto  a  situado  en  el  espacio ,  bajamos  a  un  plano  fí-  ^i^-  ^ 
jo  VXY  una  perpendicular  «A,  el  pie  A  de  esta  recta  se  Uama  laproyec* 
cion  del  punto  a  sobre  el  plano  de  que  se  trata.  Del  mismo  modo  ba- 
jando perpendiculares  de  todos  los  puntos  de  la  recta  ahd..*  la  serie  de 
los  puntos  A>B,D....  forma  lo  que  se  llama  proyección  de  la  recta  ahd 
sobre  el  plano  fijo;  y  esta  proyección  es  precisamente  rectilínea,  porque 
todas  estas  perpendiculares  están  contenidas  evidentemente  en  el  plano 
tirado  por  una  de  ellas ,  tal  como  aA  y  por  la  recta  ad  >  la  intersección 
del  plano  proyectante  da  K  con  el  plano  de  proyección  VXY  e«  la  que 
nos  da  la  proyección  ABD. 

En  jcneral ,  la  proyección  de  una  curba  cualquiera  mnp  es  la  serie 
de  los  pies  délas  perpendiculares  mM,  nN,  pF....  bajadas  délos 
diversos  puntos  de  la  curba  al  plano  fijo,  y  esta  proyección  MNP... 
es  una  línea  cuya  curbatura  se  diferencia  jeneralmen te  de  la  de  la  cur- 
ba dada  en  el  espacio.  El  conjunto  de  estas  perpendiculares  compone 
una  superficie  cilindrica ,  en  el  sentido  jeneral  de  esta  voz,  y  se  le  da 
el  nombre  de  cilindro  proyectante  de  la  curba  mnp. 

5  Esto  supuesto,  decimos  que  un  punto ,  una  recta  o  una  curba,  que- 
dan completamente  determinadas  de  posición ,  cuando  se  señalan  sus  pro- 
yecciones sobre  dos  planos  fijos  cuya  situación  es  conocida ,  sin  que 
sean  paralelos.  Con  efecto,  sean  VXY  y  XYZ  dos  planos  de  esta  clase, 
A  y  A'  las  proyecciones  dadas  de  un  punto  colocado  en  el  espacio  : 
si  por  el  punto  A  levantamos  una  perpendicular  indifínida  Aa 
al  plano  VXY,  esta  perpendicular  pasará  necesariamente  por  el  pun- 
to pedido:  este  punto  deberá  también  hallarse  sobre  la  recta  A*a 
levantada  perpendículcu-mente  al  plano  XYZ;  y  como  no  puede  ocu- 
par en  el  espacio  sino  una  sola  posición,  ésta  quedcu'á  determinada  por 
la  intersección  de  estas  dos  perpendiculares.  Si  las  dos  rectas  Aa  y  A^a 
no  se  encontrasen ,  no  existiría  ningún  punto  del  espacio  que  tuviese 
por  proyecciones  a  A  y  A';  esto  nos  prueba  que  las  dos  proyeccio- 
nes de  un  punto  no  deben  tomarse  arbitrariamente,  y  que  hai  entre 
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ellas  una  dependencia  que  mui  pronto  esplicaremos  (n?  10)^ 
Pío.  1.  6.  Sean  AD  y  A'D'  las  proyecciones  de  una  recta  desconociday  da-^ 
das  sobre  los  dos  planos  fijos  VXY  y  XYZ,  Suponiendo  que  por  la 
primera  pasa  un  plano  indefinido  DAa  perpendicular  al  VXY,  este 
plano  contendrá  evidentemente  la  recta  pedida,  esta  se  hallará  también 
en  el  plano  D'A'a  tirado  por  D'A'  perpendicular  a  XYZ;  luego  la  línea 
incógnita  se  hallará  necesariamente  en  la  intersección  de  estos  dos 
planos ,  que  es  una  recta  única  y  determinada.  No  habrá  en  esto  mas 
excepción ,  que  la  del  caso  en  que  los  dos  planos  proyectantes  D A^ 
y  D'A'a  se  confundan  en  uno  solo;  lo  que  supone  que  la  recta  dada 
en  el  espacio,  así  como  también  sus  dos  proyecciones  son  exacta- 
mente perpendiculares  a  la  intersección  XY  de  los  dos  planos  fijos:  en 
cuyo  caso  no  son  suficientes  estas  dos  'proyecciones  para  definir  la 
recta  en  cuestión ,  y  seria  preciso  pedir  otra  tercera  proyección  efec- 
tuada sobre  otro  plano  fijo  que  no  fuese  paralelo  a  la  intersección 
de  los  dos  primeros. 

?•  Finalmente,  si  se  nos  dan  las  proyecciones  MNP  y  M'N'P'  de  una 
curba  desconocida ,  supondremos  que  por  la  primera  pase  un  cilindra 
perpendicular  al  plano  VXY,  y  por  la  segunda  otro  cilindro  perpen- 
dicular al  plano  XYZ;  la  curba  pedida  deberá  hallarse  evidentemen- 
te situada  sobre  cada  una  de  estas  superficies,  y  por  consiguiente  que- 
darán determinadas  su  posición  y  forma  por  medios  de  su  intersección 
7nnp ,  la  cual  podrá  mui  bien  ser  una  curba  de  doble  curbatura;  es 
decir,  una  curba  que  no  tenga  todos  sus  puntos  situados  en  un  mismo 

plano. 

Así  es  que  desde  aquí  en  adelante,  difinirémos  gráficamente  un 
punto  o  una  línea  por  medio  de  sus  dos  proyecciones ,  y  cuando  diga- 
mos que  se  nos  da  tal  punto  o  tal  línea ,  deberemos  entender  que  son 
sus  proyecciones  las  que  conocemos.  En  cuanto  a  las  superficies,  vere- 
mos mas  adelante  como  debemos  modificar  el  uso  de  las  proyecciones 
para  representarlas  cómodamente* 

8.  En  cuanto  llevamos  dicho,  hemos  supuesto  que  las  proyecciones 
se  ejecutan  por  medio  de  rectas  bajadas  perpendicularmente  al  pla- 
no fijo.  Es  cierto  que  algunas  veces,  hacemos  uso  de  rectas  oblicuas  al 
plano,  aunque  siempre  son  estas  paralelas  a  una  dhreccion  dada,  y  las 
consecuencias  que  hemos  establecido  en  los  números  5 ,  6  y  7  siempre 
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subsisten  las  mismas;  pero  es  preciso  tener  graves  motivos  para 
adoptar  este  jénero  de  proyecciones ,  por  ser  en  jeneral  menos  sencillo 
y  presentar  menos  exactitud  los  resultados  gráficos ,  en  virtud  de  que 
cuando  las  rectas  se  cortan  oblicuamente  y  hai  mucha  incertidumbre  en 
detcrmincu*  la  posición  exacta  de  su  punto  de  encuentro.  Así  es  que 
a  no  ser  que  lo  advirtamos  expresamente ,  siempre  considercu'émos  las 
proyecciones  ortogonales. 

Por  iguales  motivos  ,  se  elijen  jeneralmente  los  planos  de  proyección 
VXY,  XYZ  perpendiculares  entre  sí  y  para  concebirlos  con  mas 
facilidad  y  supondremos  que  el  primero  es  horizontal  y  e\  otro  verticaL 
Su  intersección  X Y  y  que  es  una  línea  interesante ,  se  llama  línea  de 
tierra. 

9.  He  aquí  un  método  suficiente  para  expresar  gráficamente  los  da- 
tos de  un  problema,  sin  que  de  él  resulte  ninguna  indeterminación:  rés- 
tanos ahora  modificarlo  de  modo  que  puedan  ejecutarse  todas  las  cons- 
trucciones en  un  solo  plano.  Para  conseguir  este  objeto  j  nos  figuramos, 
que  después  de  haber  proyectado  los  puntos  y  las  líneas  de  que  se 
trata  sobre  los  dos  planos  rectangulares  VXY,  XYZ ,  ha  j irado  este 
último  al  rededor  de  la  línea  de  tierra  XY,  hasta  abatirse  sobre  el  plano 
horizontal,  de  modo  que  no  forme  con  él  sino  un  solo  y  mismo  plano  VZ', 
y  sobre  este  ultimo  es  sobre  el  que  realmente  trazaremos  todas  las  cons- 
trucciones que  hubiéramos  debido  hacer  sobre  los  dos  planos  primi- 
tivos. Esto  no  obstante,  no  debemos  perder  de  vista  que  si  admitimos 
este  abatimiento  no  es  sino  como  un  medio  de  facilitar  la  ejecución; 
y  siempre  que  queramos  explicar  una  operación  por  medio  de  con- 
sideraciones jeométricas ,  deberemos ,  idealmente,  considerar  el  plano 
vertical  levantado  y  suponerlo  en  una  situación  perpendicular  al  pía* 
no  horizontal. 

10.  Ejecutado  que  sea  el  abatimiento  de  los  planos  fijos ,  veremos  que 
existe  entre  las  dos  proyecciones  de  un  mismo  punto  del  espacio  una  de- 
pendencia cuyo  cononocimiento  es  importantísimo ;  con  efecto,  las  dos 
rectas  Ka  y  Aa'  que  proyectan  el  punto  a  a  A  y  A',  son  perperdiculares 
una  al  plano  horizontal  y  otra  al  plano  vertical :  y  así  es  que  el  pla- 
no Afl A',, tirado  por  estas  dos  rectas,  será  perpendicular  a  los  dos 
planos  de  proyección ,  y  por  consiguiente  lo  será  también  a  su  in- 
tersección común  X Y ;  luego  el  plano  AaA'  cortará  a  estos  dos,  se- 
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la  A'B^  indefinida ;  luego  esta  traza  tendrá  por  proyección  vertical, 
el  punto  D' ,  y  ademas  se  hallará  colocada  en  algún  punto  de  la 
perpendicular  D'D  a  la  línea  de  tierra.  Pero  como  también  esta  tra- 
za debe  necesariamente  hallarse  sobre  la  proyección  horizontal  AB 
indefinida,  sigúese  que  se  hallará  en  el  punto  D.  Y  así,  en  jeueraly prolon- 
gúese la  proyección  vertical  hasta  la  línea  de  tierra ,  y  en  este  pun- 
to levántese  a  esta  última  línea  una  perpendicular  indefinida  que,  por 
su  encuentro  con  la  proyección  Jwrizontál ,  determinará  la  traza  ho- 
rizontal de  la  recta  en  cuestión. 

14.  Recíprocamente ,  si  se  nos  diesen  las  dos  trazas  D  y  C  de 
una  recta,  nos  seria  fácil  deducir  de  ellas  las  proyecciones  de  esta:  por- 
que como  el  punto  C  pertenece  a  la  recta  misma,  la  perpendicular  C'C 
bajada  a  la  línea  de  tierra,  nos  dará  a  conocer  un  punto  C  de  lá  proyección 
horizontal,  y  esta  proyección  será  evidentemente  la  recta  DC.  Asimismo, 
si  proyectamos  el  punto  D  que  pertenece  a  la  recta  ,  a  la  línea  de  tierra, 
nos  dará  un  punto  D'  de  la  proyección  vertical,  y  esta  proyección  será 
la  D'C. 

Creemos  mui  útil  el  ejercicio  en  resolver  estas  dos  cuestiones  re- 
cíprocas ,  en  rectas  colocadas  de  varios  modos ,  tales  son  las  que  en 
la  figura  3  tienen  las  líneas  (EF,  ET'),  cuya  traza  horizontal 
se  halla  en  F  y  la  vertical  en  G' ,  y  la  (HK ,  H'K'),  cuya  traza  ver- 
tical es  K'  y  la  horizontal  L. 

15.  Al  concluir  estas  nociones  preliminares  ,  daremos  algunas  re- 
glas cuya  práctica  es  esencial  observarse  al  poner  en  limpio  la  resolu- 
ción de  los  problemas.  Con  efecto ,  debiendo  estos  dibujos  servir  para 
representar  exactamente  la  forma  de  los  objetos ,  es  preciso  que  los  va- 
rios modos  de  puntuación  que  empleemos  en  ellos  ,  presenten  una  es- 
pecie de  lenguaje  intelijible  al  ojo ,  es  decir,  que  manifiesten  claramen- 
te la  situación  relativa  de  las  diferentes  partes,  distingan  las  que 
están  ocultas  de  las  que  son  visibles  al  observador ,  y  hagan  discer- 
nir los  resultados  de  un  problema  de  las  líneas  que  no  han  servido 
sino  como  medios  auxiliares  para  hallar  su  resolución  :  esta  es  la  ra- 
zón porque  constantemente  adoptaremos  las  reglas  siguientes: 

1*  lias  líneas  principales,  es  decir ,  las  que  representan  los  da- 
tos  o  los  resultados  de  un  problema ,  estarán  señaladas  con  una  ra- 
ya unida  y  conttnuny  siempre  que  sean  visibles ;  pero  si  estas  líneas 
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principales  fueren  invisibles ,  las  haremos  de  puntos ,  es  decir  traza- 
das con  puntos  redondos.  Vemos  ejemplos  de  estos  dos  modos  de 
puntuación  en  las  líneas  ABCD  y  EFGH  de  la  ^«  3  bis. 

mt  Las  líneas  auxiliares  ,  es  decir ,  todas  las  que  no  se  hallan  com-- 
prendidas  en  la  clase  precedente ,  y  cuyo  único  objeto  es  llegar  a  la 
solución  del  problema,  serán  punteadas  o  compuestas  de  pequeñas  lí- 
neas interrumpidas  :  tal  es  la  línea  P  en  la^.  3.  bis.  En  cuanto  a  es- 
tas líneas  auxiliares ,  no  tendremos  nunca  necesidad  de  distinguir  si  se 
ven  o  no ,  porque  siempre  se  miran  como  que  no  existen  sino  en  la  ima- 
jinacion  del  jeómetra ,  que  es  quien  las  concibe  para  llegar  al  resnl* 
tado  que  se  le  pide. 

3^  Cuando  entre  estas  líneas  auxiliares  se  halla  alguna  que  pre- 
sente mas  interés  e  importancia  que  las  demás,  y  queramos  llamar  la 
atención  hacia  ella  de  un  modo  particular ,  podremos  expresarla  por 
ufUí  recta  mista  compuesta  de  rayitas  pequeñas  separadas  por  uno  o  dos 
pnntos  redondos,  según  se  ve  en  las  rectas  M  y  N  de  la  jig.  3  bis.  Sin 
embargo  de  esto,  debemos  evitar  cuidadosamente  no  aumentar  mucho 
esta  puntuación,  y  consultar  sobre  este  particular  el  buen  gusto  y  los  mo- 
delos selectos;  ademas,  es  preciso  que  no  empleemos  jamas  estas  líneas 
mistas,  para  exprescu:  las  rectas  cuyo  único  objeto  es  reunir  las  dos 
proyecciones  de  un  mismo  punto. 

16.  Solo  nos  resta  ahora  explicar  como  discerniremos  entre  las  líneas 
PRINCIPALES  de  cada  cuestión,  las  que  son  visibles  y  que  por  consiguiente 
deben  señalarse  con  línea  seguida,  de  las  que  son  invisibles  y  que  deben 
trazarse  de  puntos.  No  podremos,  por  ahora,  dar  reglas  completas  sobre 
este  asunto  hasta  tanto  que  hayamos  hablado  de  las  superficies  curbas 
y  de  sus  planos  tanjentes;  pero  como  en  los  primeros  problemas,  que 
van  a  ser  el  objeto  de  nuestras  indagaciones,  no  se  hallan  sino  rectas  y 
planos,  nos  bastará,  por  ahora,  sentar  los  convenios  siguientes: 

Supondremos,  siempre  ,  que  el  observador  que  considera  la  proyec- 
ción de  un  objeto  sobre  el  plano  horizontal ,  está  colocado  sobre  este 
plano  a  una  distancia  infinita  en  la  vertical  que  pasa  por  un  pun- 
to cualquiera  de  este  objeto ,  pero  delante  del  plano  vertical ;  y  este 
convenio  que  simplificará,  según  veremos  mas  adelante,  la  traza  del 
contomo  aparente  de  las  superficies  curbas ,  lo  ha  sujerido  el  modo  de 
qae  nos  servimos  para  proyectar  los  puntos  del  espacio  sobre  un  pía* 
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no.  Con  efecto  ,  los  rayos  visuales  que  salen  desde  el  ojo  del  observa- 
dor a  todo^  los  puntos  de  un  cuerpo ,  se  aproximan  tanto  mas  a  ser 
perpendiculares  al  plano  horizontal ,  cuanto  mas  se  eleve  el  observa- 
dor sobre  la  misma  vertical,  de  modo  que  cuando  el  punto  de  vista 
está  a  una  distancia  infinita ,  estos  rayos  son  paralelos  y  coinciden  con- 
las  rectas  que  sirven  para  proyectar  los  puntos  del  cuerpo.  De  don- 
de se  sigue  que  la  prayeccion  Jwrizontal  de  un  objeto ,  no  es  otra 
cosa  que  una  vista  de  este  objeto ,  tomada  desde  un  punto  infinita-' 
mente  distante  j  colocado  sobre  la  vertical  \  este  resultado  justifica 
suficientemente  el  convenio  enunciado  mas  arriba. 

Por  una  razón  semejante,  toda  proyección  vertical  se  considera 
como  una  vista  del  observador  colocado  a  una  distancia  infinita  so- 
bre una  perjiendicular  al  plano  vertical^  levantada  a  este  plano  en 
la  parte  anterior  y  encima  del  plano  horizontal. 

Según  esto,  toda  línea  o  porción  de  Hnea  principal  que  se  halle 
debajo  del  plano  horizontal ,  o  detras  del  plano  vertical ,  la  reputa- 
remos como  invisible ,  y  como  tal  será  dé  puntos  redondos.  Si  ade- 
mas se  halla  en  la  cuestión  algún  plano  que  exista  realmente ,  y  al- 
guna parte  de  línea  principal  está  situada  detras  de  este  plano  o 
debajo  de  él,  con  respecto  al  observador,  también  esta  parte  debe- 
rá puntuarse ;  pero  es  preciso  recordemos  que  estas  distinciones  no 
deben  tener  lugar  respecto  a  las  líneas  auxiliares,  por  la  razón  citada 
(n?  15,  2?)  Desde  luego,  podemos  reconocer  la  aplicación  de  estas 
reglas  en  la  fig.  3. ,  y  tendremos  cuidado  de  recordarlas  en  la  ma- 
yor parte   de  los   problemas   que  vamos  a  resolver. 

CAPITULO  II. 
Problemas  sobre  las  línea  rectas  y  los  planos, 

FIG.  4.  17.  '  Construir  la  recta  que  pasa  por  dos  puntos  dados  (A,  A') 
y  ( M ,  M' )  y  hallar  en  seguida  la  verdadera  distancia  de  estos  dos 
2?untos  (*). 

{*)  Antes  de  construir  un  depurado,  es  esencial  observar  las  precau- 
ciones siguientes.  Primerame^ite,  se  traza  con  lápiz,  una  recta  indefinida 
Jiáciu  el  medio  de  la  hoja  en  que  seváa  dibujar  y  próximamente  para- 
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Según  las  definiciones  establecidas  en  el  n?  4 ,  es  evidente  que  la 
proyección  horizontal  de  la  recta  que  buscamos  pasará  por  los  pun- 
tos A  y  M ,  al  propio  tiempo  que  la  proyección  vertical  lo  efectuará 
por  A'  y  M';  luego  esta  recta  indefinida  se  halla  proyectada  según  AMB 
y  A'M'B' ,  y  de  este  modo  queda  enteramente  determinada  su  posi- 
ción (n?  6.)  Podemos  ademas  construir  sus  trazas  (n?  13.)  ,  que  son 
los  puntos  (B,B')  y   (C,  C). 

En  cuanto  a  la  distancia  de  los  dos  puntos  dados  ;  está  medida  en 
el  espacio,  por  la  porción  de  recta  proyectada  sobre  AM  y  A'M';  pe- 
ro nos  es  fácil  ver  que  una  recta  finita  es  siempre  mas  larga  que  su 
proyección  sobre  un  plano ,  exceptuando  el  caso  de  que  la  primera  sea 
paralela  al  plano  sobre  que  se  proyecta;  porque  en  este  caso,  la  recta 
dada  en  el  espacioj  es  evidentemente  de  la  misma  longitud  que  su  proyec- 
ción. Según  esta  observación,  supongamos  que  la  línea  (AM ,  A'M' ) 
jira  alrededor  de  la  vertical  proyectada  en  A,  sin  cambiar  de  inclina- 
ción con  esta  (iltima,  fácilmente  nos  persuadiremos  que  en  virtud  de  este 
movimiento,  el  extremo  (A,A')  permanecerá  inmóvil, y  que  el  otro 
extremo  (M,M')  se  mantendrá  a  una  altura  constante,  y  solo  des- 


iste a  su  largo\  en  seguida  se  traza  otra  segunda  recta  exactamente  per- 
pendicular a  la  primeray  sirviéndonos  para  ejecutarlo  de  arcos  de  círcu- 
lo; por  que  la  escuadra  no  es  un  instrumento  en  cuya  exactitud  debemos 
confiar^  para  emplearla  en  levantar  perpendiculares  que  deban  tener 
una  lonjitud  algo  considerable.  Pero  la  escuadra  puede  mui  bien 
servimos  para  tirar  paralelas  por  un  procedimiento  mui  exacto  y  expe- 
ditOy  que  consiste  en  hacerla  resbalar  a  lo  largo  de  una  regla  fija;  y  asi  es- 
que  por  este  medio  debemos  trazar ^  en  cada  depurado^  la  linea  de  tierra 
y  todas  las  demos  líneas  que  son  perpendiculares  o  paralelas  a  ellaj 
dirijiéndonos,  siempre^  sobre  las  dos  rectas  rectangulares  cuya  construc- 
ción acabamos  de  recomendar;  que  forman  lo  qu£  los  prácticos  llaman 
la  traza  en  cuadro. 

A  esto  debemos  añadir  que  a  pesar  de  la  importancia  de  la  línea  de 
tierra ,  no  debemos  sellarla  con  una  línea  mas  gruesa  que  las  detuas 
líneas  principales;  porque  si  así  se  ejecutase,  nos  produciría  jcneralmente 
inexactitudes  respecta  al  verdadero  punto  en  que  la  encontralpan  las 
demos  líneas  del  depurado. 
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cribirá  un  arco  de .  círculo  al  reJedor  del  eje  de  rotación.  Esto  su- 
puesto y  si  se  continua  este  movimiento ,  hasta  tanto  que  la  recta  mó* 
vil  llegue  a  ser  paralela  al  plano  vertical  j  lo  que  sucederá  cuando 
la  proyección  AM  haya  tomado  la  situación  AP ,  paralela  a  la  línea 
de  tierra  XY ,  en  este  caso,  el  extremo  M  que  ha  venido  a  parar  a 
P,  se  hallará  proyectado  verticalmente  (n?  10)  en  algún  punto  de  la 
PIP'  perpendicular  a  XY;  y  como  esta  recta  debe  hallarse  a  la  mis- 
ma altura  que  M^  si  tiramos  la  horizontal  HMT\  tendremos  que 
el  punto  P'  será  la  proyección  vertical  del  extremo  móvil  de  la  recta 
en  cuestión.  Como  ademas  sabemos  que  el  otro  extremo  (A,A')  ha  per- 
manecido invariable ;  sigúese  que  la  recta  (AM ,  A'M')  se  hallará  aho- 
ra proyectada  según  AP  y  A'P';  y  su  verdadera  lonjitud  es  precisamen- 
te la  proyección  vertical  A'P',  según  la  observación  hecha  al  principio 
de  este  artículo.  De  aquí  deducimos  la  regla  siguiente,  que  procuraremos 
nos  sea  mui  familiar. 
FiG.  4.  Para  hallar  la  distancia  que  hai  entre  dos  puntos  ( A , A' )  y 
(  M,M'  ),  formaremos  un  triángulo  rectángulo  A'H'P'  en  el  cual  un  ca- 
leta A'H'  sea  la  diferencia  de  alturas  A'R  y  M'K  de  estos  dos  puntos 
sobre  el  plano  horizontal ,  y  el  otro  HT'  sea  igv4il  al  intervalo  AM  de 
sus  dos  proyecciones  horizontales:  la  hipotenusa  AT'  será  la  distancia 
pedida. 

18.  Hubiéramos  hallado  el  mismo  resultado,  construyendo  sobre  el 
plano  horizontal,  un  triángulo  rectángulo  que  tuviese  un  cateto  iguul  a  la 
dijerencia  de  las  distancias  AR  y  MK  qv^í  hai  al  plano  vertical  desde 
los  dos  puntos  dados j  y  el  otro  cateto  el  intervalo  A^W  que  hai  entre  sus 
proyecciones  verticales;  la  hipotenusa  AQ  expresaria  también  la  distancia 
a  que  se  hallan  los  dos  puntos  en  el  espacio;  está  distancia,  deberá  ser  en- 
teramente igual  a  AT\  Para  explicar  esta  nueva  construcción ,  bastará 
nos  figuremos  que  la  recta  propuesta  ha  j  irado  al  rededor  de  la  hori- 
zontal que  está  proyectada  verticalmente  en  A^  sin  cambiar  de  inclina- 
ción respecto  a  esta  ultima,  hasta  tanto  que  esta  recta  móvil  llegue  a 
ser  paralela  al  plano  horizontal. 

19.  También  hubiéramos  podido  abatir  la  recta  (AM , A'M')  sobre 
el  plano  horizontal ,  haciendo  jirar  el  trapecio  invariable,  foraiado  por 
la  recta  propuesta  y  por  las  verticales  que  sirven  para  proyectar  sus 
extremidades  a  A  y  M,  alrededor  de  AM  como  chamela.  £n  todo- este 
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movimiento  las  dos  verticales  permanecerán  siempre  perpendiculares  a 
a  charnela  AM ,  y  tomarán  las  posiciones  AA"=RA',  MM"=KM'; 
de  modo  que  trazando  la  recta  A'^M^',  hubiéramos  también  obtenido  la 
verdadera  distancia  de  los  dos  puntos  (A,  A')  y  (MyM').  Aquí  se  nos 
presenta  una  comprobación  del  problema ,  que  nunca  debemos  despre- 
ciar en  las  operaciones  gráficas ;  y  es,  que  la  prolongación  de  la  línea 
A"  M'^  debe  ir  a  pasar  por  B,  porque  siendo  este  último  punto,  la  traza 
horizontal  de  la  recta  primitiva,  debe  estar  situado  sobre  la  chamela 
AMB,  y  por  esto ,  ha  debido  permanecer  inmóbil  mientras  duró  la  re- 
volución de  la  recta. 

20.  Recíprocamente ,  si  se  nos  diese  la  recta  indefinida  (AB,  A'B') 
y  uno  de  stis  puntos  (A,  A' ) ,  y  quisiéramos  hallar  sobre  esta  línea 
otro  punto  (M,  M'^  que  distase  del  primero  una  cantidad  dada  6 
abatiríamos  la  recta  propuesta  al  plano  horizontal ,  según  lo  hemos 
hecho  anteriormente ,  haciendo  a  AA''=:RA' ,  y  tirando  la  A"B.  Toma- 
ríamos, en  seguida,  sobre  esta  última  línea  un  intervalo  A''M''=d;  le- 
vantando después  la  recta  abatida  A"B ,  hallaríamos  que  el  punto  M^', 
correspondia  al  M,  por  medio  de  una  perpendicular  bajada  desde  él 
a  la  chamela  AB :  finalmente,  de  la  proyección  horizontal  M  ,  dedu- 
ciríamos ( n?  10. )  la  otra  proyección  M' ;  con  lo  cual  quedaría  com- 
pletamente determinado   el  punto  pedido. 

21.  Tirar  por  un  punto  dado  (D,  D')  una  recta  que  sea  para-  "©•  5. 
lela  a  otra  recta  conocida  (AB,A'B'). 

Siempre  que  dos  rectas  son  paralelas  en  el  espacio ,  los  planos  que  las 
proyectan  son  evidentemente  paralelos  entre  sí ,  y  por  consiguiente  son 
también  paralelas  las  intersecciones  de  estos,  con  el  plano  de  proyección; 
es  decir,  que  las  proyecciones  de  las  rectas  serán  indispensablemente  pa- 
ralelas una  a  otra.  Y  recíprocamente ,  siempre  que  las  proyecciones 
horizontales  de  dos  rectas  son  paralelas ,  y  sucede  esto  mismo  con 
las  proyecciones  verticales  ,  los  cuatro  planos  proyectantes  serán 
paralelos  de  dos  en  dos :  de  esto  se  sigue ,  que  sus  mutuas  interse- 
ciones ,  es  decir,  las  rectas  situadas  en  el  espacio,  serán  también  pa- 
ralelas entre  sí.  De  aquí  concluiremos  que  si  tiramos  por  el  punto  D  una 
paralela  DE  a  la  AB »  y  por  el  punto  D'  otra  D'£'  también  para- 
lela a  A'B^  la  recta  en  cuestión  tendrá  por  proyeccines  a  DE  y 
D^E';  y  de  este  modo  quedará  completamente  determida:  las  trazas 
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de  esta  recta ,  que  son  los  puntos  F  y  £\  se  construyen  según  lo  hemos 
dicho  ya  n?  13. 

22.  Construir  un  plano  que  pase  por  tres  puntos  dados  (  A,A'  ) 
(B,B')  y(C,C'). 

En  primer  lugar  observemos  que  para  determinar  gráficamente  la  po- 
sición de  un  plano ,  será  suficiente  señalar  sus  dos  trazas  y  es  de- 
cir las  intersecciones  de  este  plano  con  los  planos  de  proyección.  Es- 
tas dos  trazas,  deberán  cortar  siempre  a  la  línea  de  tierra  en  un  mis- 
mo punto  y  pero  el  ángulo  que  estas  trazas  forman  entre  sí ,  en 
el  abatimiento  de  los  planos  de  proyección ,  no  es  igual  al  que 
estas  líneas  forfnan  en  el  espacio.  Es  ademas  mui  evidente,  que  siem- 
pre que  una  recta  esté  colocada  sobre  un  plano ,  las  trazas  de  esta 
recta  (n?  13)  deben  hallarse  situadas  en  alguno  de  los  puntos  de  las 
trazas  del  plano. 

Esto  supuesto ,  unamos  los  puntos  dados  de  dos  en  dos  por  medio  de 
las  rectas  (AB,  A'B' ) ,  (  BC ,  B'C  ),  y  (  AC,  A'C  ),  como  cada  una  de 
estas  rectas  tiene  dos  puntos  en  el  plano  que  buscamos ,  todos  los  puntos 
de  ellas  se  hallarán  también  sobre  este  mismo  plano,  y  estarán^  por  con- 
siguiente, todas  ellas  sobre  dicho  plano;  construyamos  en  seguida ,  así 
como  lo  hicimos  en  el  n?  13 ,  las  trazas  verticales  E\  F'  y  G'  de  estas 
rectas.  Estos' tres  puntos  que  evidentemente  deben  pertenecer  a  la  in- 
tersección del  plano  pedido  con  el  plano  vertical  de  proyección ,  es- 
tarán precisamente  en  línea  recta ,  y  serán  mas  que  suficientes  para 
determinar  la  traza  vertical  E'F'G'  del  plano  pedido.  Asimismo ,  la 
traza  horizontal  DHK  de  este  mismo  plano,  se  obtendrá,  con  cons- 
truir las  trazas  horizontales  D,  H  y  K  de  las  tres  rectas  auxiliares; 
las  dos  líneas  E'G'  y  DH  halladas  por  este  medio ,  deberán  ademas 
ir  a  encontrar  a  la  línea  de  tierra  XY  en  un  mismo  punto  Q ;  esta 
circunstancia ,  nos  proporciona  otro  nuevo  modo  de  comprobar  las  cons- 
trucciones anteriores. 

Si  quisiéramos  hacer  pasar  un  plano  por  una  recta  y  un  pun- 
to dado ,  uniríamos  este  punto  con  otro  cualquiera  de  la  recta ,  o  si- 
no, tiraríamos  una  paralela  a  esta  por  el  punto  dado ;  en  este  caso, 
conoceríamos  dos  rectas  situadas  sobre  el  plano  que  bascamos,  y 
las  trazas  de  estas  líneas  serían  suficientes  para  determinar  las  del 
plano  pedido. 
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23.  Par  un  punto  dado  (A,  A' )  hacer  pamr   un  plano  que  sea  pig.  7. 
paralelo  a  otro  plano  cuya  traza  horizontal  es  ST  y  la  vertieal  TU\ 

Es  ^evidente,  que  dos  planos  paralelos  debeo  tener  sus  trazas  res- 
pectivamente paralelas  ;  y  en  virtud  de  esto ,  será  suficiente  hallar  un 
solo  punto  de  cada  una  de  las  trazas  del  plano  pedido.  Para  conse- 
guirloy  figurémonos  tirada  por  el  punto  dado  (  A,  A' )  una  recta  auxiliar 
que  esté  situada  en  el  plano  desconocido;  la  elección  mas  sencilla  es 
la  de  tirar  esta  recta  paralelamenty  a  la  traza  horizontal  de  este  mismo 
plano ,  o  lo  que  es  lo  mismo,  paralela  a  ST.  Por  consiguiente,  si  tira- 
mos en  esta  dirección  la  recta  AB  y  la  A'B'  paralela  a  la  línea  de 
tierra ,  estas  serán  evidentemente  las  dos  proyecciones  de  la  horizon 
tal  situada  en  el  plano  desconocido.  Hecho  esto ,  si  construimos 
(n?  13)  el  punto  B'  en  que  la  recta  penetra  al  plano  vertical  de 
proyección ,  este  punto  pertenecerá  precisamente  a  la  traza  del  pla- 
no que  buscamos,  que  por  consiguiente  será  la  recta  B'Q  paralela 
a  V'T;  como  la  otra  traza  debe  pasar  por  el  punto  Q ,  será  la  línea 
Pa  paralela  a   TS. 

Podemos  también,  como  por  medio  de  verificación,  construir  di- 
rectamente un  punto  de  la  traza  horizontal  del  plano  incógnito.  Para 
esto,  nos  imajinarémos  que  en  este  plano  y  por  el  punto  (AjA*) 
pasa  una  recta  auxiliar  paralela  a  la  traza  vertical  de  este  plano,  esta 
recta,  tendrá  evidentemente  por  proyecciones  a  la  AC  paralela  a  la 
línea  de  tierra  y  A'C  paralela  a  V'T.  Si  ahora  determinamos  (n9  13.) 
el  punto  C  en  que  esta  recta  auxiliar  penetra  al  plano  horizontal  de 
proyección ,  este  punto  pertenecerá  necesariamente  a  la  traza  del 
plano  pedido ;  y  así  será  indispensable  que  la  recta  PQ,  ya  construi- 
da, pase   por  el  punto  C. 

24.  Obsérvese  que  sí  en  el  depurado  de  la  figura ,  hubiésemos  con- 
siderado a  los  dos  planos  STV  y  PQR'  como  si  realmente  exis- 
tiesen ;  el  primero  de  ellos  hubiera  ocultado  al  segundo ,  y  en  este 
caso  debiamos  haber  hecho  de  puntos  las  trazas  de  este  último 
(n?  15,  19),  cuya  operación  hubiera  multiplicado  mucho  los  puntos 
redondos ,  y  sobre  todo,  hubiera  tenido  el  grave  inconveniente  de  no 
dejar  distinguir  las  partes  de  las  trazas  situadas  hacia  la  parte  an- 
terior de  los  planos  de  proyección,  de  las  que  están  detras.  Esta 
es  la  razón  porque  suponemos  en  este  problema  que  solo  se  trata 
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de  hallar  Im  trazas  de  un  plano  paralelo  al  que  tuviese  por  tra- 
zas a  ST  y  TV\  sin  que  realmente  se  construya  ninguno  de  estos 
planos.  Esta  misma  jrestriccion ,  cuyo  objeto  es  únicamente  dar 
mas  claridad  a  los  dibujos,  se  ha  seguido  también  en  los  depu- 
rados 89  9  y  16. 

25.  Las  consideraciones  de  que  nos  hemos  valido  en  los  núme- 
ros 22  y  23,   pueden    servirnos  para  resolver  la  cuestión  siguien- 

FiG.  6.  te :  dada  la  protfeccion  horizontal  AB  de  una  recta  que  sabemos  ha-' 
liarse  sittuula  en  un  plano  conocido  PQR',  determinar  la  otra  proyección. 
La  recta  incógnita  penetrará  al  plano  vertical  en  un  punto  que  de- 
berá proyectarse  horízontalmente  en  E  (n?  13.  );por  otra  parte,  como 
la  traza  vertical  de  la  recta  no  puede  hallarse  fuera  de  la  traza  ver- 
tical CIR'  del  plano  que  la  contiene ,  dicho  punto  estará  situado  pre- 
cisamente en  E^  y  este  es  uno  de  los  puntos  de  la  proyección  pedida. 
Por  iguales  motivos ,  vemos  que  la  recta  en  cuestión  va  a  penetrar  al 
plano  horizontal  de  proyección  en  D ;  luego  si  proyectamos  D  a  D' 
sobre  la  línea  de  tierra  XY,  tendremos  que  D'E'  será  la  proyección 
vertical  de  la  recta  propuesta.  Conocemos  mui  bien,  que  seña  igual- 
mente fácil  hallar  la  proyección  DE ,  cuando  solo  se  nos  diese 
la  proyección  vertical  D'E'  déla  recta  y  el  plano  que  la  contuviese. 
Si  la  proyección  AB  que  se  nos  diese  de  la  recta  sobre  el  plano 

FiG.  7.  horizontal,  fuese  como  en  la  Jig.  7,  paralela  a  la  traza  PQ  del  plano 
dado  :  obtendríamos  desde  luego  la  traza  vertical  B'  de  la  recta  incógnita 
del  mismo  modo  que  anteriormente;  pero  no  existiría  la  traza  horízontal 
de  esta,  recta ,  porque  AB  no  encuentra  a  PQ,  por  consiguiente,  con- 
cluiríamos  de  aquí  que  la  línea  pedida  es  paralela  al  plano  horizon- 
tal ,  y  que  según  esto\  su  proyección  vertical  ^s  la  recta  B' A'  para- 
lela a  la  línea  de  tierra  XY. 

Del  mismo  modo  veremos  que  si  la  proyección  horízontal  dada,  es 
la  línea  AG  paralela  a  XY ,  la  recta  situada  en  el  espacio  es  pa- 
ralela al  plano  vertical,  y  su  proyección  sobre  este  último  plano  es 
la  línea  G'A'  paralela  a  la  traza  QR'. 

FiG.  6.  ^'  ^^  ^4^  ^'^^  cuestión  análoga:  conociendo  la  proyección  ha* 
rizontal  A  de  un  punto  que  sabemos  se  halla  sobre  un  plano  dado 
PCIR\  hallar  la  otra  proyección.  Tiraremos  por  el  punto  dado  A  una 
recta  cualquiera  PAE,  que  miraremos  como  la  proyección  horizon- 
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tal  de  una  línea  situada  en  el  plano  PQR' ;  nos  será  fácil  después  de 
ejecutar  esto  el  construir»  según  lo  hemos  hecho  arriba,  la  proyección 
vertical  D\E'  de  esta  recta,  y  en  seguida  no  tendremos  mas  que  har 
cer  que  referir  el  punto  A  al  punto  A'  de  dicha  proyección,  por  medio  de 
una  perpendicular  a  la  linea  de  tierra  (  n?  10  ).  Con  la  misma  facili- 
dad hallaríamos  la  proyección  A  si  conociésemos  la  A\ 

Entre  las  diferentes  direcciones  que  podemos  dar  a  'esta  recta 
auxiliar  DAE,  la  mas  cómoda,  por  lo  jeneral,  es  tirarla  paralela  a  la 
traza  horizontal  PQ  del  plano,  según  lo  hemos  hecho  con  la  línea 
AB  en  largura  7. 

27.  Hallar  la  intersección  de  dos  planos  que  tengan  por  trazas  el  fig.  8. 
primero  a  PQ  y  QR^ ,  y  el  segundeo  a  ST  y  TV. 

Si  prolongamos  las  dos  trazas  horizontales  hasta  que  se  corten  en 
B,  este  punto  será  común  evidentemente  a  los  dos  planos ;  pertene- 
cerá por  consiguiente  a  su  común  intersección,  y  como  se  halla  en  el 
plano  horizontal,  será  también  la  traza  horizontal  de  la  recta  que  bus- 
camos: así  mismo  el  punto  A',  en  que  se  cortan  las  trazas  vertica- 
les de  los  planos  dados ,  será  la  traza  vertical  de  esta  recta.  Cono- 
cidas de  este  modo  las  dos  trazas  de  la  común  sección,  deducire- 
mos inmediatamente  de  ellas  ( n?  14)  sus  proyecciones  que  serán 
las  AB  y  A'B\ 

28.  Si  fuesen  paralelas  dos  de  las  trazas,  copio  sucede  con  los  pla- 
nos R'Q/?  y  V'TS ,  el  punto  B  se  alejaria  al  infinito  y  por  lo  tanto 
la  intersección  de  los  dos  planos  sería  una  horizontal  que  tendría 
por  proyección  a  A'¿^  paralela  a  la  línea  de  tierra,  y  a  A¿ ,  paralela 
a  TS;  cuyo  resultado  es  fácil  proveer,'  porque  pasando  entonces  los 
dos  planos  dados  por  las  dos  rectas  paralelas  CLp  y  TS,  no  pueden 
cortarse  sino  según  una  recta  paralela  a  estas. 

29.  Cuando  las  trazas  son  respectivamente  paralelas  sobre  los  dos  pm.  ii. 
planos  de  proyección,  los  planos  dados  serán  evidentemente  para- 
lelos entre  sí ,  y  no  habrá  intersección ,  a  no  ser  que  estas  trazas  sean 
también  paralelas  al  mismo  tiempo  a  la  línea  de  tierra ,  como  suce- 
de con  PQ  y  P'Q'  respecto  a  un  plano,  y  con  TS  y  T'S'  respecto  al 
otro;  porque  dos  planos  colocados  de  este  modo  pueden  también  cor- 
tarse según  una  recta  paralela  a  XY,  pero  en  este  caso,  no  es  sufi 

el  método  anterior  para  hallar  esta  ihtersecciiHi. 
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£n  el  caso  presente ,  tiraremos ,  a  discreion ,  un  plano  secante  auxi^ 
lar  «6 y';  este  cortaré  al  plano  [  PQ ,  P'Q'  ]  segan  una  recta  (CD  C'D') 
que  construiremos  por  el  método  jeneral;  y  al  plano  [  TS  T'S'  ]  se- 
gún la  recta  (  EF,  E'F'  );  estas  dos  líneas  nos  darán  a  conocer,  por 
medio  de  su  punto  de  encuentro,  un  punto  (  M,  M'  )  que  evidente- 
mente será  común  a  los  dos  planos  (PQ,P'Cl')  y  (TS,  T'S'),  y  por  con- 
siguiente  estos  planos  tendrán  por  intersección  a  la  recta  (AMB,  A'M^B') 
tirada  paralelamente  a  la  línea  de  tierra  XY. 

Podriámos  también  servirnos,  en  este  caso,  de  un  plano  de  perfil 
tirado  perpendicularmente  a  XY:   este  plano  cortará  a  los  dos  pla- 
nos primitivos  de  proyección  según  las  dos  rectas  XV  y  XZ ,   esta  úl- 
tima, tomará  evidentemente  la  posición  XZ",  cuando  abatamos  el  per- 
fil  sobre  el  plano  horizontal,  jirando  al  rededor  de  VX  como  char- 
nela. Esto  supuesto ,  el  plano  de  perfil  encontrara   a  las  trazas  verti- 
cales de  los  planos  propuestos  en  los  puntos  P'  y  T'  cuyos  puntos  ven- 
drán en  el  abatimiento  a  colocarse  en  P"  y  T";  luego  PP"  y  TT"  son 
las  trazas  de  estos  planos  sobre  el  plano  de  perfil  abatido  según  Z"XV: 
y  como  estas  trazas  se  cortan  en  A'^;  este  es  un  punto  de  la  intersección 
que  se  nos  ha  pedido,  la  cual  tendrá  evidentemente  por  proyección  ho- 
rizontal a  la  recta  AB  paralela  a  XY.  Si  ahora  restablecemos  el  plano 
de  perfil  a  su  posición  primitiva,  tendremos  que  el  punto  A"  se  pro- 
yectará verticalmente  a  A'  y  A'B'  paralela  a  XY,  será  la  2.  ^    proyec- 
ción déla  intersección  de  los  planos  propuestos- 
Si  sucediese  que  las  trazas   de  estos  planos,  sin  ser  paralelas  entre 
sí,  pasasen  las  cuatro  por  un  mismo  punto  de  la  línea  de  tierra,  seria 
también  necesario  en  este  caso  recurrir  a  uno  de  los  dos  planos   au- 
xiliares de  que  acabamos  de  servirnos;  desearíamos  que  el  lector  cons- 
truyese el  depurado  de  este  caso  particular. 
FiG.  10.      30.     Construir  el  punto  de  intersección  de  una  recta  (AB,  A'B')  con 
un  plano  dado  PQR'. 

Para  resolver  esta  cuestión,  es  preciso  tirar  por  la  recta  dada  y 
en  una  dirección  cualquiera,  un  plano  secante  :  constr^iir  Ja  intersección 
de  este  plano  con  el  plano  dado  PQR',  y  como  esta  lín^a  pasará  preci- 
samente por  el  punto  que  buscamos,  quedará  determinado  este  punto 
por  medio  del  encuentro  de  esta  intersección  con  la  recta  dada. 

Adoptemos  desde  luego  por  plano  secante ,  el  piano  vertical  que 
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sirve  para  proyectar  a  la  recta  según  AB;  esta  misma  línea  será  la 
traza  horizontal  de  este  plano,  y  su  traza  vertical  será  la  perpendicu- 
lar ce  a  la  línea  de  tierra.  Esto  supuesto ,  el  plano  AGC  corta  al 
plano  dado  PQR'  según  una  recta  que  se  halla  proyectada  (  n?  27  )  en 
C'D'  y  CD;  y  como  esta  intersección  encuentra  a  la  recta  dada  (  A'B', 
AB)  en  el  punto  M',  en  este  se  halla  la  proyección  vertical  del  punto 
pedido.  La  segunda  proyección  de  este  punto  no  se  conoce  inmediata- 
mente, porque  en  el  caso  presente  se  hallan  las  dos  rectas  proyectadas 
sobre  el  plano  horizontal  una  sobre  otra  en  la  recta  ADBC;  pero  la  de- 
duciremos del  punto  M'  bajando  (n?  10)  una  perpendicular  M'M  sobre 
la  línea  de  tierra.  Y  así  (M',M)  es  el  punto  en  que  la  recta  (A'B',  AB) 
penetra  al  plano  PQR'. 

También  podremos  emplear  por  plano  secante,  el  plano  proyectante 
de  la  recta  sobre  el  plano  vertical,  el  cuál  tendrá  por  trazas  a  A'B'  y 
B'F  perpendicular  a  XY.  Este  plano  ausiliar  A'B'F  cortará  al  PQR' 
según  la  recta  ( FG,  B'G'),  la  que  por  medio  de  su  encuentro  con  AB, 
nos  deberá  dar  el  mismo  punto  M  hallado  ya  por  la  primera  construc- 
ción ;  de  este  modo  empleando  los  dos  métodos  simultáneamente, 
servirán  de  comprobación  uno  de  otro. 

Observemos  que  el  plano  dado  PQR'  es  una  magnitud  principal 
(n?  15)  que  realmente  existe,  y  que  hace  que  sea  invisible  la  porción  de' 
la  recta  (AB,  A'B')  situada  debajo  del  punto  de  sección;  por  esta  razón 
se  ha  construido  la  parte  (M B,  M'B')  de  puntos.  En  cuanto  a  {a  pro- 
longación BC,  no  se  mira  sino  como  una  línea  auxiliar  relativa  al  pla- 
no secante  que  sirve  de  medio  para  la  solución. 

31.  Aun  cuando  los  dos  procedimientos  empleados  en  el  n.^  30  son 
los  mas  cómodos,  será  mui  bueno  que  para  ejercitarnos  en  la  combina- 
ción de  los  planos  con  las  rectas,  resolvamos  también  el  mismo  proble-, 
ma,  valiéndonos  de  un  piano  secante  qualquira:  como  este  plano  de- 
berá contener  a  la  recta  dada  (AB,  A'B'),  cuyas  trazas  son  B  y  C,  será  rw.  1 1 
preciso  hacer  pasar  por  estos  puntos  las  trazas  del  plano  secante  que 
adoptemos.  Tiremos  pues  por  el  punto  B  la  recta  arbitraria  SBT,  y  por 
las  puntos  T  y  C  la  recta  C'TV;  y  estas  serán  las  trazas  de  un  plano 
auxiliar  que  contendrá  a  la  línea  (AB,  A'B').  Esto  supuesto ,  los  planos 
STV  y  PQR'  se  cortan  (n.^  27)  según  la  línea  (SV,  S'V);  y  como  es- 
ta eBcfae&tra  a.  la  <ABrA'B'>  en  (M^  M-)^Heste  mismo  eai  el  punto  en  que 
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la  recta  dada  penetra  al  plano  PQR':  pero  es  preciso  cercioramos  pam 
comprobar  las  construcciones^  que  la  recta  M  M'  qne  nne  estas  dos  pro- 
yecciones es  exactamente  perpendicular  (n.*  10)  a  la  línea  de  tierra. 

32.  Par  un  punto  dado,  tirar  una  recta  que  encuentre  a  atrae  doe 
rectas  dadas  deposición. 

No  haremos  roas  que  indicar  la  solocion  de  este  problema  f  propo- 
niéndolo al  lector  como  un  ejercicio  conveniente  para  familiarizarle  con 
los  métodos  precedentes.  Por  el  punto  dado  y  la  primra  recta  tirare- 
mos un  plano,  en  seguida  tiraremos  otro  por  el  mismo  punto  y  la  se* 
gunda  recta,  hecho  esto,  determinaremos  la  intersección  de  estos  dos 
planos  y  hallaremos  una  recta  que  evidentemente  cumplirá  con  las 
condiciones  pedidas. 

Puede  también  no  emplearse  sino  el  primero  de  los  dos  planos  de 
que  acabamos  de  hablar ,  y  hallar  en  seguida  (n.®  30)  el  punto  en  que 
este  corta  a  la  segunda  recta,  uniendo  entonces  este  mismo  punto  con 
el  punto  dado,  hallaremos  una  recta  que  resolved  el  problema.  Én  je- 
neral  no  habrá  sino  una  sola  solución  ,  a  no  ser  que  las  dos  rectas  pro* 
.  puestas  se  hallan  en  el  mismo  plano  que  el  punto  dado. 
FiG.  12.  33.  Teorema.  Siempre  qtie  una  recta  (AB,  A'B')  es  perpendicular 
a  un  plano  PQR',  se  verija,  que  las  proyecciones  de  esta  línea  son  res- 
^pectivamente  perpendiculares  a  las  trazas  del  plano. 

Con  efecto,  el  plano  que  proyecta  a  la  recta  en  AB  es ,  por  su  mis- 
ma definición,  perpendicular  ai  plano  horizontal ;  y  lo  es  también  al 
plano  dado  PQR^  supuesto  pasa  por  una  recta  que  es  perpendicular  a 
este  plano;  y  según  esto,  dicho  plano  proyectante  es  a  un  mismo  tiem- 
po perpendicular  a  los  otros  dos,  y  por  consiguiente  a  su  intersección 
que  es  la  traza  horizontal  PQ;  luego  esta  misma  traza  será  también 
perpendicular  a  la  proyección  AB,  que  se  halla  en  el  plano  proyectan- 
te. De  un  modo  enteramente  semejante  a  este ,  demostraríamos  que 
también  la  traza  vertical  R'Q  es  perpendicular  a  la  proyección  A^B\ 

Y  reciprocamente,  si  las  dos  prayecdánes  AB  y  A'B'  de  una  recta  son 
respectivamente  perpendiaidares  a  las  tra  zas  PQ  y  QR'  de  un  planOf 
este  plano  y  la  recta  son  perpendiculares  uno  a  otra.  Con  efecto,  d  pta-* 
no  proyectante  que  tiene  por  traza  a  AB  es  evidentemeMe  perpeodicn- 
lar  a  la  recta  PQ,  y  por  consiguiente  al  plano  PQR'  q«e  contiene  a  es- 
ta línea :  así  mismo  el  plano  proyectante  que  tiene  por  traía  m  A'B'  es 
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perp6DdicnIar  a  la  recta  QR',  y  por  consiguiente  al  plano  PCIR\  Y  co* 
mo  este  plano  es  perpendicular  a  un  mismo  tiempo  a  los  dos  planos 
proyectantes,  la  será  también  a  su  intersección  que  es  la  misma  recta 
dada  en  el  espacio. 

34.  Ademas ,  observaremos  que  no  es  cierto  este  teorema  y  cuando 
se  trata  do  las  proyecciones  oblicuas  (n?  8) ;  y  que  debemos  guar- 
darnos creer  que  existe  la  relación  ya  dicha,  entre  las  proyecciones  de 
dos  rectas,  cuando  estas  son  perpendiculares  entre  sí;  porque  sus  pro- 
yecciones ortogonales,  sobre  un  mismo  plano,  no  formarán  ángulo  rec- 
to, a  no  ser  que  sea  una  de  las  líneas  propuestas  parahla  al  plano  de 
proyección. 

35.  Hallar  la  nienar  distancia  que  hai  desde  un  punto»{Af  A')  a  un  fig.  12, 
plano  dado  PQR\ 

Para  resolver  el  problema,  bajaremos,  en  primer  lugar,  desde  el  punto 
(A,  A')  una  perpendicular  indefinida  al  plano,  tirando  (n.^  33)  las  pro- 
yecciones AB  y  A'B'  perpendiculares  respectivamente  a  las  trazas  PQ 
y  QR' :  hallaremos  en  seguida  el  punto  (M ,  M')  en  que  esta  recta  en- 
cuentra al  plano,  esta  parte  la  ejecutaremos  como  en  el  n.^  30,  cuyos 
raciocinios  se  aplican  a  la  presente  figura,  en  la  que  se  han  conservado 
las  mismas  anotaciones.  Hecho  todo  esto,  veremos  que  AM  y  A'M'  son 
evidentemente  las  proyecciones  de  la  menor  distancia  pedida;  y  en  se- 
guida hallaremos  la  magnitud  absoluta  de  esta  distancia  (n.^  17)  tiran- 
do la  horizontal  HM'M",  igual  a  AM  y  la  recta  A'M ''  que  será  la  ver- 
dadera distancia  que  hai  desde  el  punto  al  plano. 

36.  Hallar  la  menor  distancia  de  un  punto  (C,  C)  a  una  recta  da-  fio..  13. 
da  (AB,  A'B'). 

Tiremos  en  primer  lugar  j9or  el  punto  {CS^^)  un  plano  perpendícu- 
lar  a  la  recta  duda;  sabemos  que  las  trazas  de  este  serán  perpen- 
diculares (n.^  33)  a  las  proyecciones  AB  y  A'B'  de  la  recta;  y  para  de- 
terminar uno  de  los  puntos  de  estas  trazas,  nos  figuramos  tirada 
sobre  este  plano  una  horizontal  que  pase  por  el  punto  (C,C').  Esta 
recta ,  que  será  precisamente  paralela  a  la  traza  horizontal  que  bus- 
camos, tendrá  por  proyecciones  a  CD  perpendicular  a  AB,  y  a  C'D' 
paralela  a  XY;  en  virtud  de  esto,  esta  recta  irá  a  penetrar  al  plano 
vertical  en  (D,D'):  si  ahora  tiramos  la  D'Q,  perpendicular  a  la  A'B' 
y  la  QP  perpendicular  a  AB,  estas  dos  «eüán  las  trazas  del  plano  que 
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ba0Qaiñti9«ifiechdi estoy  si  construimos  (n.°  30)  el  punto  (M,M')  en  que 
este  ^lano  eucoentra  a  la  recta  (AB,  A'B')  y  le  unimos  con  (C,C'),  ten- 
dremos que  la .  línea  (CM,  C'M^)  se  hallará  evidentemente  contenida  en 
el  plano  D'QP  y  por  lo  tanto,  será  perpendicular  a  la  (AB,  A'B');  por 
consiguiente  dicha  recta  (CiVI,  C'M')  medirá  la  distancia  mas  corta  pe- 
dida^ su  magnitud  absoluta  C'M"  se  deducirá  de  las  proyecciones  CM, 
y  C'M'  sirviéndonos  para  ello  de  la  regla  jeneral  expuesta  n.*^  17. 

En  este  depurado,  vemos  que  como  el  plano  D'QP  no  es  ni  un 
dato  ni  tampoco  un  resultado  del  problema  primitivo,  y  sí  solo  un  me* 
dio  auxiliar  para  resolver  el  problema  propuesto,  deberemos  expresar 
sus  trazas  como  líneas  auxiliares  (n.**  15).  Esta  misma  observación  se 
aplica  a  la  figura  14,  cuya  explicación  vamos  a  dar. 
FiG.  14.  37.  Otra  solución.  Hagamos  pasar  un  plano  por  el  punto  (C,C')  y 
por  la  recta  dada  (AB,  A'B')  para  conseguirlo,  bastará  unir  el  punto 
(C,C')  con  el  (A,  A')  y  determinar  las  trazas  verticales  de  las  dos  rectas 
(AB,  A'B')  y  (AC,A'C');  y  hallaremos  que  B'D'Qy  QA  serán  las  tra- 
zas del  plano  auxiliar  de  que  acabamos  de  hablar.  Hecho  esto ,  abata- 
mos este  plano  moviéndolo  al  rededor  de  su  traza  horizontal  AQ,  y  su- 
pongamos que  lleva  consigo  a  la  recta  y  al  punto  dados.  En  este  movi- 
miento de  revolución,  el  punto  (B,  B')  no  saldrá  fuera  del  plano  ver- 
tical BF  que  es  perpendicular  a  la  charnela  AQ :  ademas,  la  distan- 
cia B'Qque  hai  desde  este  punto  al  punto  fijo  Q,  permanecerá  invaria- 
ble; en  virtud  de  todo  esto,  si  con  el  radio  QB'  describimos  un  arco  de 
círculo  que  corte  a  la  BF  en  B",  este  punto  será  el  abaitmiento  del  (B, 
B')  y  la  recta  propuesta,  así  como  también  la  traza  QB'  quedarán  a- 
batidas  en  AB"  y  QB".  Asimismo,  tirando  las  perpendiculares  DD"  y 
CC"  a  la  charnela  AQ,  veremos  que  la  línea  (  ACD,  A'C'D')  quedará 
abatida  en  AD"  y  el  punto  C  lo  estará  en  C".  Hecho  esto,  como  todos 
los  datos  del  problema  están  abatidos  sobre  el  plano  horizontal  sin  que 
hayan  cambiado  sus  posiciones  respectivas;  podremos  bajar  la  parpen- 
dicular  C"M"  a  la  AB"  y  será  la  menor  distancia  pedida  en  su  ver- 
dadera magnitud.  Este  resaltado  es  por  lo  coman  el  único  que  intere- 
sa: sin  embargo,  si  también  quisiéramos  fijar  la  posición  de  la  menor 
distancia,  no  tendríamos  que  hacer  otra  cosa  que  levantar  todo  el  sis- 
tema hasta  que  ocape  sn  posición  primitiva :  el  punto'M"  se  referirá  a 
M  por  medio  de  una  perpendicular  a  la  ¿hárnela  AQ,  y  ^^  ^^^  ^^ 
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será  fácil  deducir  la  proyección  vertical  M'  (n.®  10);  de  modo  que  por 
último  la  distancia  en  cuestión  estará  proyectada  en  (CM,  C'M'). 

38.  Este  modo  de  resolver  la  cuestión  es  mui  útil  para  el  caso  que 
queramos  hallar  sobre  la  recta  ( AB,  A'B')  un  punto  que  diste  del  (C,  G*) 
una  cantidad  dada  d*  Porque  después  Je  haber  abatklo  según  lo  hemos 
hecho  arriba,  la  recta  y  el  punto  dados  como  lo  están  la  AB"  y  el  C" 
describiremos  con  el  radío  C"N"==d  un  arco  de  círculo  que  cortará  a 
la  AB"  en  N",  y  e&te  será  el  abatimiento  del  punto  que  se  nos  pide ; 
levantando,  en  seguida, 'todo  el  sistema  a  su  posición  primitiva  hacién- 
dolo jirar  al  rededor  de  la  charnela  AQ,  tendremos  que  el  punto  N''  se 
referirá  a  N;  y  tendrá  por  proyecciones  a  N  y  N'.  Conocemos  mui  bien 
que  en  jeneral  este  problema  tiene  otra  solución,  porque  el  arco  descrito 
con  el  radío  d,  corta  jeneralmente  a  la  recta  AB"  en  dos  puntos  N"  y  w". 

39.  Hallar  los  ángulos  que  forma  un  plano  dado  PQR'  con  los  fig,  15. 
dos  planos  de  j^oyeccion.    • 

Sabemos  que  para  medir  la  inclinación  de  dos  planos,  basta  cortarlos 
con  otro  tercer  plano  que  sea  perpendicular  a  su  intersección,  y  que 
las  dos  rectas  trazadas  sobre  este  plano  secante,  forman  entre  sí  un  án- 
gulo que  expresa  la  inclinación  que  buscamos.  Según  esto,  cortemos  el 
plano  PQR^  y  el  plano  horizontal  con  un  plano  perpendicular  a  la  tra- 
za PQ.  Este  plano  secante,  que  será  vertical,  tendrá  por  trazas  una 
línea  AD  perpendicular  a  PQ,  y  la  vertical  DD';  por  consiguiente  cor- 
tará al  plano  dado  según  una  recta  que  en  el  espacio  unirá  al  punto 
A  con  el  D^  y  será  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo  cuyos 
catetos  serán  AD  y  DD'.  Si  ahora  hacemos  jirar  este  triángulo  al  re- 
dedor de  DD'  hasta  aplicarlo  sobre  el  plano  vertical  de  proyección,  este 
triángulo  será  el  D'A'^D  y  el  ángulo  del  mismo  nombro  medirá  la  in- 
clinación del  plano  PQR'  sobre  el  plano  horizontal. 

Para  hallar  el  ángulo  que  el  mismo  plano  PQR'  forma  con  el  plano 
vertical,  cortaremos  a  los  dos  con  un  plano  CDB'  perpendicular  a  la  tra- 
za vertical  QR',  y  esto  nos  producirá  un  triángulo  rectángulo  cuyos  ca- 
tetos serán  CD  y  DB',  por  consiguiente  si  este  triángulo  le  abatimos 
haciéndole  jirar  alrededor  de  CD,  será  el  DB''C,  en  el  cual  el  ángulo 
B''  expresará  la  inclinación  pedida  (*)• 


(*)  En  algunas  artes,  se  define  muchas  veces  un  plano,  por  la  traza  ha* 
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FIO.  15.      ^0*     Tirar  un  plano^  par  un  punió  dado,  de  modo  que  forme  un 
ángulo  a  con  el  plano  horizontal  y  otro  6  con  el  vertical. 

£q  primer  lugar  observemos»  que  en  ei  problema  precedente,  los 
dos  planos  secantes  D'DA  y  B'DC  deben  cortarse  según  una  rec- 
ta perpendicular  al  plano  PQR\  que  será  la  misma  que  medirá  la 
menor  distancia  que  hai  desde  este  plano  al  punto  D  de  la  línea  de 
tierra.  Como  ademas,  esta  perpendicular  abatida  succesivamente  con 
los  dos  triángulos,  está  manifiestamente  representada  por  las  rectas 
DF  y  D/)  bajadas  perpendicularmente  a  las  hipotenusas,  sigúese  de  a* 
quí  que,  sea  cual  fuere  el  plano  FQR',  siempre  deberemos  hallar  la  reía* 
cion  DF=D/.  Esto  supuesto,  si  sin  conocer  al  plano  FQR'  que  supo* 
némos  tener  con  los  planos  fijos  las  inclinaciones  a  y  g,  construimos 
a  discreción  sobre  la  línea  de  tierra  un  triángulo  rectángulo  D'DA'^ 
en  el  cuál  el  ángulo  A"  sea  igual  a  a;  y  en  seguida  describimos  con 
la  perpendicular  DF  un  arco  de  círculo,  y  le  tiramos  una  tanjente 
WfC  de  modo  que  forme  el  ángulo  B''  igual  a  g:  esta  tanjente  (*)  de- 
terminará, por  medio  de  su  encuentro  con  la  prolongación  de  la  verti- 
cal D'D,  un  punto  C  de  la  traza  del  plano  PQR\  Hecho  esto  y 
tirando  la  recta  CQ  tanjente  al  arco  de  círculo  descrito  con  el  radio 


rizontal  PQysu  inclinación  a  sobre  el  plano  horizontal .  Con  solos  es" 
tos  datos,  es  siempre  fácil  hallar  su  traza  vertical  empleando  para  ello  el 
plano  de  perfil  AD  perpendicular  a  PQ,  y  que  contenga  al  ángulo  a:  por 
que  acostando  a  DA  según  A'U  y  formando  el  ángulo  DA'D^=.  a,  ten^ 
dremos  que  el  lado  A'D  prolongado  irá  a  cortar  a  la  vertical  DU  en  d 
punto  D'  por  el  cual  debe  tirarse  la  traza  QD'R.  También  algunas  ven- 
ces deja  de  emplearse  el  plano  vertical  de  proyecciauj  y  se  abate  el  perfil 
alrededor  de  AD  formando  el  ángulo  l>Ací=  a,  lo  que  espresa  de  un 
modo  suficientemente  claro  la  posición  del  plano  propuesto^  permitiendo 
deducir  de  ella  las  consecuencias  que  pódameos  necesitar.  En  sustancia» 
el  plano  de  perfil  ocupa  el  lugar  del  plano  vertical  de  proyección. 

(*)  Como  es  evidente  que  el  ángulo  CDf=B*^=:  g,  pudiéramos^  en 
lugar  de  tirar  esta  tanjente^  construir  el  triángulo  rectángulo  CDf  sobre 
la  base  DF\  y  en  seguida  trasladar  su  hipotenusa  desde  D  hasta  C  sobre 
la  prolongación  de  la  teriicáliyDn 
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DA''»  y  uniendo  en  seguida  los  puntos  Q  y  \}\  obtendremos  las  tra- 
zas de  un  plano  CQD',  que  tendrá  las  indicaciones  a  y  §  con  los 
planos  fijos:  para  resolver  en  seguida  el  problema  primitivo,  no  ten- 
dremos mas  que  tirar  por  el  punto  dado  otro  plano  paralelo  al 
CQD'(n.«    23). 

41.     Canstruir    el  ángulo  comprendido   entre    dos  planos  dudos  fio.  16. 

PaR'  y  PSR\ 

Para  resolver  este  problema,  es  preciso ,  según  hemos  dicho  ante- 
riormente, cortar  a  estos  dos  planos  con  otro  tercero  que  sea  per- 
pendicular a  su  intersección.  Y  como  esta  recta,  que  se  halla  proyec- 
tada (n.®  27)  según  las  PR  y  P'R',  es  la  hipotenusa  de  un  triángulo 
rectángulo,  cuyos  catetos  son  PR  y  RR';  este  triángulo  abatido  sobre 
el  plano  horizontal,  será  el  PRR".  Si  ahora  levantamos  una  perpen- 
dicular A"B  a  esta  hipotenusa  en  un  punto  arbitrario  A"  de  ella  y 
levantamos  en  seguida  el  triángulo  R''RP  hasta  que  tome  la  situa- 
ción vertical  PR,  es  evidente  que  entonces  la  línea  A"B  se  hallará 
en  el  plano  secante  que  debemos  tirar  perpendicularmente  a  la  in- 
tersección por  este  punto  A";  en  seguida  como  A"B  irá  a  penetrar 
al  plano  horizontal  en  B,  tendremos  que  la  recta  CBD  perpendicular 
a  la  proyección  PR,  será  (n.^  33)  la  traza  horizontal  del  plano  se- 
cante. Según  esto  veremos  que  este  último  plano  cortará  a  los  planos 
propuestos  según  dos  rectas  que  partiendo  del  punto  levantado  A"  ter- 
minarán en  C  y  D,  formando  un  triángulo  cuya  base  será  CD,  y  el  án- 
gulo del  vértice  A"  será  el  mismo  que  se  nos  pide;  y  así  no  habrá  mas 
que  construir  este  triángulo.  Pero  como  la  altura  de  este  triángulo  es 
precisamente  la  A"B,  porque  después  de  haber  alzado  esta  recta  se  ha- 
lla en  el  plano  vertical  RP,  que  es  perpendicular  a  la  base  CD;  ademas 
si  abatimos  este  triángulo  haciéndolo  jirar  al  rededor  de  CD  como 
charnela,  veremos  que  el  vértice  A"  no.  saldrá  fuera  del  plano  vertical 
PR  que  es  perpendicular  a  la  charnela  :  luego  si  tomamos  sobre  PR 
la  distancia  BA=BA",  hallaremos  que  CAD  es  el  triángulo  pedido,  y 
el  ángulo  expresado  por  el  mismo  nombre  es  el  que  mide  la  inclinación 
de  los  dos  planos  PQR'  y  PBR\ 

Hubiéramos  podido  también  aplicar  sobre  el  plano  vertical,  la  inter- 
sección de  los  dos  planos  propuestos ;  en  cuyo  caso  esta  recta  hubiera 
estado  representada  por  la  R'P",  y  levantándole  en  seguida  nna  per- 
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peudicülar  en  un  punto  cualquiera^  tal  como  la  A'B\  trasladaríamos  su 
pie  B'  a  B,  y  en  seguida  haríamos  de  esto  el  mismo  uso  que  el  que  he- 
mos hecho  arriba. 

FiG.  17.  42.  Cuando  los  planos  propuestos  tienen  sus  trazas  paralelas  en 
uno  de  los  dos  planos  de  proyección ,  como  sucede  con  los  planos 
R*QP  y  R'ST,  la  construcción  precedente  pide  una  lijera  modificación^ 
que  hace  que  la  solución  sea  mas  sencilla :  porque  sabemos  (n.o  28) 
que  en  este  caso,  la  intersección  es  la  recta  horizontal  (R'V'yRV)  para- 
lela a  las  trazas  horizontales.  Por  consiguiente ,  si  tiramos  un  plano 
vertical  CRR'  perpendicular  a  esta  intersección,  este  plano  cortará  a 
los  planos  propuestos,  según  dos  rectas  que  formarán  con  CD  un  trián- 
gulo que  tendrá  por  vértice  al  punto  R'  y  por  altura  la  vertical  RR:  de 
modo  que  abatiendo  este  triángulo  sobre  el  plano  horizontal  moviéndola 
alrededor  de  su  base  CD,  tendremos  que  el  vértice  R  vendrá  a  caer 
en  R',  y  el  ángulo  CR'D  será  la  medida  de  la  inclinación  de  los  pla- 
nos propuestos. 

Finalmente  si  todas  las  trazas  fuesen  parálelas  a  la  línea  de  tierra 
como  se  vé  en  la  fig.  9.,  cortaríamos  a  los  planos  dados  con  el  plana 
de  perfil  ZXV,  del  cual  hemos  hecho  ya  uso  en  el  n.^  29 ,  y  por  medio 
del  abatimiento  de  que  nos  hemos  servido  en  dicho  número,  hallaríamos 
el  ángulo  PA''T,  que  es  la  inclinación  de  los  planos  en  cuestión. 

FIG.  18.  43.  Hallar  el  ángulo  que  forman  dos  rectas  dadas  (AB,  A'B')  y 
(BC,  Ve). 

Por  ángulo  de  dos  rectas ,  que  muchas  veces  no  se  encuentran ,  se 
entiende  el  ángulo  que  comprenderían  entre  sí,  dos  rectas  tiradas  por 
el  mismo  punto  del  espacio  paralelas  respectivamente  a  las  prime- 
ras :  principiaremos  por  examinar  si  las  líneas  propuestas  se  cortan. 
Si  dichas  rectas  tienen  un  punto  común,  este  deberá  proyectarse  ho- 
rizontalmeute  en  B  y  verticalmente  en  h\  Mas  para  que  estos  puntos 
sean  las  proyecciones  de  un  mismo  punto  del  espacio,  será  preciso 
(n?  10)  que  la  recta  B¿'  sea  perpendicular  a  la  línea  de  tierra ,  cuya 
condición  vemos  que  no  queda  satisfecha  en  el  caso  presente;  por 
consiguiente  las  rectas  propuestas  no  se  cortan.  En  este  caso,  vamos 
a  tirar  una  paralela  a  la  línea  (BC,  Ve)  por  un  punto  cualquiera  de  la 
otra  recta,  y  para  simplificarlo  mas,  elejiremos  el  punto  que  se  halla  pro- 
yectado en  B,B\  Esta  paralela  tendrá  también  por  proyección  horizon- 
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tal  a  la  recta  BC ,  dada  ya ,  y  por  proyección  vertical  a  la  línea  B'C 
paralela  a  la  ¿*c' ;  de  modo  que  él  problema  quedará  reducido  a  hallar 
el  ángulo  formado  por  las  dos  rectas  (AB.  A'B'j  y  (BC,  B'C)  que  mi- 
raremos como  los  datos  inmediatos  de  la  cuestión. 

Construyendo  las  trazas  horizontales  A  y  C  de  estas  rectas,  tendre- 
mos que  la  línea  AC  será  la  base  de  un  triángulo  que  tendrá  por  vérti- 
ce al  punto  (B3')  en  que  se  cortan  las  rectas  propuestas,  y  cuyo  ángu- 
lo en  el  vértice  será  el  mismo  que  buscamos.  Pero  como  la  a/^ura  de 
este  triángulo  es  evidentemente  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectán- 
gulo que  tiene  por  base  la  perpendicular  BH  bajada  a  la  AC,  y  por 
altuVala  vertical  que  proyecta  el  vértice  a  B,  cuya  verticales  iguala 
B'K;  sígnese,  que  si  tomamos  a  KH"=BH,  y  en  seguida  tiramos  la 
B'H",  esta  recta  será  la  altura  del  triángulo  primitivo.  Esto  supuesto, 
si  abatimos  este  triángulo  primitivo  sobre  el  plano  horizontal ,  hacién- 
dolo jirar  alrededor  de  su  base  AC,  veremos  que  el  vértice  no  saldrá 
nunca  fuera  del  plano  vertical  HB  perpendicular  a  esta  base;  luego  to- 
mando la  altura  B'H''  desde  H  hasta  B'%  tendremos  que  el  triángulo 
que  buscamos  estará  abatido  según  AB"C,  y  el  ángulo  de  esta  misma 
denominación,  será  el  que  forman  en  el  espaciólas  dos  rectas  (AB 
A'B')y(BC,  BC). 

44.  Cuando  una  de  estas  rectas  ,  la  segunda  por  ejemplo,  es  pa- 
ralela al  plano  horizontal,  no  existirá  el  triángulo  de  que  nos  hemos 
servido ;  pero  la  traza  horizontal  del  plano  de  las  dos  rectas  propues- 
tas ,  que  en  el  caso  jeneral  era  AC  ;  será  en  este  caso,  una  paralela  a 
BC  tirada  por  el  punto  A;  de  modo  que  abatiendo ,  según  lo  hemos  he- 
cho arriba ,  este  plano  alrededor  de  su  traza,  hallaremos  también  el  án- 
gulo pedido. 

No  hablaremos  del  caso  en  que  ambas  rectas  son  paralelas  al  plano 
horizontal ,  porque  en  este  caso  el  ángulo  que  dichas  rectas  forman  en 
el  espacio,  es  igual  al  comprendido  por  sus  proyecciones. 

45.  Finalmente,  si  en  el  caso  jeneral ,  se  nos  propusiese  dividir  en  fig.  18. 
dos  partes  iguales  el  ángulo  que  forman  dos  rectas  que  se  cortan  en  el 
espacio,  ejecutaríamos  esta  división  después  de  haber  abatido  este  án- 
gulo sobre  el  plano  horizontal ;  en  seguida  levantaríamos  el  ángulo  y  la 
recta  q'ie  le  divide ,  observando  que  el  punto  en  que  esta  última  línea 

va  a  cortar  a  la  traza  horizontal  del  plano  de  las  rectas  dadas,  perma- 
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nacerá  iumóvil  en  todo  este  movimiento  de  rotación.  Aconsejamos  al 
lector  el  ejercicio  en  las  diversas  operaciones  indicadas  en  los  numero» 
44  y  45. 
riG.  19.      46.     Hallar  el  ángulo  formado  por  una  recta  ( AB,  A'B'  )  con  un 
plano  PQR'- 

£1  ángulo  qne  una  recta  forma  con  un  plano,  seria  una  cantidad 
indeterminada,  si  no  hubiese  un  convenio  de  entender  por  esta  locución 
el  ángulo  que  la  recta  propuesta  forma  con  m  proyección  ortogonal 
sobre  el  plaiio ;  y  esta  elección  se  funda  en  que  este  ángulo  es  eviden- 
temente el  menor  de  todos  los  que  forma  la  recta  con  todas  las  demás 
líneas  que  pueden ,  pasando  por  su  pie  ,  trazarse  en  el  plano  de  que  tra- 
tamos. De  aquí  se  sigue  que,  si  desde  un  punto  cualquiera  de  esta  rec- 
ta bajamos  una  perpendicular  al  plano  propuesto ,  el  ángulo  compren- 
dido entre  esta  perpendicular  y  la  recta  primitiva  será  complemento  del 
que  queremos  hallar,  y  será  suficiente  para  deducir  de  él  este  último. 
Por  consiguiente,  tiremos  por  un  punto  (B,B')  tomado  arbitraria- 
mente sobre  la  recta  dada ,  una  perpendicular  (  BC ,  B'C )  al  plano 
PQR^  y  en  seguida  construyamos  el  ángulo  formado  por  las  dos  rectas 
(AB,  A'B')  y  (BC,  B'C).  Si  a  este  caso  apUcamos  el  método  del  nú- 
mero 43,  veremos  que  será  preciso  bajar  la  perpendicular  BH  a  la 
AC,  tomar  a  KH"=  BH ,  y  trasladar  la  hipotenusa  B'H"  desde  H  a 
B";  hecho  esto,  tendremos  que  AB"C  será  el  ángulo  de  las  dos  rec- 
tas. En  seguida ,  construiremos  su  complemento,  tirando,  por  ejemplo, 
la  B"D  perpendicular  a  la  CB";  y  por  último  AB"D  será  el  ángulo 
formado  por  la  recta  (AB,  A'B')  con  el  plano  PQR'. 

47.  Este  mismo  método  nos  puede  servir  para  hallar  los  ángulos, 
de  una  recta  con  sus  jy^oyecciones ,  porque  estos  son  los  mismos  án* 
gulos  que  dicha  recta  forma  con  el  plano  horizontal  y  vertical ;  solo  que 
las  construcciones  precedentes  padecen,  en  este  caso,  simplificaciones 
que  advertiremos  con  facilidad.  Prescindiendo  de  esto ,  llegaremos  a 
obtener  estos  mismos  resultados  de  un  modo  mas  pronto,  abatiendo  la 
recta  sobre  uno  de  los  planos  fijos,  según  lo  hemos  ejecutado  en  el  nú- 
mero 17,  en  el  cual,  el  ángulo  ABA"  es  la  inclinación  de  la  recta  (ARp 
A'B')  sobre  su  proyección  AB,  o  sobre  el  plano  horizontal. 

48.  Construir  la  posición  y  magnitud  de  la  línea  que  mide  la  me* 
ñor  distancia  entre  dos  rectas  colocadas  en  diferentes  planos. 
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Sabemos  que,  en  el  espacio,  pueden  muí  bien  dos  rectas  no  encon- 
trarse sin  ser  paralelas :  en  este  caso  tiene  lugar  la  cuestión  de  inda- 
gar entre  todas  las  líneas  que  unen  dos  puntos  cualesquiera  de  ellas, 
cual  es  la  mas  corta;  con  el  objeto  de  poder  elejir  mejor  la  serie  de 
operaciones  que  debemos  efectuar  para  resolver  este  problema,  vamos 
a  indicarlas  primeramente  en  una  figura  en  perspectiva,  en  la  cual  AB  fig.  20. 
y  CD  representen  las  dos  rectas  propuestas.  Si,  por  un  punto  cualquie- 
ra B  de  la  primera,  tiramos  una  recta  BE  paralela  a  CD ,  y  en  segui- 
da concebimos  el  plano  ABE,  este  mismo  plano  será  también  paralelo 
a  la  línea  CD;  y  así ,  si  bajamos  de  un  punto  cualquiera  de  esta  última 
recta  una  perpendicular  DF  al  plano  ABE,  no  podrá  ser  la  distancia 
que  buscamos  menor  que  DF.  Pero  para  hacer  ver  que  una  recta  igual 
a  DF  puede,  con  efecto,  unir  dos  puntos  de  las  líneas  propuestas ,  tire- 
mos por  el  pie.F  de  esta  perpendicular  una  paralela  FG  a  CD;  esta  lí- 
nea FG  encontrará  precisamente  a  la  AB  en  un  punto  tal  como  G, 
porque  de  no  ser  así  la  AB  seria  paralela  a  CD,  lo  que  es  contra  la 
hipótesis  admitida.  Ahora  bien ,  si  en  el  punto  G  levantamos  la  per- 
pendicular GH  al  plano  ABE,  dicha  perpendicular  estará  evidentemen- 
te contenida  en  el  plano  CDFG,  que  es  perpendicular  al  ABE,  y  por 
consiguiente  la  GH  encontrará  a  la  CD.  Esta  línea  GH ,  igual  y  para- 
lela a  DF,  medirá  la  distancia  mas  corta  que  hai  entre  las  rectas  AB 
y  CD,  vemos  también  que  dicha  línea  GH  será  perpendicular  a  un  mis- 
mo tiempo  a  ambas  y  por  serlo  al  plano  ABE  que  es  paralelo  a  estas 
rectas. 

Para  confirmar  a  posteriori  la  primera  de  estas  dos  consecuencias; 
basta  observar  que  uniendo  dos  puntos  cualesquiera  m  y  n  áe  las  líneas 
propuestas ,  la  recta  mn  saldrá  fuera  del  plano  CDFG,  siempre  que  el 
punto  n  sea  diferente  del  G;  en  cuyo  caso  mn  será  una  oblicua  respec- 
to al  plano  ABE ,  y  como  tal ,  será  mas  larga  que  la  perpendicular 
mp  que  es  igual  con  GH.  En  cuanto  al  caso  en  que  el  punto  n  coinci- 
diese con  el  G,  tendríamos  que  la  recta  mG  seria  oblicua  respecto  a  CD, 
y  por  consiguiente  mas  larga  que  la  perpendicular  GH  ,  que  según  ve- 
mos es  siempre  la  mas  corta  de  todas  las  líneas  que  pueden  unir  dos 
puntos  cualesquiera  de  las  rectas  propuestas. 

49.  Realicemos  ahora  las  construcciones  que  no  hemos  hecho  arri- 
ba sino  indicar,  y  nos  conrencerémos  (según  lo  anunciamos  ya  n?  3)  de 
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la  diferencia  esencial  que  hai  entre  los  procedimientos  de  lajeóme- 
tría  ordinaria  y  los  métodos  empleados  en  la  jeometría  descriptiva, 
para  obtener  resultado  campletaviente  determinados,  en  la  solución  de 
los  problemas  relativos  a  las  tres  dimensiones  del  espacio. 
piG,  21.  Sean  (AB,  A'B')  y  (CD,C'D')  las  dos  rectas  dadas ;  nos  cercioramos 
que  no  se  hallan  en  el  mismo  plano,  observando,  primeramente,  que  no 
son  paralelas,  y  en  seguida,  viendo  que  los  puntos  en  que  se  cortan  sus 
proyecciones  verticales  y  horizontales ,  no  están  situados  (n?  43)  sobre 
una  misma  perpendicular  a  la  línea  de  tierra.  Esto  supuesto,  elijamos 
el  punto  (B,B')  de  la  primera  recta,  para  tirar  por  él  una  paralela  (BE, 
B'E')  a  la  segunda,  y  construyamos  las  trazas  AEQ  y*QB'  del  plano 
que  contiene  a  las  líneas  (AB,  A'B')  y  (BE,  B'E');  en  seguida,  bajemos 
desde  un  punto  (D,  D')  de  la  segunda  recta,  una  perpendicular  (DF, 
D'F')  al  plano  AQB',  y  determinemos  (n?  30)  por  medio  del  plano  pro- 
yectante DRll'  el  punto  (F,  F')  en  que  esta  perpendicular  encuentra 
al  plano  AQB'.  Hecho  esto ,  sera  preciso  tirar  por  el  pie  (F,  F'),  y  pa- 
ralelamente a  (CD,  C'D' ),  una  recta  ( FG,  F'G' )  que  necesariamente 
deberá  cortar  (n?  47)  a  la  (AB,  A'B');  y  por  consiguiente  los  dos  pun- 
tos G  y  G'  deberán  hallarse  sobre  una  misma  perpendicular  a  la  línea 
de  tierra.  En  seguida  tiraremos  por  el  punto  (G,  G^)  y  paralelamente 
a  (DF,  D'F')  la  línea  (GH,  G'H');  y  como  esta  debe^asimismo  encontrar 
a  la  recta  (CD,  C'D'),  será  también  indispensable  que  H  y  H'  se  cor- 
respondan sobre  una  misma  perpendicular  a  la  línea  de  tierra.  Con- 
cluido todo  esto,  tendremos  que  GH  y  G'H'  serán  las  proyecciones  de 
la  menor  distancia  pedida ;  para  hallar,  en  seguida,  su  magnitud  abso- 
luta, tomaremos  ( n?  17 )  sobre  la  horizontal  tirada  por  el  punto  G',  una 
parte  KG"  =  GH,  y  en  seguida  tiraremos  la  recta  G"  H'  que  final- 
mente será  la  verdadera  lonjitud  de  la  distancia  en  cuestión. 

50.  Podríamos  también  resolver  el  mismo  problema,  hallando  la 
intersección  de  dos  planos  perpendiculares  al  AQB\  que  pasasen 
uno  por  la  recta  (AB,  A'B^»  y  el  otro  por  la  (CD,  C'D'j.  Sabemos 
que  estos  planes  se  determinarían  bajando  una  perpendicular  al  plano 
AQB'  por  un  punto  de  cada  una  de  las  rectas  propuestas ;  pero  de- 
járemos al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  estas  construcciones. 

51.  Si  las  dos  rectas  propuestas  fuesen  paralelas  entre  sí,  su  dis- 
tancia seria  la  misma  en  todos  sus  puntos,  y  para  obtenerla  ^  bastaría 
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hallar  la  menor  distancia  de  la  primera  recta  a  un  punto  de  la  segun^    . 
^ ;  a  la  traza  horizontal  de  esta ,  por  ejemplo ,  pero  este  es  un  proble* 
ma ,  cuya  solución  hemos  dado  en  los  números  36  y  37. 

Las  diversas  cuestiones  que  acabamos  de  recorrer ,  contienen 
los  elementos  necesarios  para  resolver  los  problemas  en  que  no  haya 
mas  combinaciones  que  las  de  rectas  con  planos ,  y  hallaremos  aplica- 
ciones niui  útiles  de  ellos,  en  el  capítulo  siguiente.  Aquí  solo  haremos 
observar  que  dadas  las  proyecciones  de  todos  los  cúspides  de  un  po- 
liedro,  sabremos  determinar  la  posición  y  lonjitud  de  cada  una  de  sus 
aristas ,  la  inclinación  de  cada  cara  sobre  el  plano  horizontal,  o  el  án- 
gulo que  forman  entre  sí  dos  caras;  también  podremos  construir  el 
abatimiento ,  y  en  sus  verdaderas  dimensiones ,  el  polígono  que  forma 
una  cualquiera  de  sus  caras ,  y  hallar  en  seguida  la  sección  que  pro- 
duciria  en  el  poliedro  un  plano  cuya  posición  conociésemos.  Y  recípro- 
camente, si  está  definida  la  situación  del  poliedro  por  medio  de  otras 
condiciones  suficientes  en  número,  pedremos  concluir  de  ellas  sus  dos 
proyecciones ;  pero ,  como  los  procedimientos  variarán  necesariamente 
con  la  elección  de  los  datos ,  no  citaremos  sino  un  solo  ejemplo  ,  que 
será  suficiente  para  indicar  Ja  marcha  que  debemos  seguir  en  otros 
casos. 

52.  Se  nos  pide  construir  la  proyección  horizontal  y  vertical  de  un  fic  22. 
paralelipípedo  rectángulo,  cuya  base  se  halla  sobre  un  plano  inclinado 
al  horizonte  la  cantidad  (o  y  que  tiene  por  traza  horizontal  a  PQ; 
una  de  las  aristas  de  la  base  del  cuerpo  está  proyectado  horizontal- 
mente  en  AB,  y  las  otras  dos  aristas  contiguas  a  esta,  tienen  las  Ion- 
jitudes  dadas  V  y  V\ 

Figurémonos  que,  por  el  cúspide  B,  pasa  un  plano  de  perfil  PRR'  per- 
pendicular a  la  traza  PQ;  dicho  plano  cortará  al  plano  dado  según  una 
recta  que  formará  con  PR  el  ángulo  ta ;  por  consiguiente,  si  abatimos 
este  perfil  moviéndolo  alrededor  de  RP,  y  construimos  el  ángulo  RPR" 
=  (tí ,  y  en  seguida  trasladamos  el  punto  R''  a  la  vertical  RR,^  tendremos 
que  la  recta  R'Q  será  (n?  39)  la  traza  vertical  del  plano  dado  sobre  el 
cual  reposa  la  base  del  paralelipípedo.  Ademas,  si  abatimos  este  último 
plano  haciéndolo  jiral  alrededor  de  PQ,  el  punto  B  que  está  proyec- 
tado sobre  el  perfil  en  B",  se  trasportará  evidentemente  a  ¿;  de  modo 
que  Ah  será  la  verdadera  lonjitud  de  la  arista  AB   abatida  sobre  el 
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plano  horizontal.  Bi  en  este  estado^  tiramos  la  recta  Ad  igual  ñ,  V  y 
perpendicular  a  Ahj  obtendremos  dos  de  los  lados  de  la  base  abatida; 
levantando  en  seguida  esta  cara,  estos  lados  estarán  proyectados  según 
AB  y  AD,  y  el  paralelógramo  ABCD  será  la  proyección  horizontal  de 
la  base  del  paralelipípedo.  Esto  supuesto,  la  arista  perpendicular  a  esta 
base  j  que  parte  desde  el  ángulo  B,  está  proyectada  horizontalmente 
(n?  33)  sobre  la  recta  indefinida  BP  perpendicular  a  PQ;  cuando  en  el 
plano  de  perfil,  está  representada  esta  arista  en  su  verdadera  magnitud 
por  la  línea  B"F"  igual  a  /"  y  tirada  a  ángulo  recto  sobre  PR";  por  con- 
siguiente, si  proyectamos  la  estremidad  F"  &  F,  BF  sera  la  proyección 
horizontal  de  la  arista  en  cuestión;  formando,  en  seguida,  el  paralelóga- 
mo  ABFE,  y  acabando  las  otras  caras  por  medio  de  diversas  parale- 
las, obtendremos  fiícilmente  la  proyección  completa  ABCDHEFG  de 
todo  el  cuerpo  sobre  el  plano  horizontal. 

En  cuanto  a  la  otra  proyección,  observaremos  que  los  lados  AD  y 
CD  se  hallan  en  el  plano  PQR',  y  que  así  (n?  25)  sus  proyecciones  ver- 
ticales son  A'K'  y  M'N'  que,  por  medio  de  su  encuentro ,  determinan 
el  punto  D',  proyección  vertical  del  ángulo  D  (*).  Si  ademas  proyecta- 
mos el  cúspide  C  a  C,  sobre  la  recta  M'N',  podremos  acabar  el  parale- 
lógramo A'D'C'B';  y  después  de  haber  tirado  por  los  cuatro  ángulos  de 
esta  base ,  perpendiculares  a  la  traza  QR',  será  suficiente  proyectar  so- 
bre estas  rectas  indefinidas  los  puntos  E,  F,  G,  H,  a  E',  F',  G',  H',  lo 
cual  deberá  ademas  producirnos  rectas  que  serán  paralelas  a  los  lados 
de  la  base  inferior  A'B'C'D'. 

Por  último,  solo  nos  resta  ya  discernir  cuáles  son  las  aristas  visibles  en 
cada  uno  de  los  planos  de  proyección ,  observando  las  reglas  estableci- 
das números  15  y  16,  y  recordando  que  siendo  e\ punto  de  vista  diferente 
en  el  plano  vertical ,  y  en  el  horizontal  (n?  16),  una  misma  aris- 
ta ,  tal  como  en  el  caso  presente  la  (AD,  A'D')  puede  ser  visible  sobre 
uno  de  los  planos  e  invisible  sobre  el  otro. 


(*)  También  se  podrían  hallar  los  puntos  D\C\yW  por  stts  pro- 
yecciones horizontales  y  sus  alturas  sobre  la  linea  de  tierra:  porque 
estus  altwas  nos  las  daria  el  perfil ,  en  el  cual  los  puntos  en  cuestión  están 
todos  proyectados  sobre  la  recta  PR\ 
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CAPITULO  IIL 
Resolución  del  ángulo  triedro. 

53.  En  todo  ángulo  triedro  SABG ,  el  cúspide  S  nos  presenta  tres  #ig.  íl3. 
ángulos  planos  y  tres  ángulos  diedros:  ios  primeros  son  los   ángu* 

los  rectilíneos  qne  forman  entre  sí  las  aristas  y  los  otros  son  las  incli- 
naciones mátnas  de  las  caras.  Dados  tres ,  cualesquiera^  de  estos  seis 
ángulos  ,  se  tratan  de  hallar  los  otros  tres,  cuya  cuestión  nos  presenta 
seis  problemas  distintos ;  porque  representando  por  A,  B  y  C  los  án- 
gulos diedros  que  tienen  por  aristas  respectivas  a  SA,  SB  y  SG,  y 
por  a  9  6  y  y  los  ángulos  planos  o  caras  j  que  están  opuestas  a  estos 
ángulos  diedros ,  se  nos  pueden  dar 

1?  Las  tres  caras  o  ángulos  planos ce>  69  y 

2?  Dos  caras  y  el  ángulo  comprendido «  .  •  .  a,  g,  C 

3?  Dos  caras  y  el  ángulo  diedro  opuesto  a  una  de  ellas  a,  6,  B 
4?  Dos  ángulos  diedros  y  una  de  las  caras  opuestas.  .  A,  B,  g 

5?  Dos  ángulos  diedros  y  la  cara  comprendida A,  B,  y 

6?  Los  tres  ángulos  diedros A,  B,  C 

Estas  son,  evidentemente,  las  únicas  combinaciones  verdaderamente 

« 

distintas ;  y  aun  las  tres  últimas  pueden  reducirse  a  las  otras  tres  por 
medio  de  un  ángulo  triedro  suplementario. 

54.  Desde  un  punto  cualquiera  S'  tomado  en  el  interior  del  ángulo 
triedro  8,  bájese  una  perpendicular  a  cada  una  de  sus  caras;  y  para 
fijar  mas  las  ideas,  miremos  al  plano  BSC  como  horizontal,  y  a  la  arista 
SA  como  situada  encima  de  este  plano.  De  este  modo  formaremos  otro 
ángulo  triedro  S',  que  tendrá  por  aristas  a  la  vertical  8'A*,  a  una  con  las 
otras  dos  rectas  8'B'  y  8'C'  perpendiculares  respectivamente  a  las  ca- 
ras A8C,  y  ASB;a  este  nuevo  ángulo  triedro  se  da  el  nombre  suplemen- 
tario del  primitivo,  porque  los  ángulos  de  las  caras  y  los  ángulos  diedros 
del  uno,  son  suplementos  de  los  ángulos  diedros,  y  ángulos  planos  del 
otro.  Pero  antes  de  demostrar  estas  relaciones  recíprocas,  observaremos 
que  no  es  indiferente,  para  formar  el  nuevo  ángulo  triedro,  el  que  las 

5 
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perpendiculares  se  bajen  de  este  o  el  otro  pnnto  del  espacio;  porque 
tres  rectas  o  tres  planos  que  se  cortan  on  un  mismo  punto  S^  y  están  pro- 
longadas por  una  y  otra  parte  de  este  punto  j  determinan  siempre  ocho 
ángulos  triedros  diferentes,  entre  los  cuales  no  hai  sino  dos  (simétricos 
uno  de  otro  y  opuestos  por  el  cúspide)  que  son  verdaderamente  su- 
plementarios del  ángulo  dado  SABC.  Y  así,  para  no  cometer  error  en 
el  modo  de  prolongar  las  perpendiculares ,  hemos  recomendado  el  ba- 
jarlast  desde  un  punto  tomado  en  el  interior  del  ángulo  triedro,  a  las 
caras  de  este ;  en  seguida  podremos  trasportar  al  lugar  del  espacio  que 
queramos  al   ángulo  S'  formado  de  este  modo. 

55.  Esto  supuesto ,  y  representando  por  A^  B\  y  Q\  loé  ángulos 
diedros  comprendidos  entre  las  caras  que  se  cortan  según  S^A',  S'B', 
y  S*C\  y  por  ol\  6^  y*  1^  caras  opuestas  a  estas  aristas ,  veremos  que 
el  plano  A'S*B',  que  es  perpendicular  a  las  dos  caras  BSC  y  ASC,  las 
corta  según  dos  rectas  A*E  y  B'E  que  ambas  son  también  perpendicu- 
lares a  la  se,  y  que  en  virtud  de  esto  el  ángulo  A'EB'  será  la  medida 
del  ángulo  diedro  C.  Y  como  el  cuadrilátero  plano  S'A'EB'  tiene  dos 
de  sus  ángulos  que  evidentemente  son  rectos ,  y  son  los  A'  y  B',  sigúe- 
se que  los  otros  dos  serán  suplementarios ,  y  tendremos  que 

A'S'B'  -I-  A'EB^  =  180O,  o  bien y'  -i-  C  =  180^, 

del  mismo  modo  probaríamos  que g'  >i>  B  s=  180^, 

a'-:-A=180^ 

considerando  a  los  cuadriláteros  S*A'DC'  y  S'CTB'  como  que  están 
formados  por  las  secciones  de  las  caras  A'S*C'  y  B*S*G'  en  el  ángulo 
triedro  S.  Luego  las  caras  del  ángulo  triedro  &\  son,  según  vemos, 
suplementos  de  los  ángulos  diedros  de  8. 

56.  Consideremos,  ahora ,  los  ángulos  diedros  de  S';  las  dos  caras 
B'S'A'  y  C'S'A'  cortan  al  plano  BSC,  al  cual  es  cada  uno  de  ellos 
perpendicular,  según  las  rectas  A'E  y  A'D  :  luego  el  ángulo  rectilíneo 
DA'E  es  la  medida  del  ángulo  diedro  A'.  Pero  en  el  cuadrilátero  SDA*E 
los  ángulos  D  y  E  son  evidentemente  rectos,  por  ser  la  cara  A'SB' 
perpendicular  a  SC,  y  la  A'S*C'  a  la  SB;  por  consiguiente  los  otros  dos 
ángulos  de  este  cuadrilátero  son  suplementarios ,  y  tendremos  que 
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DA'E  H- DSE  =  180«,  O  bien A' n- a  =  180^, 

del  mismo  modo  probaríamos  que B'  -i-  6  =  180°, 

C  -h  y  =  180°, 

sirviéndonos  para  estas  últimas  ecuaciones,  de  los  cuadriláteros  SEB'F 
y  SDC'F.  Luego  las  úngulas  diedras  de  S'  son  los  suplementos  de  las 
caras  de  &^y  podremos  decir  que  este  último  ángulo  triedro  es  tam- 
bién suplementaria  del  angula  S'. 

57.  Observemos  ahora,  que  si  desde  el  punto  S  como  centro  y  con 
un  radio  arbitrario  tal  como  el  SA,  describimos  una  esfera ,  esta  que. 
dará  cortada  por  las  caras  del  ángulo  triedro  en  S,  según  los  tres  arcos 
de  círculo  máximo  AB,BC,  y  C  A,  que  entre  los  tres  formarán  un  trian* 
gula  esférico,  cuyos  lados  medirán  a  los  ángulos  planos  ce,  6»  y  7^  y  sus 
ángulos  no  serán  otra  cosa  que  las  inclinaciones  A,  B  y  C  de  las  caras 
del  ángulo  triedro.  Por  consiguiente,  la  construcción  de  este  último,  por 
el  conocimiento  de  tres  de  sus  elementos,  viene  a  ser  la  solución  grá- 
fica de  los  problemas  de  que  trata,  por  medio  del  cálculo  la  trigonome- 
tría esférica.  Ademas ,  si  trasportamos  al  centro  S,  el  ángulo  tríedro  S', 
sus  caras  cortarán  a  la  misma  esfera  según  otro  tríángalo  que  será  el 
suplementario  o  polar  de  ABC,  que  también  se  emplea  en  la  trígono- 
metría  esféríca  (*). 


C^J  En  todo  rigor ^  para  obtener  el  triángulo  polar  de  ABC  en  la 
misma  situación,  en  que  ordinariamente  se  emplea  en  la  trigonometría, 
seria  preciso  adaptar  el  ángulo  triedro  simétrico  del  ^AB*  (7*,  el  cual  se 
obtiene  prolongando  las  tres  aristas  de  la  otra  parte  del  punta  S^;  es  decir, 
que  hubiera  sido  preciso,  desde  un  principio,  levantar  en  el  cúspide  S  tres 
perpendiculares  a  las  caras  de  este  ángulo  triedro,  una  a  la  cara  BSC,  y 
situada  del  mismo  lado  de  esta  cara  que  la  arista  SA:  otra  sobre  CSA  y 
al  mismo  lado  que  la  arista  SB;  finalmente  la  tercera  sobre  ASB  y  al 
mismo  lado  que  SC*  El  ángulo  triedro  construida  de  este  modo,  kabria 
cortado  precisamente  a  la  esfera  según  el  triángulo  polar  de  ABC;  pero 
la  figura  hubiera  sido  paco  intelijMe  sin  el  auxilio  de  las  triángulos  es- 
f  ericas:  y  esta  es  la  razan  por  qué  hemos  preferida  la  canstrucion  del 
n.^  54;  can  tanta  mas  razan,  cuanta  que  aquí ,  en  que  no  se  trata  sina 
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58.  Volvamos  ahora  a  los  seis  problemas  que  hemos  enunciado  nú* 
mero  53,  y  observemos  que  siempre  que  se  nos  den  los  tres  ángulos 
diedros  A ,  B  y  C,  podremos  inmediatamente  hallar  sus  suplementos^ 
que  son  (n9  55)  los  ángulos  planos  a\  g%  y  y'  de  otro  ángulo  triedro 
S* :  pero  si  por  el  primer  caso  del  número  53  sabemos  deducir  de  estos 
nuevos  datos  los  ángulos  diedros  A^  B'  y  C  no  habrá  mas  que  hacer 
que  tomar  los  suplementos  de  estos  para  obtener  ( n9  56)  los  ángulos 
planos  CLf  SfY  y  del  ángulo  triedro  primitivo  S.  En  todo  esto  vemos  que 
el  cuarto  caso  se  refiere  al  primero ;  así  como  el  quinto  se  teduce  al 
segundo,  y  el  seslo  al  tercero.  Por  consiguiente,  vamos  ahora  a  ocu- 
parnos solamente  de  la  resolución  de  los  tres  primeros  problemas. 
FiG.  24.  59.  Primer  caso.  Dados  los  tres  ángulos  planos  cíj  &,y  y  de  un 
ángulo  triedrOj  hallar  los  tres  ángulos  diedros  A,  B,  y  C. 

Sean  A"SB,  BSC  y  CSA',  los  tres  ángulos  dados  ^  que  supondre- 
mos abatidos  en  el  plano  mismo  de  la  cara  BSG^  al  cual  considerare- 
mos como  si  fuese  el  plano  horizontal  del  depurado ;  es  evidente  que 
para  volver  a  formar  el  ángulo  triedro ,  bastará  que  hagamos  jirar  las 
dos  caras  laterales  A"SB  y  A'SC  al  rededor  de  las  rectas  SB  y  SO 
como  si  estas  fuesen  unas  chamelas ,  hasta  tanto  que  las  dos  líneas 
SA"  y  SA'  lleguen  a  coincidir  una  con  otra ,  y  su  posición  común  en 
el  espacio  será  la  de  la  tercera  arista,  cuya  proyección,  desconocida  aun^ 
la  espresarémos  por  SA.  Para  determinarla  ,  tomemos  sobre  las  rectas 
abatidas  jSfA'  y  SA"  dos  distancias  cualesquiera,  pero  iguales,  SD'= 
SD''.  Hecho  esto,  es  evidente  que  los  puntos  D'  y  D  "  deberán  reunir- 
se cuando  formemos  el  ángulo  triedro  ;  y  como  al  jirar  al  rededor  de 
las  rectas  SC  y  SB  ,  dichos  pontos  no  saldrán  fuera  de  los  planos  ver- 
ticales D'FD  y  D^ED  que  son  perpendiculares  a  estas  chamelas ,  sí- 
gnese de  aquí  que  los  puntos  abatidos  en  D'  y  D"  irán  a  coincidir  con 
el  punto  del  espacio  que  tiene  por  proyección  horizontal  a  D,  y  por 
consiguiente  la  tercer  arista  del  ángulo  triedro  tendrá  por  proyección 
a  SDA. 


de  los  ángulos  triedriosj  los  que  son  simétricos  unos  de  otros  se  componen 
de.  los  mismos  elementos^  solo  que  el  orden  en  que  están  dispuestos  es  di- 
ferente,  y  que  las  relaciones  suplementarias  son  asimismo  ciertas* 
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Por  Otra  parte ,  el  plano  vertical  FD  perpendicular  a  ÜC,  deberá 
cortara  las  dos  caras  que  pasan  por  esta  arista,  segnn  las  rectas 
FD  y  FD'  que  después  de  levantadas »  comprenderán  entre  sí  un  án- 
gulo igual  a  la  inclinación  de  estas  caras  9  y  formarán  con  la  vertid 
cal  D  un  triángulo  rectángulo ;  por  consiguiente ,  si  abatimos  este 
triángulo  haciéndolo  jirar  alrededor  de  FD,  y  levantamos  sobre  esta 
base  una  perpendicular  indefinida  DG'  que  terminaremos  por  me- 
dio de  un  radio  FG'  =  FD',  hallaremos  por  este  medio  el  ángulo 
rectilíneo  G'FD  que  será  la  medida  del  ángulo  diedro  C  que  tratába- 
mos de  hallar. 

Asimismo ,  el  plano  vertical  £D  cortará  a  las  dos  caras  que  pa- 
san por  SB,  según  las  rectas  £D  y  ED^'  que  después  de  levantadas, 
comprenderán  entre  sí  la  medida  del  ángulo  diedro  B ;  y  como  estas 
mismas  rectas  forman  también  con  la  vertical  D  un  triángulo  rectángu- 
lo del  cual  componen  la  base  y  la  hipotenusa ,  podremos  construir  cou 
facilidad  el  abatimiento  G"ED  de  este  triángulo,  y  la  medida  del 
ángulo  en  B  será  el  DEG".  Observaremos  también  que  las  dos  verti- 
cales DG'  y  DG"  deberán  hallarse  iguales ,  porque  una  y  otra  expresan 
la  altura  de  un  solo  punto  de  la  arista  SA,  que  es  el  mismo  que  está 
proyectado  en  D.' 

Para  hallar  el  tercer  ángulo  diedro  A,  tiraremos  un  plano  secante 
perpendicular  a  SA  por  el  punto  de  esta  arista  que  está  proyectado 
en  D,  y  abatido  por  un  lado  en  D'  y  por  el  otro  en  D^'.  Este  plano 
cortará  a  las  caras  laterales  según  las  rectas  D'N  y  D''M,  perpendicu* 
lares  respectivamente  a  SA'  y  SA";  y  por  una  consecuencia  necesaria , 
su  intersección  con  la  cara  BSC  será  la  recta  MN,  que  evidentemente 
deberá  ser  perpendicular  a  la  proyección  horizontal  SA  de  la  tercer 
arista.  Si  ahora  construimos  con  las  tres  líneas  D"M,  MN,  y  ND'  el 
triángulo  PMN,  el  ángulo  P  del  vértice  será  precisamente  la  medida 
del  ángulo  diedro  que  tiene  por  arista  a  SA. 

Observemos  ademas  que  este  triángulo,  antes  de  haberlo  aba- 
tido alrededor  de  MN  tenia  su  vértice  P  situado  en  el  punto  de  la  aris- 
ta SA  que  está  proyectado  en  D.  Y  como  esta  charnela  MN  es  per- 
pendicular, según  (opacábamos  de  decir,  al  plano  vertical  SA ,  sigúese 
que  el  punto  P  no  habrá  podido  salir  fuera  de  este  plano ,  y  por  consi- 
guiente será  preciso  que'^el  abatimiento  de  este  punto  venga  a  caer 


38  LfBEO   I.      DE   LAS    RECTAS   T   DK    LOS   PLAN09. 

sobre  la  prolongación  de  la  recta  SDA  qjie  es  una  verificación  que  de* 
bemos  observar. 

60.  Las  construcciones  precedentes  son  también  aplicables  al  caso 
«n  que  los  tres  ángulos  a ,  6,  y  y,  o  algunos  de  ellos  son  obtusos: 
solo  que  es  siempre  preciso,  para  la  posibilidad  del  problema ,  1?  que 
los  tres  ángulos  cr  9  6  y  y  compongan  una  suma  menor  que  cua- 
tro rectos ;  2?  que  ademas  el  mayor  de  estos  ángulos  sea  menor  que 
la  suma  de  los  otros  dos.  Con  efecto ,  si  los  datos  de  la  cuestión  no 
cumpliesen  con  estas  condiciones  ,  veríamos  con  facilidad  que  las  oper 
raciones  gráficas  daban  en  la  construcción  de  los  triángulos  FDG'  y 
EDF",  hipotenusas  que  serían  mas  cortas  qu5)  las  bases  :  mientras  que 
estos  triángulos  podrán  construirse ,  siempre  que  las  dos  condiciones 
enunciadas  arriba,  queden  satisfechas ,  y  por  consiguiente  podremos 
componer  el  ángulo  tríedro  con  los  datos  del  problema. 

61.  Reducir  un  ángulo  al  horizonte.  Este  problema ,  cuya  utilidad 
se  manifiesta  en  el  levantamiento  de  planos  topográficos,  tiene  por  ob- 
jeto el  hallar  la  proyección  horízontal  de  un  ángulo  a  conocido  en  mag- 
nitud, y  cuyos  lados  forman  con  la  vertical  bajada  desde  el  vértice,  los 
ángulos  dados  6  y  */•  Pero  si  nos  figuramos  un  ángulo  tríedro ,  cuyas 
tres  aristas  sean ,  esta  vertical  y  los  dos  lados  del  ángulo  propuesto  a, 
en  tal  caso ,  conoceremos  los  tres  ángulos  planos  a ,  g ,  y  y  de  este 
ángulo  triedro ,  y  la  proyección  pedida  será  manifiestamente  el  ángulo 
rectilíneo  que  mide  al  ángulo  diedro  A  comprendido  entre  las  dos  ca- 
ras verticales ;  por  consiguiente  este  problema  está  incluso  en  el  del 
iiúmero  59,  y  podrá  resolverse  del  mismo  modo,  si  la  suposición  de 
ser  en  este  caso  una  de  las  aristas  vertical,  no  nos  proporcionase  dar  a 
la  figura  una  disposición  mas  cómoda. 

FIO.  25.  Formemos,  en  un  plano  cualquiera,  los  ángulos  ASB  =  y  y  ASC  =  § 
con  la  vertical  AS :  dejando  invariable  la  magnitud  del  segundo 
ángulo,  hagámosle  jirar  alrededor  de  8A ,  hasta  tanto  que  el  lado 
móvil  se  forme,  en  el  espacio,  un  ángulo  a  con  el  lado  fijo  SB; 
de  este  modo  obtendremos  el  ángulo  dado,  en  la  misma  situación 
exactamente  que  la  que  le  señala  el  problema ,  y  en  seguida  nos  será 
fácil  deducir  de  aquí  la  proyección  horizontal.  Pero,  en  este  movimiento 
de  revolución  alrededor  de  SA ,  el  pie  C  del  lado  móvil  describirá  un 
arco  de  círculo  CC,  cuyo  centro  se  hallará  eíl  A;  y  se  detendrá  en  su 
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movimiento  en  nn  punto  C  de  este  arco ,  colocado  de  tal  modo  que 
su  distancia  al  punto  fijo  B  será  evidentemente  la  base  de  un  trián- 
gulo que  tendrá  por  lados  rectas  iguales  a  SB  y  SC,  y  el  ángulo  com- 
prendido entre  ellas  será  igual  a  a.  Por  consiguiente»  si  construimos 
sobre  el  plano  vertical,  un  ángulo  BSC"==  a,  y  tomamos  a  SC"  =  SC, 
la  recta  BC"  será  la  distancia  de  que  hablamos ;  trasladándola  en  se- 
guida de  B  a  C  por  medio  de  un  arco  de  círculo ,  conoceremos  la  po- 
sición C  en  que  debe  pararse  el  pie  del  lado  móvil  SC,  y  por  con- 
siguiente esta  recta  estará  proyectada  horizontal  mente  según  AC. 
Por  otra  parte ,  como  el  lado  fijo  BB  está  proyectado  sobre  AB,  con- 
cluimos de  aquí  que  el  ángulo  a,  situado  en  el  espacio,  tiene  por 
proyección  horizontal  a  BAC;  y  así  este  ángulo,  que  puede  ser 
mayor  o  menor  que  a ,  es  el  que  debemos  emplear  en  una  carta  to- 
pográfica ,  en  la  cual  deben  representarse  todos  los  objetos  por  sus  pro- 
yecciones- 

62.     Segundo  caso.    Dados  dos  ángulos  planos  ol  y  %  de  un  ángulo 
triedro ,  y  él  ángulo  diedro  comprendido  C,  hallar  las  otras  partes. 

Sean  BSC  =  a  y  CSA'  =  g  los  dos  ángulos  planos  abatidos  sobre  fig.  *^G. 
el  plano  horizontal ;  haciendo  ahora  jirar  el  segundo  ángulo  plano  al- 
rededor de  SC,  hasta  que  forme  con  la  cara  BSC  ,  el  ángulo  diedro  C, 
obtendremos  las  dos  caras  de  ángulo  triedro  en  su  verdadera  situa- 
ción. Pero,  en  todo  este  movimiento  de  rotación ,  un  punto  cualquiera 
D'  tomado  a  discreción  sobre  la  arista  móvil ,  no  saldrá  fuera  del  pla- 
no vertical  DTM  que  es  perpendicular  a  la  chamela  :  luego  si,  cons- 
truimos, en  este  plano  abatido  alrededor  de  FM  el  ángulo  MFK  =  C, 
y  tomamos  la  distancia  FG'  =  ¥J)\  es  evidente  que  el  punto  D'  vendrá 
a  colocarse  en  G^  y  por  consiguiente  ,  que  dicho  punto  se  hallará  pro- 
yectado horizontalmente  en  D,  cuando  la  cara  móvil  ASC  haya  toma- 
do la  inclinación  que  requiere  la  cuestión.  Ahora  bien,  el  punto  del 
espacio ,  que  tiene  por  proyecciones  a  D  y  G'  pertenece  a  la  tercer 
cara  desconocida ,  y  si  la  suponemos  abatida  alrededor  de  SB,  el  punto 
(D ,  G' )  no  saldrá  del  plano  vertical  DED"  que  es  perpendicular  a 
esta  charnela :  y  como,  ademas,  debe  también  permanecer  este  punto  a 
una  distancia  del  vértice  igual  a  SD',  sígnese  que  si  con  esta  distancia 
describimos  un  arco  de  círculo ,  este  arco  cortará  a  la  recta  indefinida 
DE  en  el  punto  D*'  que  nos  determinará  el  ángulo  D^'SB  que  será  el 
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ángulo  plano  de  la  tercera  cara  desconocida.  Y  como  hornos  hallado  ya 
los  tres  ángulos  planos  del  ángulo  triedro ;  el  prdi>lema  n.®  59  hoft  en- 
señará el  modo  de  construir  los  demás  ángulos  diedros. 

Podíamos  también  emplear  en  la  construcción,  la  distancia  MG',  que 
es  evidentemente  igual  a  M D'\  para  describir  un  arco  de  círculo ,  cujo 
encuentro  con  el  primero  nos  habría  determinado  el  punto  D**. 

63.  Tercer  caso.  Dados  dos  ángulos  a  y  &  de  un  ángulo 
triedro  y  el  ángulo  diedro  B  opuesto  a  uno  de  ellos  j  hallar  las  otras 
partes. 
FiG.  27.  Sean  BSC  =  ay  CSA'  =  g  los  dos  ángulos  planos  dados  abatidos 
sobre  el  plano  horizontal.  Si  en  un  plano  vertical  EF  perpendicular  a 
la  arísta  SB,  construimos  el  ángulo  REF  s=:  B,  7  en  seguida  nos  fi- 
guramos un  plano  indefinido  que  pase  por  SE  y  ER  y  este  plano  indi- 
cará la  posición  de  la  cara  incógnita :  de  modo  que  para  componer  ei 
ángulo  triedro ,  no  habrá  mas  que  hacer  jirar  la  cara  A'SC  alrededor 
de  CS,  hasta  que  la  arista  SA'  llegue  a  colocarse  en  el  plano  SER. 
Durante  este  movimiento  de  rotación,  el  punto  D^  de  la  arista  móvil  no 
saldrá  del  plano  vertical  DTM,  tirado  por  el  punto  F  perpendicular- 
mente  a  la  charnela  CS ;  y  por  consiguiente  este  punto  D'  se  detendrá 
sobre  la  intersección  del  plano  vertical  FM  con  el  plano  indefinido  SER: 
pero  esta  intersección  es  una  recta  que  parte  del  punto  M  j  vienen  a 
encontrar  a  la  vertical  F  en  el  mismo  punto,  evidentenfiente  que,  la  rec- 
ta ER  levantada:  luego,  si  para  hallar  esta  altura ,  tiramos  la  línea  FR 
perpendicular  a  FE,  y  trasladamos  en  seguida  FR  de  modo  que  forme 
ángulo  recto  con  FM  desde  F  hasta  R',  tendremos  que  la  línea  MR'. 
será  la  intersección  de  que  hemos  hablado,  y  sobre  esta  línea  deberá 
detenerse  el  punto  D'  de  la  arísta  móvil  SA\  Y  así  es,  que  describiendo 
con  el  radio  FD'  un  arco  de  círculo  que  corte  a  MR'  en  G,  hallaremos 
la  posición  G  de  un  punto  de  la  tercera  arísta  SA  en  el  plano  vertical 
FM,  nos  seria  fácil  deducir  la  proyección  horizontal  D  de  esta  arísta. 

Observemos  ahora  que  este  punto  G,  situado  en  el  plano  vertical 
MF,  pertenece  a  la  cara  incógnita,  y  que  cuando  se  abate  esta  alre- 
dedor de  la  arista  SB,  no  varía  de  distancia  respecto  a  los  puntos  M 
y  S  situados  sobre  la  charnela.  Y  como  evidentemente  estas  distancias 
son  MG  y  SD';  sígnese  que  si  con  estas  rectas,  por  radios,  describimos 
dos  arcos  de  círculo  ,  su  encuentro  D"  determinará  el  abatimiento  del 
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punto  G  {*)f  y  por  consiguiente  la  cara  incógnita  será  D"SB.  Después 
de  hallada  esta  cara»  recaeremos  en  el  caso  n.^  59»  y  sabremos  ya 
construir  las  otros  partes  del  ángulo  triedro. 

64.  Notemos,  ademas,  que  el  arco  de  círculo  descrito  con  el  radio 
FD\  cortará,,  en  jeneral,  a  la  recta  MR'  en  dos  puntos  G  y  ^;  de  modo 
que  al  jirar  la  cara  A'SC  alrededor  de  CS,  podrá  tomar  dos  posicio- 
nes, en  las  que  se  hallará  la  arista  SA'  situada  en  el  plano  indefinido 
SER  o  en  el  SMR';  respecto  a  una  de  estas  posiciones  ,  el  punto  D' 
se  detendrá  en  G,  y  para  la  otra  vendrá  a  parar  a  g.  Por  consiguiente, 
si  abatimos  este  ultimo  punto  como  hemos  hecho  con  el  primero ,  alre- 
dedor de  8B,  dicho  punto  se  trasladará  a  ¿T',  y  en  este  caso  ¿T'SB 
será  el  ángulo  plano  de  la  tercer  cara  incógnita.-  Habrá  pues  dos  án- 
gulos tiedros  que  se  podrán  componer  con  los  datos  a ,  6  y  B,  cuyo 
resultado  es  enteramente  análogo  al  que  se  presenta  en  la  construcción 
de  un  triángulo  rectilíneo  en  que  se  conocen  dos  lados ,  y  el  ángulo 
opuesto  a  uno  de  ellos. 

No  hai  necesidad  de  añadir  que  si  el  arco  descrito  con  el  radio  FD' 
no  hace  sino  tocar  a  la  recta  MR',  no  habrá  mas  de  una  solución;  y 
que  el  problema  será  imposible  de  resolver,  cuando  este  arco  no  en- 
cuentre en  ningún  punto  a  la  recta  MR'.  « 

65.  Sin  embargo,  importa  observar,  que  no  debe  admitirse  la  según-  fig  27. 
da  solución ,  cuando  el  punto  g  caiga  sobre  MR'  y  debajo  do  MF,  es 
decir^  debajo  del  plano  horizontal  (suponemos  en  esto  que  se  ha  tenido 
cuidado  de  construir  el  áugulo  dado  B,  ya  sea  agudo  o  ya  obtuso,  encima 

del  plano  de  proyección).  Con  efecto,  el  ángulo  triedro  que  en  este  caso 
se  hallaría ,  estaría  evidentemente  compuesto  de  los  ángulos  planos  a  y 
6,  y  de  un  ángulo  diedro  suplemento  de  B:  pero,  como  se  nos  dá  aquí 
este  últinu)  gráficamente,  y  no  por  el  valor  de  su  seno ,  no  puede  haber 
en  tal  caso  ambigüedad  sobre  su  magnitud ,  y  por  consiguiente  no  nos 
es  permitido  la  adopción  indiferente  de  B  o  180^  —  B. 

Por  la  misma  razón,  seria  preciso  desechar  las  dos  soluciones,  y  de- 


V 


(*)  También  padriamas  hallar  el  abatimiento  />"  combinando  uno 
de  estúi  dos  arcos  con  la  recta  Djy^  tirada  por  la  proyección  horizontal 
D  del  punto  G,  perpendicularmente  a  la  chamela  8B. 
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clarar  el  problema  imposible  y  con  las  cantidades  dadas ,  cuando  los 
dos  pontos  G  y  ^  cayesen  ambos  debajo  de  ia  horizontal  MF^  lorciial 
no  podrá  suceder  sino  cuando  el  ángulo  diedro  B  sea  obtuso. 

OBSERVACIÓN.  Aun  cuando  los  tres  últimos  problemas  del  nu- 
mero 53  puedan  convertirse  en  los  tres  primeros  por  medio  de  on  án- 
gulo triedro  suplementario ,  según  lo  hemos  hecho  ver  en  el  n.^  58  ,  e» 
interesante  y  útil  algunas  veces  hallar  una  solución  directa.  En  virtud 
de  esto  vamos  a  csponerla ;  prevenimos^  sin  embargo,  a  los  lectores  que 
principian  a  estudiar  la  Jeometria  descritiva ,  que  esta  solución  y  sapo^ 
ne  el  conocimiento  de  los  planos  tanjentes  a  las  superficies  curbas  ;  y 
así  es  que  harán  mui  bien  en  diferir  la  lectura  de  lo  que  sigue,  basta 
que  hayan  estudiado  lo  menos  los  capítulos  II  y  III  del  libro  segundo. 
LAM.  8.  ^^*  Cuarto  caso.  Dadm  dos  ángulos  diedros  A  y  B  de  un  ángu- 
FKí.  1.  fp  triedro  y  una  de  las  caras  opuestas  g ,  hallar  las  otras  partes* 

Adoptemos  por  plano  horizontal  el  de  la  cara  incógnita  y,  y  tracemos 
sobre  él  el  abatimiento  ASO"  de  la  cara  dada  g  ;  tiremos  en  seguida 
perpendicularmente  a  la  arista  SA  y  el  plano  .vertical  D'^EF,  y  tracemos 
sobre  este  el  ángulo  D^ED  igual  al  ángulo  diedro  A  que  se  nos  da  «n 
la  cuestión.  Hecho  esto ,  si  hacemos  jírar  la  cara  ASC"  alrededor  de 
AS,  hasta  que  llegue  a  acomodarse  sobre  el  plano  SED'  tendremos 
que  el  punto  D"  se  trasportará  a  D',  cuyo  punto  se  proyecta  horizontal- 
mente  en  D;  y  para  acabar  de  componer  el  ángulo  tiedro  y  no  tendre- 
mos mas  que  hacer  pasar  por  la  arista  ( SD,  ED' )  un  plano  que  forme 
con  el  plano  horizontal  un  ángulo  igual  al  ángulo  diedro  B.  Para  con- 
seguir esto ,  tiremos  eti  el  plano  vertical  EF  la  recta  D'F,  de  modo  que 
forme  el  ángulo  D'FD  =  B ;  y  en  seguida ,  y  después  de  haber  he- 
cho jirar  esta  recta  alrededor  de  la  vertical  D'D  para  enjendrar  por  este 
medio  un  cono  de  revolución ,  cuya  base  será  el  círculo  DF ,  tiremos 
un  plano  tanjente  a  este  cono  de  modo  que  pase  por  la  arista  (SD,  ED'). 
Este  plano  tendrá  por  traza  a  la  recta  S6B  tirada  desde  el  punto  S 
tanjencialmente  ai  círculo ,  cuyo  radio  es  DF ,  y  esta  será  la  tercera 
arista  del  ángulo  triedro  de  que  tratamos  y  determinará  la  cara  ABB 
=  y.  En  cuanto  a  la  tercer  cara  a ,  que  en  el  caso  presente  está  abati- 
da según  BSC",  veremos  fácilmente  que  se  construye  tomando  sobre 
la  perpendicular  DG  una  lonjitud  GD'"  igual  a  la  jeneratriz  D'F  del 
cono  a  que  es  tanjente  esta  cara. 
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♦  "67.     Quinto  caso.     Dados  dos  ángulos  diedros  Ay  H  de  un  ángulo LAM. 8. 

FIG.    /%• 

triedro ,  y  la  cara  comprendida  y  ,  hallar  las  otras  partes. 

Después  de  haber  trazado  sobre  el  plano  horizontal  un  kngulo  ABB 
=  y  para  representar  la  cara  conocida ,  tiremos  un  plano  vertical  EF 
perpendicular  a  la  arista  8A,  y  tracemos  en  él  el  ángulo  F'EF  igual  al 
ángulo  diedro  A;  del  misnio  modo  construyamos  en  un  plano  perpendi- 
cular a  la  arista  SB,  el  ángulo  G'KG  ==  B.  Hecho  esto,  tendremos  que 
los  planos  SEF'  y  8KG'  serán  los  que  forman  las  caras  desconocidas: 
y  para  hallar  otro  segundo  punto  D  de  la  proyección  SDC  de  su  inter- 
sección, será  suficiente  que  los  cortemos  con  un  misnio  plano  horizontal 
cualquiera.  Para  esto,  tomaremos  las  alturas  iguales  EH'  =  KL';  y  ti- 
rando, en  seguida,  las  rectas  HT^  y  L'G'  respectivamente  paralelas  a 
las  dos  líneas  de  tierra  EF,  y  KG ,  hallaremos  las  dos  secciones  hori* 
zontales  F'D'y  G'D,  las  cuale&uos  darán  a  conocer  el  punto  D  que 
buscamos ,  por  medio  de  su  encuentro.  Finalmente,  para  abatir  las  dos 
c^ras  que  se  cortan  según  SDC,  tomaremos  las  perpendiculares  MD'' 
=  EF'  y  ND'"  =  KG',  y  estas  dos  caras  tendrán  evidentemente  por 
verdadera  magnitud  a  A8C" y  a  BSC". 

68.     Sbsto  caso.     Dados  los  tres  ángulos  diedros  A,  B,  y  C,  de  un 
ángulo  triedro^  ¡tallar  las  tres  caras. 

Señalemos  sobre  el  plano  horizontal  que  supondremos  coincidir  con  |^  3  ' 
el  de  la  cara  incógnita  7,  la  recta  arbitraría  DA,  para  que  represente 
una  de  las  aristas  de  esta  cara ;  y  sobre  un  plano  vertical  perpendicu- 
lar a  DA  tracemos  el  ángulo  Y'AX  igual  al  ángulo  diedro  dado  A :  el 
plano  Y'AD  será  también  el  que  contiene  a  la  cara  g.  Bajemos  en  se- 
guida, de  un  punto  T'  tomado  arbitrariamente  en  el  interíor  del  ángu- 
lo Y'AX,  las  perpendiculares  T'O  y  T'I ,  a  las  caras  7  y  6  >  y  tracemos 
los  ángulos  T'  FO  =  B  y  T'GT  =  C;  hecho  esto,  si  hacemos  jirar  es- 
tos ángulos  alrededor  de  los  ejes  T'O  y  T '  I ',  enjendrarán  dos  conos 
de  revolución ,  a  los  cuales  deberá  evidentemente  ser  tanjente  la  cara 
incógnita  a ;  de  modo  que  la  cuestión  se  reduce  a  tirar  un  plano  que 
toque  a  un  mismo  tiempo  a  estos  dos  conos ,  cuyo  cúspide  común  se 
halla  en  T',  y  sus  bases  son  los  círculos  descritos  con  los  radios  OF 
e  FG'.  La  solución  directa  consistirá,  en  hallar  la  traza  horizontal  del 
segundo  cono  I'  T'  G';  y  tirar  en  seguida  una  tanjente  común  a  esta 
cnrba  y  al  círculo  cuyo  radio  es  OF ;  pero  recurriendo  a  las  considera- 
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cioues  siguientes »  podremos  evitar  el  trazado  aproximativo  de  una  curb* 
por  medio  de  puntos. 

Inscribamos  una  esfera  al  cono  T'OF,  de  modo  que  el  círculo  hori- 
zontal MFN  sea  un  círculo  menor  de  ella :  el  centro  oi'  de  esta  cisfera, 
se  hallará  tirando  la  recta  Fta  normal  al  cono  de  que  se  trata ;  y  para 
tener  otra  segunda  esfera  y  igual  a  esta,  y  asimismo  inscrita  en  el  otro 
cono  T'  r  G',  será  preciso  tirar  la  línea  T'  H'  :±=r  (d'  F  de  suerte  que  for- 
me ángulo  recto  con  T'  G',  y  concluir  el  paralelógramo  T'  H'  K'  ^\  que 
será  el  que  nos  dé  a  conocer  el  centro  f '  y  el  radio  ^'  K'  de  esta  nueva 
esfera.  Hecho  esto ,  figurémonos  un  cilindro  que  esté  circunscripto  a 
las  dos  esferas  dichas  ;  este  las  tocará  según  dos  círculos  perpendicu* 
lares  a  su  eje  que  es  la  recta  'f '  to';  y  como  el  plano  que  toque  a  los  dos 
conos  a  un  mismo  tiempo ,  debe  ser  necesariamente  tánjante  a  las  dos 
esferas ;  sigúese  que  dicho  plano  es  también  tanjente  al  cilindro  de  que 
tratamos ,  y  la  cuestión  se  reduce  a  tirar  por  el  punto  T'  un  plano  que 
sea  tanjente  a  esta  sola  superficie. 

Por  consiguiente ,  el  método  directo  sería  el  trazar,  en  el  plano m'  V 
perpendicular  al  eje  cp'  o)* ,  un  círculo  con  un  radio  igual  a  qd'  F  ;  y-  en 
seguida  tirar  una  tanjente  a  esto  circula  por  el  punto  en  que  terminase 
sobre  este  plano  la  paralela  al  eje  tirada  por  el  punto  T  \  Todo  esto  po- 
dría ejecutarse  en  el  abatimiento  sobre  el  j^ano  horizontal ;  pero  hai 
todavía  otro  medio  mas  corto.  Con  efecto,  debiendo  el  plano  que  bus- 
camos ser  tanjento  a  un  mismo  tiempo  al  cilindro,  a  la  esfera  ttf '  y  id  cono 
T'FO,  debe  hallarse  su  punto  de  contacto  con  la  esfera ,  1?  sobre  el 
círculo  horizontal  MFN  que  es  la'  línea  de  contacto  de  la  esfera  y 
del  cono:  2?  sobre  el  círculo  máximo  contenido  en  el  piano  od'  V  que 
es  la  línea  de  contacto  de  la  esfera  con  el  cilindro.  Pero  como  es- 
tos dos  círculos  se  cortan  manifiestamente  según  una  cuerda,  que  está 
proyectada  verticalmente  en  el  punto  M',  y  representada  en  su*  ver- 
dadera posición  por  MM'N  sobre  el  plano  horizontal;  sígnese  que  M 
es  el  punto  de  contacto  y  BMS  la  traza  horizontal  del  plano  tanjento 
pedido:  su  traza  vertical,  que  debe  pasar  por  el  cúspide  T,  será  desde 
luego  BT'C. 

Yaque  conocemos  la  magnitud  ASB  sssy  de  la  cara  horizontal  y  la 
proyección  SC  de  la  arista  segou  la  cual  se  cortan  los  dos  planos  8AC' 
y  SBC,  no  habrá  mas  que  abatir  estos  dos  últimos  alrededor  de  las 
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charnelas  AS  y  BS,  y  hallaremos  fácilmente  las  dos  caras  ASC''=  g 
y  BSC'''í=  a.  Observaremos  que  la  arista  abatida  segan  SC"  deberá 
ser  tanjente  al  círculo  descrito  desde  el  punto  I''  con  un  radio  igual  a 
FG^;  porque  este  círculo  es  la  base  del  segundo  cono  T'  I  'G '  al  cual  es 
también  tanjente  al  plano  SBC. 


"■-31^  N.. 


^smm^  ss< 
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CAPITULO  PRIMERO. 

De  la  jetieracion  de  las  superficies  y  de  su  representación 

gresca. 

% 
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69.  Hemos  anunciado  (n?  7)  qne  para  representar  gráficamente  una 
superficie,  no  era  preciso,  como  en  las  líneas,  tratar  de  construir  las 
proyecciones  de  los  diferentes  puntos  de  este  lugar  jeométrico  sobre 
los  dos  planos  fijos  de  proyección :  con  efecto ,  en  virtud  de  que  sobre 
una  superficie  y  partiendo  de  un  punto  dado,  podemos  caminar  en  una 
infinidad  de  direcciones,  el  medio  precedente  no  tendría  otro  resultado 
que  recargar  los  planos  fijos  de  una  multitud  de  puntos  y  líneas,  cuya 
unión  no  podríamos  percibir,  y  cuyo  compexo ,  sobre  todo ,  no  pintaría 
de  ningún  modo  al  ojo  del  observador,  ni  la  forma  de  la  superfice,  ni  su 
curbatura  mas  o  menos  pronunciada,  ni  tampoco  el  número  de  sus  na- 
pas (1).  Por  consiguiente  emplearemos  otro  procedimiento  (n?  93),  de- 
ducido de  la  naturaleza  misma  de  esta  magnitud,  de  la  cual  debemos 
ante  todo  dar  una  definición  exacta. 

70  Por  la  palabra  superficie  no  debemos  entender  solamente  una 
serie  de  puntos  o  de  curbas  tan  próximas  unas  de  otras  cuanto  que- 


(1)  Lu  voz  napa  que  nuevamente  introducimos  tanto  en  este  tratado 
como  en  el  de  matemáticas  de  Francoeur  traducido  para  servir  de  testo 
en  el  Instituto  nacional ,  es  tomada  del  griego^  en  cuya  lengua  significa 
el  declivio  o  falda  de  los  montes^  y  de  aquí  por  analojta  la  hemos  apli- 
cado  a  las-  superficies. 
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ramOB ,  y  que  do  tienen  entre  sí  ningnna  dependencia  fíja :  es  pre* 
ciso  aun  qne  estos  puntos  o  estas  líneas  estén  sujetas  a  alguna  traba- 
zón común  y  continua,  cuya  espresion  analítica  no  sería  otra  cosa  que  la 
ecuación  de  la  superficie ,  y  cuya  definición  jeométrica  debe  enunciar- 
se así. 

Una  superficie  es  el  lugar  de  las  diversas  posiciones  que  toma  en  el 
espacio  cualquiera  línea  móvil  que  camina  de  situación^  y  aun  deforma 
según  una  lei  determinada  y  continua. 

La  línea  móvil  se  llama  jeneratriz;  y  por  esta  frase,  una  lei  determi- 
nada j  es  preciso  entender  ciertas  condiciones  que,  Irespecto  a  cada  punto 
dado  en  el  espacio,  no  dejen  nada  arbitrario  en  la  forma  ni  en  la  posi- 
ción de  jeneratriz.  Y  como  el  medio  mas  cómodo  para  espresar  (a  lo 
menos  en  parte)  la  lei  de  este  movimiento,  es  señalar  una  o  mas  líneas 
fijas,  llamadas  directrices,  sobre  las  que  constantemente  deberá  apo- 
yarse la  jeneratriz  en  todas  sus  posiciones :  sigúese  que  para  difinir 
completamente  una  superficie  particular  es  preciso  indicar  la  naturaleza 
de  la  jeneratriz,  el  modo  en  que  se  mueve,  y  las  directrices  sobre  quie- 
nes debe  resbalar  mientras  dura   su  movimiento  (*).  Con  solo  cam- 


(*)  Efectivamente  por  medio  de  la  traducción  al  análisis  de  este  mo- 
do de  enjendrarse ,  o  de  una  propiedad  equivalente ,  es  como  siempre  se 
halla  la  ecuación  de  la  superficie  (  Vcase  TAnalyse  appliquée  á  la  géo- 
métrie  des  trois  diinensíons,  chap.  XIV.)  Recíprocamente^  cuando  un 
lugar  jeomttrico  está  definido  inmediatamente  po7'  la  ecuación  JT  {Xf  y^ 
z)  =  0  y  si  cortamos  esta  superficie  con  diversos  planos ,  por  ejemplo  ho- 
rizontales ,  obtendremos  las  curhas 

(l)z=a,yF(x,y,a)  =  o(2) 
z=  a'  y  F(xyj,a')  =  o 
z  =  a'>jP(x,y,a")=o 

de  las  que  una  de  ellas  cualesquiera  qv-c  sea-,  egresa  lo  que  viene  a  ser  la 
primera^  cuando  atribuimos  a  la  constante  a  los  valores  sucesivos  a\  a"  ; 
por  consiguientCy  estas  diversas  curhas  san  las  posiciones  sucesivas  que  to- 
maría la  curba  (1)  y  (2)^  si  se  la  hiciese  mover  en  planos  paralelos ,  cam^ 
biando  también  sus  dimensiones ,  según  una  lei  que  dependería  del  fnodo 
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biar  estas  directrices ,  hallaremos  diversas  superficies  que  todas  perte-^ 
necerán  a  la  misma  famüia:  debemos  ademas  conocer  que  cada  super- 
ficie indiñdual  es  susceptible  de  ser  ejendrada  de  una  infinidad  de  mo* 
dos.  Vamos  a  citar  muchos  ejemplos ,  tanto  para  aclarar  la  difinicion 
jeneraly  cuanto  para  adquirir  desde  luego  el  conocimiento  de  los  luga- 
res jeométricos  de  que  tendremos  que  hacer  un  uso  frecuente. 
Fie.  28.  71.  UNA  SUPERFICIE  CÓNICA ,  es  el  lugar  de  todas  las  posi- 
cienes  que  toma  una  recta  móvil  SA  (fig.  28)  sujeta  a  pasar  siempre 
por  un  punto  fijo  S,  y  a  apoyarse  constantemente  sobre  una  curba  dada 
ABC,  cuya  curba  puede  ser  de  dobls  curbatura,  es  decir,  que  no  tenga 
situados  todos  sus  puntos  en  un  mismo  plano.  Según  esta  difinicion, 
la  recta  móvil  SA  es  una  jeneratriz  constante  de  forma,  y  variable  solo 
de  posición,  mientras  que  el  punto  fijo  y  la  curba  ABC  son  las  direc- 
ees:  ademas  debiendo  considerarse  a  esta  línea  SA  como  prolongada  has- 
tríta  el  infinito  por  una  y  otra  parte  del  punto  S  que  se  llama  cúspide  o 
centro  enjendrará  las  dos  napcts  opuestas  e  indefinidas  SABC,  S  a  6  y. 
Si  sustituyésemos  a  la  curba  ABC  cualquiera  otra  directriz,  aun  cuando 
cambiásemos  el  cúspide  S  ^  obtendríamos  diversas  superficies  indivi- 
duales que  todas  pertenecerían  a  Ib,  familia  de  los  conos. 

72.  Pero  estas  superficies  admiten  también  otros  modos  de  enjen- 
drarse.  Con  efecto,  si  cortamos  el  cono  SABC  con  vanos  planos ,  pa- 
ralelos, hallaremos  secciones  semejantes  A*  B*  C\  hT  W^  C^,  es  decir, 
curbas  en  que  existirán  puntos  como  O',  0'\  de  tal  naturaleza  que  los 
radios  vectores,  respectivamente  paralelos.  O' A'  y  O" A",  O'B'  y  0''B" 
O'D'  y  0"D"....  tendrán  entre  sí  una  razón  constante:  esta  proposición, 
que  es  cierta  sea  cual  fuere  la  directriz  ABC,  se  demuestra  fácilmente 
por  la  teoría  de  las  líneas  proporcionales.  Con  el  objeto  de  fijar  las 


en  que  entrase  la  constante  a  en  la  ecuación  (2) ,  asi  es  que  eliminando 
este  parámetro  entre  las  ecuaciones  (1)  y  (2)  recaeríamos,  evidentemente , 
en  la  ecuación  /^(x,y,  z)  =  o  que  por  consiguiente  se  halla  ser  el  lu- 
gar de  todas  las  posiciones  de  la  primera  curba  móvil.  Añadamos 
ademas  que  como  podemos  adoptar  una  infinidad  de  direcciones  para  los 
planos  secantes  paralelos ,  o  también  emplear  otras  superficies  secantes, 
debe  haber  para  cada  superficie  una  infinidad  de  modos  de  pendrarla. 
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ideas  y  sopondremos  que  ABC  es  una  elipse,  cayos  dos  semi  ejes  son 
OA  ^=sxaf  y  OB  s=s  b ;  según  esto,  las  otras  secciones  A'B'C,  A"B"C"^ 
que  saponemos  paralelas  a  esta  base,  serán  también  elipses,  cuyos  ejes 
serán  asimismo  paralelos  a  los  de  ABC,  y  ademas  darán 


a        a'       a" 


b        V 


—  •••• 


Esto  supuesto,  si  hacemos  mover  la  elipse  ABC  de  modo  que,  19  su 
centro  recorra  la  recta  SO;  2?  que  en  todo  el  movimiento  permanezcan 
siempre  los  ejes  paralelos  a  sus  posiciones  primitivas:  3?  que  dichos  ejes 
vayan  aun  mismo  tiempo  disminuyendo,  y  que  esta  diminución  sea  pro- 
porcional a  las  distancias  SO,  SO',  SO^ ;  satisfechas  que  sean  estas 

condiciones;  es  evidente  que  esta  elipse  móvil  coincidirá  sucesivamente 
con  las  A'B'C,  A"B"C"....;  y  según  esto ,  sera  respecto  a  la  superficie 
cónica  propuesta,  una  jeneratriz  variable  deforma  y  deposición.  Pero 
para  reducir  estas  diversas  condiciones  a  un  enunciado  mas  simple, 
bastará  recordemos  que  una  curba  de  segundo  grado,  queda  determi- 
nada ,  en  su  plano,  por  el  conocimiento  de  cinco  de  sus  puntos;  por 
consiguiente ,  si  trazamos  sobre  el  cono  cinco  aristas  fijas  como  las 
SA ,  SB  ,  se ,  SD  y  SE ,  podremos  decir  que  para  enjendrar  la  su- 
perficie ,  es  preciso  hacer  mover  a  la  elipse  variable  ABC,  de  mo- 
do que  su  plano  sea  siempre  paralelo  a  sí  mismo,  y  que  constan- 
temente se  apoye  sobre  estas  cinco  rectas  miradas  como  otras  tantas 
directrices. 

Finalmente ,  supuesto  que  está  a  nuestro  arbitrio  tomar  los  planos 
secantes  paralelos  a  una  dirección  cualquiera ,  y  que  también  podría- 
mos cortar  al  cono  con  cualesquiera  otras  superficies ,  por  ejemplo ,  con 
esferas  descritas  desde  el  punto  O  como  centro  y  de  un  radio  variable, 
admitiremos  como  conclusión  evidente  que  hai  una  infinidad  de  líneas 
planas  o  de  doble  curbatura ,  que  podremos  adoptar  por  jeneratrices  de 
una  misma  superficie  cónica. 

73.     UNA  SUPERFICIE  CILINDRICA  es  el  lugar  de  las  diver-  no.  29. 
sas  posiciones  que  toma  wna  recta  mótil  A  A'  que  resbala  sobre  una  riér- 
bafija  ABC,  permaneciendo  siempre  paralela  a  una  dirección  dada. 
Pero  no  solo  es  admisible  este  primer  modo  dé  describir  la  superficie, 

7 
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en  el  que  es  constante  de  forma  la  jeneratriz  AA';  sino  que  como  todas 
las  secciones  paralelas  al  plano  ABC  son  curbas  manifiestamente  idén- 
ticas y  podremos  también  mirar  la  superficie  como  que  la  ha  recorrido  la 
curba  ABC  moviéndose  paralelamente  a  sí  misma  (*)  apoyándose  siem^ 
pre  en  el  mismo  punto  de  ella  sobre  la  recta  A  A ,  esta  será,  en  el  caso 
presente  una  directriz  de  la  curba  móvil  ABC.  Si  en  seguida  variamos  la 
dirección  de  las  secciones  paralelas,  hallaremos  una  infinidad  de  jene- 
ratrices  diferentes  y  propias  todas  ellas  para  describir  el  cilindro :  ade- 
mas estas  superficies  pueden  considerarse  como  un  caso  particular  de 
los  conos ;  tal  es  el  de  alejarse  el  cúspide  a  una  distancia  infinita* 

74.  Observemos,  de  paso,  que  si  fuese  la  directriz  de  un  cono  o  de 
un  cilindro  una  recta ,  dicha  superficie  se  reduciría  a  un  plano ,  y  este 
puede  definirse  como  que  es  el  lugar  de  las  posiciones  que  toma  una 
recta  móvil  sujeta  ,  1.^  a  resbalar  sobre  una  recta  fija ,  2.^  a  pasar  cons- 
tantemente por  un  punto  dado ,  o  sino  a  permanecer  siempre  paralela  a 
su  primera  dirección. 
FiG.  30.  75.  UNA  SUPERFICIE  DE  REVOLUCIÓN  es  ejendrada  por 
una  curba  cualquiera  GG*G"  que  jira  alrededor  de  una  recta  fija  DZ,  de 
modo  que  cada  uno  de  sus  puntos  G  describe  un  circulo  y  cuyo  plano  es 
perpendicular  al  eje  DZ,  y  su  radio  es  la  distancia  mas  corta  GO  que 
hai  desde  este  punto  al  eje.  Observemos  que  estos  diferentes  radios  GO, 
G'  O^  G^'  O",  aun  cuando  todos  son  perpendiculares  a  DZ,  no  por  eso 
son  paralelos  entre  sí  cuando  la  jeneratriz  GG'G"  es  de  doble  cur- 
batura ;  o  ann  cuando  siendo  plana ,  no  se  halle  el  eje  DZ  sobre  el 
mismo  plano  que  la  curba.  Ademas  de  esto  diremos,  que  se  llaman 
paralelos  de  la  superficie ,  a  los  diferentes  círculos,  tales  como  los 
GMAy  G'M'A que  estos  radios  describen. 

76.     Si  por  el  eje  DZ,  hacemos  pasar  un  numero  cualesquiera  de 
planos  tales  como  los  ZOA,  ZOM nos  resultarán  secciones  como 


(*)  Decimos  que  UTia  curba  se  mueve  paralela  a  sí  misma ,  siempre 
que  dos  de  sus  cuerdasy  sean  las  que  fueren  ,  perm^inecen  siempre  para- 
lelas a  sus  direcciones  primitivas.  Esta  condición  envuelve  evidente- 
mente en  sí  el  paralelismo  del  plano  de  la  curba;  pero  esto  mismo  es* 
presa  adetnas  que  esta  curba  no  jira  m  su  plano  móvil. 


CAPITULO   I.  JENERACION  DI   LAS   SUPERFICIES.  51 

las  AA'A**y  MMTM'^  que  se  llaman  los  meridianos  y  o  mas  bien  cur- 
tas meridianas  de  la  superficie ,  y  qné  en  cuanto  a  su  forma  son  nece- 
sariamente idénticas.  Con  efecto  y  estos  planos  meridianos  cortan  a  los 
paralelos  según  radios  que  forman  entre  sí  ángulos  que  evidentemente 
son  iguales ,  como  lo  vemos  en  los  AOM,  A'O '  M  \  A"0  "  M  *';  por  con- 
siguiente f  si  hacemos  jirar  el  plano  ZOM  una  cantidad  angular  MOA, 
tendremos  que,  todos  los  radios  OM ,  O'  M^  O''  M",  coincidirán  a  una  • 
con  los  OA  O' A',  O" A",  y  las  curbas  meridianas  se  confundirán 
una  con  otra. 

77.  Según  esto  resulta  que ,  la  meridiana  A  A' A''  al  jirar  alrededor 
de  DZ  y  recorre  toda  la  superficie  de  revolución  y  y  puede  mirarse  co- 
mo una  nueva  jeneratriz  que  reemplaza  a  la  curba  primitiva  GG'G". 
Esta  última,  será  con  efecto,  distinta  del  meridiano,  siempre  que  no  ten- 
ga todos  sus  puntos  situados  en  un  mismo  plano  que  pase  por  DZ,  se* 
gun  podemos  observarlo  en  la  figura  de  que  estamos  tratando ,  que 
esta  espresada  como  construida  en  perspectiva  sobre  el  plano  ZOBB^' 
A^A  ;  y  en  razón  a  este  convenio  hemos  punteado  las  partes  de  los  pa- 
ralelos y  de  la  curba  GG'G"  que  están  detras  de  este  cuadro.  Fuera  de 
esto ,  podremos ,  construir  siempre  el  meridiano  por  el  conocimiento 
de  cualquiera  jeneratriz  ,  pues  para  ejecutarlo  bastará  hallar  los  puntos 
en  que  un  plano  tal  como  el  ZOB  corta  a  los  diferentes  paralelos  des- 
critos por  los  puntos  de  GG'G" ;  y  mas  adelante  (n.**  148)  daremos 
un  ejemplo  de  esta  operación. 

78.  Las  superficies  en  que  ahora  nos  ocupamos,  admiten  también  ^^^'  *^<>- 
otra  especie  de  jeneracion  que  nos  es  interesante  conocer.  Supuesto 

que  todo  plano  perpendicular  al  eje  DZ,  da  por  sección  un  círculo  cuyo 
centro  se  halla  sobre  este  mismo  eje  (n?  75),  y  que  tiene  un  punto  co- 
mún con  la  curba  GG'  o  con  la  meridiana  BB' ,  podremos  en  virtud 
de  esta  propiedad ,  mirar  a  la  superficie  de  revolución  con  el  lugar  de 
his  diferentes  posiciones  que  toma  un  círculo  móvil,  que  se  mantiene 
siempre  perpendicular  a  la  recta  DZ  ,  cuyo  centro  recorre  esta  misma 
recta ,  al  propio  tiempo  que  su  radio  varía  de  modo  que  la  circunferen- 
cia se  apoya  constantemente  sobre  la  curba  fija  GG'G",  en  cuyo  caso 
esta  línea  es  una  directriz  y  a  la  que  puede  sustituirse  el  meridiano 
BB'B",  y  el  círculo  móvil  es  una  jeneratriz  variable  al  mismo  tiempo 
de  forma  y  de  posición.  Esta  definición ,  cuya  traducción  es  mas  fácil 
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en  análisis  (*),  presenta  la  ventaja  de  que  bajo  este  punió  de  vistai  to^ 
das  las  superficies  de  revolución  forman  una  misma  familia  (n?  70) 
que  admiten  todas  una  jeneratriz  de  una  especie  constante ,  esta  es  «el 
círculo  que  siempre  se  mueve  perpendicularmente  al  eje,  j  que  está 
dirijida  en  su  movimiento  por  el  meridiano  que  es  el  único  que  cam-* 
lúa  de  una  superficie  individual  a  otra. 

79.  Y  así  según  adoptemos  por  meridiano  a  una  recta,  una  elipse 
una  hipérbola  o  una  parábola ,  obtendremos  un  cana ,  un  cilindro,  un 
eUpwidcj  un  hiporholaide  o  un  paraboloide  de  revolución,  con  tal  que 
siempre  el  eje  de  rotación  coincida  con  uno  de  los  diámetros  principa- 
les de  la  curba,  porque  de  no  ser  así  ^  aun  cuando  siempre  sería  de 
revolución  la  superficie ,  la  especie  a  que  pertenecería  sería  mas  com-* 
plicada.  Por  ejemplo ,  si  jirase  un  círculo  alrededor  de  una  recta  situa- 
da en  su  plano ,  pero  que  no  pasase  por  su  centro,  produciría  un  taro 
que  es  un  j enero  de  superficie  anular  que  dentro  de  poco  tendremos 
ocasión  de  estudiar  (n?  138). 

80.  Estos  diversos  ejemplos ,  esceptuando  el  último ,  no  son  aun 
sino  casos  particulares  de  superficies  mas  jenerales  que  sin  ser  de  re- 
volución, nos  serán  útiles  en  lo  subcesivo ,  y  cuya  jeneracion  nos  im-^ 
porta  conocer.  De  esta  naturaleza  son  las  superficies  de  seguiwo 
GRADO  que  nos  ofrecen  cinco ^'¿n^o^  distintos,  sin  que  en  este  número 
contemos  ni  a  los  conos,  ni  a  los  cilindros ,  ni  tampoco  a  los  planos^ 
por  ser  variedades  mui  sencillas  para  ocupamos  de  nuevo  en  ellas. 

FfG.  34.  81.  ELIPSOIDE.  Sea  una  elipse  AGDF  construida  sobre  los  se** 
mi  ejes  O  A  =  a  y  OC  s=  c :  la  supondremos  trazada  en^un  plano  ver- 
tical que  tomaremos  por  cuadro,  en  el  cual  representaremos  a  la  su- 
perficie en  perspectiva ,  de  aquí  resultara  que  las  líneas  punteadas  in* 
dicarán  las  porciones  de  curba  situadas  detras  del  plano  de  esta  elipse^ 
y  conservaremos  presente  la  idea  de  esta  hipótesis  en  todo  este  capítu* 
lo.  Si  en  un  plano  perpendicular  a  OC,  construimos  otra  elipse  A'B'D' 
que  tenga  por  semi  ejes  a  la  ordenada  O' A'  ==  a*  de  la  primera  elip- 
se,  y  a  una  recta  O'B'  =  ¡i  que  tomaremos  de  una  magnitud  arbitraria^ 


{*)     Véase  Z'Analyse  appliquée  á  la  géométrie  des  trois  dimensions, 
chap.  XIV. 
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pero  perpendicular  a  O' A';  y  hacemos  en  seguida  mover  a  la  curba 
A*B'D\  de  modo  que  permaneciendo  siempre  sus  ejes  pañuelos  a  sí 

mismos  9  conserven  constantemente  la  misma  razón  primitiva  -p- ,  y  que 
uno  de  ellos  coincida  sucesivamente  con  las  cuerdas  D'A\  D^'A**  DA.... 

■ 

de  la  elipse  fija  CAF  ;  decimos  en  este  caso  que,  el  lugar  jeométrico 
enjendrado  de  este  modo,  serája  superficie  denominada  elipsoide.  Cuan- 
do el  plano  de  la  elipse  móvil  pase  por  el  centro  O,  adquirirá  esta  el 
máximo  de  magnitud  ,  porque  el  semi  eje  variable  a'  será  en  este  caso 
igual  a  la  ordenada  máxima  OA  =  a  de  la  elipse  fija  ;  y  si  represen- 
tamos por  OB  =:  b  y\a  lonjitud  que  en  este  caso  adquiere  el  segundo 
eje  b'  j  tendremos  que  las  tres  líneas 

AD  =2a,  BE  =  2*,  CF  =  2c 

serán  las  que  se  llaman  diámetros  principales  o  ejes  del  elipsoide.  Ade- 
mas debemos  notar  que  esta  superficie  será  cerrada  por  todas  partes, 
porque  pasados  los  puntos  C  y  F ,  tendrá  la  elipse  móvil  sus  dos  ejes 
imajinarios  (*). 

82.  Si  la  elipse  jeneratriz  A'B'D'  ifuese  un  círculo  ,  es  decir ,  si  hu- 
biésemos tomado  a  O'B'  igual  a  0'A\  la  superficie  seria  en  este  caso 
(n9  78)  un  elipsoide  de  revolución,  que  tendría  por  meridiano  a  la  curba 
directriz  CAF  ;  y  dos  de  los  diámetros  principales  de  la  superficie ,  es 
decir ,  los  OA  y  OB  serían  iguales  entre  sí.  Finalmente  en  el  caso  de 
que  los  tres  ejes  O  A,  OB,  y  OB  tuviesen  lodos  la  misma  lonjitud  ,  el 
elipsoide  dejeneraría  en  una  esfera. 

83.  HIPERBOLOIDE  de  una  napa    Sustituyamos  a  la  elipse  pio,  35. 
directriz  una  hipérbola  A- A"A,  cuyo  semi  eje  real  sea  OA  =  a ,  y  el 

semi  eje  imajinarío  OC  =  c ;  construyamos  en  seguida,  lo  mismo  que 


(*)     8%  espresamos  por  medio  del  análisis  esta  especie  de  jeneracion, 
hallaremos  que  la  ecuación  del  elipsoide  referido  a  sus  ejes  es 


ai    '"62    '-^2  —  ^• 


Véase  TAnalyse  appliquée  á  la  géométrie  des  trois  dimensions, 
chap.  IX. 
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anteriormente,  una  elipse  A'B'D',  en  nn  plano  perpendicular  a  OC,  y 
sobre  dos  ejes  de  los  cuales  uno  sea  la  cuerda  A^D'  de  la  hipérbola; 
haciendo  ahora  mover  a  esta  elipse  siguiendo  la  misma  lei  que  ante- 
riormente 9  enjendrará  el  hiperboloide  de  una  napa  y  llamada  así  porque 
evidentemente  esta  superficie  no  tiene  sino  una  sola  napa,  pero  esta  es 
indefinida  lo  mismo  que  lo  es  la  hipérbola  directriz.  Cuando  el  plano  de 
la  elipse  móvil  pase  por  el  centro  O,  llegará  a  su  mínimo^  porque  en  este 
caso  el  eje  variable  D'A'  llegará  a  ser  igual  a  DA,  que  es  la  menor 
de  las  cuerdas  de  la  hipérbola :  esta  es  la  razón  por  qué  a  la  curba 
ABDE  se  le  da  el  nombre  de  elipse  de  la  garganta ,  y  las  tres  rectas 

AD  =2a,  BE  =  2J ,  CF  =  2c 

son  los  tres  ejes  del  hiperboloide ;  pero  como  la  última  CF  no  encuen- 
tra a  la  superficie ,  se  le  da  el  nombre  de  eje  imajinariOf  sin  embargo 
de  que  la  cantidad  real  2c  no  es  sino  el  coeficiente  de  la  espresion  ima- 
jinaria  que  nos  da  el  análisis  al  determinar  los  puntos  de  la  superficie 
que  se  hallan  situados  sobre  la  limeta  indefinida  OCO'  (*). 

84.  Cuando  son  iguales  los  dos  ejes  reales  OA  y  OB,  tenemos  que 
el  hiperboloide  es  de  revolución  (n?  78) ,  porque  en  este  caso  se  con- 
vierte la  ^Iipse  jeneratriz  A'B!D'  en  un  círculo ;  y  así  en  este  caso  par- 
ticular ,  podrá  considerarse  enjendrada  la  superficie  por  la  revolución 
de  la  hipérbola  A'A*'A  alrededor  de  su  eje  imajinario  OCO*. 
FiG.  36.  85.  HIPERBOLOIDE  de  dos  napas.  Construyamos  también  sobre 
los  semi  ejes  OA  =  a  y  OC  =  c ,  una  hipérbola »,  colocada  de  modo 
que  OC  sea  el  eje  real ;  hagamos,  lo  mismo  que  anteriormente ,  mover 
la  ehpse  A'B'D' :  esta  enjen  Jrará  otra  especie  de  hiperboloide  que  ten- 
drá dos  napas  indefinidas ,  y  separadas  una  de  otra  por  un  intervalo 
en  el  cual  no  existirá  ningún  punto  de  la  superficie.  Con  efecto ,  entre 
los  puntos  C  y  F  tendremos  que  la  cuerda  variable  A*D\  que  sirve  de 
eje  a  la  elipse  móvil ,  será  ímajinaria ,  y  necesariamente ,  sucederá  lo 
mismo  con  el  segundo  eje  O'B',  que  debe  conservar  con  el  primero 


(*)     La  ectuicion  del  hipérbole  de  una  napa  referida  a  sus  ejes  es 


x^       y^ z - 
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una  razón  constante :  de  modo  que  siendo  la  jeneratriz  totalmente  ima- 
jinana  en  este  intervalo ,  no  dará  ningún  punto  real  de  la  superficie^ 
Sin  embargo ,  como  respecto  al  punto  O  y  sabemos  que  el  semi  eje 

O' A'  llegará  a  ser  igual  a  OA.  V  —  1 ,  si  queremos  construir  el  coefi- 
ciente real  del  otro  eje,  que  es  asimismo  imajinario,  deberemos  tomar 
sobre  una  perpendicular  al  plano  AOC ,  una  lonjitud  OB ,  de  modo 
que  se  verifique  que 

O^B^       OB.  V-i      OB 

W]C  ~  OA.VTi  —  OA  • 

en  este  caso  las  dos  rectas  AD  =2ay  BE  =  2b  serán  las  que  se  lla- 
man ejes  imajinarios  del  hiperboloide  de  dos  napas,  en  tanto  que 
CF  =  2c  será  el  eje  real  (*). 

86.  Para  que  esta  hipérbola  fiíese  de  revolución ,  bastaría  que  los 
dos  ejes  imajinarios  OA  y  OB  fuesen  iguales  y  porque  esta  hipótesis 
contendría  la  relación  O' A'  =  O'B',  que  cambia  a  la  elipse  jeneratriz 
en  un  círculo.  En  este  caso  podría  enjendrarse  la  superficie  por  la  re- 
volución de  las  dos  randas  CA"A*  y  FA'"  de  la  hipérbola  primitiva ,  al- 
rededor de  su  eje  real  COF. 

87.  PARABOLOIDE  elíptico.  Adoptemos  ahora  por  directriz  fija  fig,  37. 
a  una  parábola  D''OA'^  haciendo   mover  perpendicularmente  a  su 

eje  OX  a  una  elipse  A'B'D',  cuyo  prímer  eje  O' A'  =  a'  sea  la  ordenada 
Karíable  de  esta  parábola,  y  el  segundo  0'B'=  i'  de  una  magnitud  arbi- 
traría ,  pero  que  conserve  con  el  prímero  una  razón  constante.  En  este 
movimiento ,  la  elipse  móvil  enjendrará  una  superficie  compuesta  de  una 
sola  napa  indefinida  en  el  sentido  de  OX,  que  se  ttama  paraboloide  elíp- 
ti€0  y  porque  todas  las  secciones  planas  que  se  pueden  trazar  en  ella ,  no 
son  nunca  sino  parábolas  o  elipses  (**). 


(*)     La  ecuación  del  hiperboloide  de  dos  napas ,  referida  a  sus  ejes, 

y  tomando  al  que  es  real  por  eje  de  las  z ,  seria 

z^  _y^ x«  _  - 

c^         6»        a«  ~ 

(**)     La  ecuación  de  este  paraboloide ,  referida  a  su  vértice  y  al  eje 
único  OX  como  eje  de  las  Xy  es 
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88.  Cuando  son  igualeft  los  dos  ejes  de  la  elipse  jeneratríz ,  esta 
superficie  es  de  revolución  (n?  78)  en  cuyo  caso  puede  ser  ejendrada 
por  el  movimiento  de  la  parábola  OA^A",  que  jira  alrededor  de  OX. 
FIO.  3S.  89.  PARABOLOIDE  hiperbólico.  Finalmente  ,  conservando 
siempre  por  directriz  a  la  parábola  D"OA",  sustituyamos  a  la  elipse 
jeneratríz  de  que  hasta  ahora  hemos  hecho  uso ,  una  hipérbola  D'IT» 
A'6\  construida  en  un  plano  perpendicular  a  OX,  y  sobre  dos  semi  ejes 
O' A^  O'B',  cuya  razón  sea  constante ,  mientras  que  el  primero,  quQ  es 
el  eje  real  de  esta  hipérbola,  va  siendo  subcesivamente  iguala  las  di- 
ferentes ordenadas  0'A\  0"A'^ de  la  parábola  fija.  Al  moverse  así 

la  hipérbola  móvil ,  siendo  siempre  paralela  a  sí  misma ,  describirá  dos 
napas  abiertas  a  derecha  e  izquierda  separadas  por  el  hueco  interior 
del  cilindro  D"OA'^  cuyas  napas  se  estenderán  al  infinito ,  como  sucede 
con  la  parábola  en  'el  sentido  de  O'X:  pero  si  hacemos  mover  la  hipér- 
bola móvil  desde  0\  hacia  el  punto  V,  su  eje  real  O' A'  disminuirá,  y 
será  nulo  en  O;  por  consiguiente  las  dos  napas  de  que  acabamos  de 
hablar ,  se  reunirán  en  este  punto ,  y  al  mismo  tiempo  la  hipérbola  se 
reducirá,  en  esta  posición,  a  dos  rectas  indefinidas  KO^,  y  LO¿,  que 
se  hallarán  enteramente  sobre  la  superficie  i  y  serán  paralelas  a  las 
asíntotas  de  todas  las  hipérbolas  precedentes. 

Encima  del  punto  O,  en  O^''  por  ejemplo ,  reaparecerá  la  hipérbola 
jeneratríz,  pero  en  una  situación  H'''B'"C'  inversa  con  relación  a  sus 
asímptotas.  Con  efecto ,  los  ejes  que  gráficamente  hemos  representado 
por  O'  A'  y  O'B',  debian  en  todo  rigor  estar  espresados  por 

a'  =  0'A%  y  =  O'B'  vcrr] 

Luego,  supuesto  que  en  el  punto  O'^'  la  ordenada  de  la  parábola 
es  imajinaría ,  y  que  según  esto  el  primer  eje  de  la  hipérbola  móvil 

se  convierte  en  a"'  =  O*" A'**.  V — 1 »  es  indispensable  que  el  segundo 
eje ,  para  conservar  con  el  otro  una  razón  constante ,  tome  la  forma  de 

y  — ^  '¿^  — ^  ^    o'v 

cuya  cantidad  es  real ,  y  está  representada  en  la  figura  por  O'"  B'". 
Esto  nos  dice  que,  encima  del  punto  O,  el  eje  real  0*"B"'  de  la  hipér- 
bola jeneratríz  tiene  una  dirección  perpendicular  al  plano  A'OD',  y 
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que  aun  en  esta  situación  describirán  las  dos  ramas  de  esta  curba  dos 
napas  indefinidas ,  colocadas  nna  de  ellas  delante  de  este  plano  y  lá 
otra  detras ,  pero  que  reuniéndolas  con  las  precedentes  por  medio  de 
las  rectas  KO¿  j  hOly  no  presentará  su  conjunto  sino  una  sola  super- 
ficie sin  ninguna  interrupción ,  cuyas  curbaturas  estarán  en  sentido 
opuesto,  como  sucede,  poco  mas  o  menos,  con  la  garganta  de  una  polea* 
A  la  superficie  de  que  tratamos  se  le  ha  dado  el  nombre  de  paraboloide 
hiperbólico ,  porque  nos  enseña  el  análisis  que  todas  las  secciones  pla- 
nas que  pueden  trazarse  sobre  esta  superficie ,  son  siempre  parábolas 
ó  hipérbolas^  entre  las  cuales  es  preciso  también  comprender  los  ca- 
sos particulares  en  que  ésta  sección  es  una  recta  aislada  o  dos  rectas 
que  se  cortan  (*). 

90.  Conviene  que  observemos  aquí  que,  el  paraboloide  hiperbólico 
no  podrá  nunca  ser  un  cuerpo  de  revolución :  porque  según  lo  que 
acabamos  de  decir  sobre  la  naturaleza  de  las  secciones  planas ,  ninguna 
de  estas  curbas  es  jamas  cerrada ,  y  por  consiguiente  no  puede  ser 
circular. 

91.  El  modo  según  que  acabamos  de  indicar  la  formación  del 
paraboloide  hiperbólico  presenta ,  verdaderamente ,  una  especie  de  dis- 
continuidad gráfica ,  supuesto  que  encima  del  punto  O,  es  imajinaría 
la  parábola  que  servia  de  directriz ,  pero  como  el  análisis  esplica  fá- 
cilmente esta  dificultad ,  hemos  preferido  conservar  este  modo  de  je- 


(*)  Para  leer  la  jig.  38  debernos  también  recordar  que  la  supone- 
mos  trazada  sobre  el  plano  vertical  D*^OA^  como  cuadro  de  perspecti- 
va ;  y  así  es  qv£  todas  las  lineas  punteadas  están  detras  de  este  plano. 
Ademas ,  como  es  bastante  dijicil  dar  una  idea  clara  de  la  forma  de 
este  paraboloide  con  un  dibujo  en  perspectiva ,  haremos  bien  en  consul- 
tar un  modelo  de  bulto ,  qu^  podremos  construir  fácilmente  por  medio 
de  hilos  tendidos  en  linea  recta  según  una  lei  determinada ;  véanse  los 
números  555 ,  566  y  la  Jig.  120.  En  cuanto  a  la  ecuación  del  para- 
boloide hiperbólico ,  referida  al  punto  O  considerado  como  oríjen  de 
las  coordenadas ,  y  al  eje  OX  como  eje  de  las  x  y  veremos  que  es 


yl  —  —  — 
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ueracion ,  porque  presenta  mas  analojía  con  las  superficies  precedente8^ 
justifica  mejor  las  denominaciones  impuestas  a  los  dos  paraboloides ,  y 
manifiesta  claramente  la  existencia  de  las  dos  rectas  OL  y  OK  situada» 
sobre  el  segundo.  Sin  embargo,  citaremos  otro  modo  de  enjendrar  estas 
superficies ,  enteramenre  continuo  y  común  a  los  dos  paraboloides. 

FIO.  37.  Sobre  el  mismo  eje  OX,  y  en  planos  perpendiculares ,  construyanse 
dos  parábolas  A'"OD'"  y  B'"OE'"  que  tengan  el  mismo  vértice,  sean 
cuales  fueren  sus  parámetros ,  pero  que  sus  concavidades  estén  vueltas 
hacia  un  mismo  lado:  hagamos  en  seguida  resbalar  una  de  las  dos  pa- 
ralelamente a  sí  misma  (n^  73)  sin  alterar  su  forma ,  pero  de  modo 
que  su  vértice  permanezca  constantemente  sobre  la  otra  parábola  fija: 
y  de  este  modo  obtendremos  el  paraboloide  elíptico. 

FIO,  38.  Tómense  dos  parábolas  A"OD"  y  B"'OE'"  construidas  del  mismo 
modo  que  las  de  arriba ,  pero  que  tengan  sus  concavidades  vueltas  en 
sentido  contrarío :  hágase  también  resbalar  paralelamente  a  sí  misma, 
a  la  curba  A"OD"  constante  de  forma ,  de  modo  que  su  vértice  recorra 
la  otra  parábola  fija;  y  por  este  medio  se  producirá  el  paraboloide  hi- 
perbólico (*). 

92.  Para  completar  el  conocimiento  de  los  lugares  jeométrícos  de 
que  con  mas  frecuencia  se  hace  uso ,  nos  queda  que  hablar  de  las  su- 
perficies DESARROLLABLEs  y  de  las  SUPERFICIES  CAUSAS  (1) ,  poro^  ade- 
mas de  que  no  pueden  comprenderse  bien  claramente  las  propiedades 
características  de  estas  dos  superficies  sino  después  de  haber  visto  los 


(*)  Véase  Analyse  áppliquée  á  la  géométrie  des  trois  dimensions, 
chap.  VIII. 

(1)  Por  dos  razones ,  en  nuestro  concepto  mui  poderosas ,  hejnos 
creído  deber  sustituir  este  nombre  a  la  denominación  de  Gauchan  con 
con  que  jeneralmente  se  han  designado  estas  superficies;  la  primera 
porque  creemos  qu£  al  introducir  una  voz  nueva  en  un  idioma ,  debe 
procurarse  que  esta  no  se  confunda  con  ninguna  otra  ya  recibida  y  de 
significado  enteramente  diferente;  la  presente  si  no  tenia  este  inconve* 
niente  en  Europa ,  no  sucede  así  en  América ;  y  la  segunda ,  porque  la 
denominación  que  adoptamos  es  mas  conforme  con  la  etimol ojia  griega 
gansos  ,  que  significa  torcido  al  través. 
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planos  tanjeutes,  nos  parece  mejor  dejar  al  lector  el  tiempo  necesario 
para  que  se  familiarice  con  los  ejemplos  citados  hasta  aquí  por  medio 
(le  numerosas  aplicaciones ,  y  de  variadas  construcciones  ;  y  mas  ade- 
lante nos  ocuparemos  especialmente  en  estas  dos  clases  de  superficies 
que  tan  importantes  son. 

93.  Volvamos  ahora  a  la  cuestión  indicada  número  69,  cuyo  objeto 
era  hallar  un  modo  de  representar  gráficamente  una  superficie.  Pero, 
supuesto  que,  según  la  definición  jeneral  dada  en  el  número  70 ,  estas 
magnitudes  son  producidas  por  el  movimiento  de  una  línea  determina- 
da, para  conseguir  el  objeto  propuesto,  bastara  señalar  sobre  los  planos 
de  proyección  diferentes  posiciones  de  la  jeneratriz  ,  bastantes  en  nú- 
mero y  próximas  unas  a  otras  para  que  este  sistema  de  curbas  pueda 
pintar  a  la  vista  la  continuidad  de  la  superficie ,  su  curbatura,  y  tam- 
bién la  estension  de  sus  napas.  Ademas,  entre  las  jeneratrices  de  dife- 
rentes especies  que  siempre  puede  admitir  una  misnia  superficie  debe- 
rá preferirse  aquella  que  por  su  sencilla  o  su  regularidad ,  sea  la  mas 
acomodada  para  dar  una  imájen  mas  clara  de  ella ;  y  algunas  veces, 
para  mejor  conseguir  este  objeto ,  se  trazarán  a  un  mismo  tiempo  dos 
sistemas  de  jeneratrices  ,  como  lo  son  en  las  superficies  de  revolución 
los  meridianos  y  los  paralelos.  Con  efecto ,  por  medios  enteramente 
semejantes  a  estos,  es  como  ya  hemos  figurado  las  diferentes  superfi- 
cies en  los  dibujos  en  perspectiva  de  que  hemos  hablado  en  este  ca- 
pítulo. 

94.  Ademas ,  es  también  mui  útil  señalar  las  trazan  de  la  superfi- 
cie ,  es  decir ,  sus  intersecciones  con  los  planos  de  proyección :  así  co- 
mo también  los  contomos  dentro  o  fuera  de  los  cuales  están  proyecta^ 
dos  todos  los  puntos  de  esta  superficie ,  siempre  y  cuando  existan  se- 
mejantes límites ;  porque  estos  contornos  son  una  especie  de  perfiles 
que  hacen  ver  jeneralmente  de  un  modo  mui  sensible  las  formas  de  los 
objetos ;  pero  para  enseñar  a  determinar  exactamente  estos  contornos, 
es  preciso  que  antes  hayamos  hablado  de  los  planos  tanjentes.  Obser- 
vemos aun  que ,  cuando  anticipadamente  conozcamos  bien  la  forma  de 
la  superficie ,  podremos ,  para  simplificar  los  dibujos ,  limitamos  a  em- 
plear solamente  alguno  de  los  medios  de  descripción ,  cuyos  detalles 
acabamos  de  dar. 
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CAPITULO  II. 

De  los  planos  tanjentes  en  jeneral. 

95.  Se  dice  que  un  plano  es  tanjente  a  una  superficie  en  un  punta 
dado,  cuando  este  plano  contiene  las  tanjentes  a  todas  las  curbas  que  se 
tracen  sobre  dicha  superficie  y  pasen  por  el  punto  en  cuestioni  pero  an* 
tes  es  preciso  demostrar  que  en  jeneral  existe  en  cada  punto  de  una  su* 
perficie  un  punto  que  goza  de  esta  propiedad ,  porque  no  conocemos  a 
priari  la  razón  por  qué  estas  varias  tanjentes  no  puedan  formar  un  co* 
no ,  como  efectivamente  sucede  en  ciertos  puntos  singviareñ.  Vamos 
por  consiguiente  a  probar  que  tres  curbas  cualesquiera  j  trazadas  por 
un  punto  dado  sobre  una  superficie  y  tienen  siempre  las  tres  tanjente» 
tiradas  a  cada  una  por  el  punto  indicado ,  colocadas  sobre  el  misma 
plano. 
FiG.  31.  Sea  GM^  la  forma  y  posición  de  la  jeneratriz  (n.^  70)  cuando  pasa 
por  el  punto  dado  M;  sea  DMdí  una  curba  trazada  sobre  la  superficie^ 
por  la  cual  deba  resbalar  constantemente  la  jeneratriz ,  cuando  en  su 
movimiento  describa  este  lugar  jeométrico :  y  finalmente  sea  MX  otra 
tercer  cuicba  cualquiera  situada  también  sobre  la  superficie.  Si  traspor- 
tamos la  jeneratriz  a  otra  posición  tal  como  G'M'^',  no  por  eso  dejará 
de  encontrar  a  la  curba  M X  en  un  punto  tal  como  P^  con  tal  que  el 
punto  M'  se  tome  sobre  la  directriz  DM¿¿  bastante  próximo  del  M.  En 
este  caso  uniendo  los  puntos  M,  M ',  y  P'  por  medio  de  rectas  indefini- 
das j  conocemos  que  estas  tres  líneas  serán  secantes  respecto  a  laa  cur- 
bas MDy  MX  y  G^g\  y  que  las  tres  estarán  evidentamente  situadas  so- 
bre un  mismo  plano.  Hagamos  ahora  mover  a  la  jeneratriz  G'^'  sobre 
MDy  aproximándola  a  su  situación  primitiva  G^ ,  pero  observando  siem-* 
pre  la  lei  que  regla  la  variación  de  forma  y  de  posición  de  esta  curba 
en  la  superficie  que  consideramos ;  figurarémonos  en  seguida  que  el 
plano  de  las  tres  secantes  jire  al  rededor  del  punto  M,  de  modo  que 
pase  al  mismo  tiempo  que  la  jeneratriz ,  por  los  puntos  M"  y  P",  M*'* 

y  P"', en  que  esta  corta  subcesivaraente  a  las  curbas  MD  y  MX; 

y  así  este  plano  móvil  contendrá  constantemente  a  las  tres  secantes  va^ 
riables.  Pero  cuando  la  jeneratriz  haya  vuelto  a  la  posición  GM^^,  el 
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punto  M'  que  se  mueve  sobre  MD,  se  confundirá  con  M :  y  en  este 
mismo  instante  el  punto  P'  de  la  curba  MX  ha  debido  reunirse  eviden- 
temente con  el  punto  M  ;  y  por  una  consecuencia  necesaria  ,  se  habrán 
también  confundido  los  puntos  P'  y  M'  sobre  la  curba  variable  G^g\ 
Luego  en  este  caso  las  tres  secantes  movibles  habrán  llegado  a  ser  las 
tanjentes  respectivas  a  las  curbas  MD,  MX,  y  MG,  y  si  nos  acordamos 
que  estas  tres  secantes  estaban  situadas  en  un  mismo  plano  en  cada  mía 
de  las  posiciones  subcesivas ,  concluiremos  de  aquí,  que  habiendo  lle- 
gado a  ser  tanjentes  las  MT ,  MT'  y  MT'\  estas  se  hallarán  aun  situa- 
das en  un  mismo  plano ,  el  cual  no  es  otra  cosa  que  el  límite  de  las 
posiciones  que  subcesivamente  iba  tomando  el  plano  movible  de  las 
tres  secantes  (*). 


(^)  Observaremos  qtie  nos  parece  indüpensable  establecer  este  teorema 
(demostrado  de  este  mismo  modo  desde  el  ano  de  1817  en  las  lecciones 
que  dimos  en  la  Escitela  politécnica J^  para  poder  totnar,  en  lo  subcesi- 
voy  del  método  injinitisimal  las  consideraciones  abreviadas  que  tan  útiles 
son  y  a  las  que  tendremos  que  recurrir  mui  pronto  (n^  158 J.  Con  efecto^ 
solo  después  de  haber  probado  rigurosamente  que  todas  las  tanjentes^  en 
un  mismo  punto  de  una  superficie ,  están  situadas  en  un  solo  plano ,  es 
cuando  podemos  mirar  a  la  superficie  como  compuesta  de  elementos 
superficiales  que  sean  plano&y  porque  entonces  estos  están  formados  por 
los  elementos  lineales  comunes  a  las  curbas  de  la  superficie  y  a  sus 
tanjentes.  En  cuanto  a  la  demostración  precedente ,  se  Jia  objetado  con- 
tra ella  que  si  en  el  caso  presente  la  recta  M'  P^  es,  con  respecto  a  la 
curba  G'g\  una  secante  cuyos  puntos  de  sección  van  a  reunirse;  no  per- 
manees  constante  la  forma  de  la  línea  G'g*  en  el  intervalo  que  para 
esto  se  necesita  y  y  quejeneralmente  se  admite  esta  condición,  cuando  se 
define  a  la  tanjente  como  que  es  el  límite  de  una  secante.  Para  respon- 
der a  todo  esto,  es  suficiente  decir  que  si  se  admite  esta  permanencia  de 
jorma  en  la  jeometría  plana ,  no  es  sino  de  un  modo  tácito ,  y  porque 
en  ella  no  tratamos  sino  de  curbas  dadas  e  invariables,  pero  que  si,  sin 
salir  de  un  plano ,  trazásemos  un  círculo  que  cortase  a  una  recta,  y  en 
seguida  hiciésemos  disminuir  el  radio  hasta  que  los  dos  puntos  de  sec- 
ción llegasen  a  reunirse ,  no  tendríamos  duda  nÍ7tguna  de  que  en  este 
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Ademas  de  esto ,  como  la  curba  MX  tenia ,  en  todo  lo  que  precede, 
una  posición  arbitraria  sobre  la  superficie ,  sígnese  de  aquí  que  el  pla- 
no tirado  por  las  tanjentes  de  las  dos  líneas  MG  y  MD,  contendrá  a  la 
tanjente  de  cualquiera  otra  curba  que  pase  por  M  ;  y  así  es  que  este 
plano  TMT',  será  tanjente  a  la  superficies  según  la  definición  que  he- 
mos dado  al  principiar  este  artículo. 

96.  Cuando  una  superficie  presenta  dos  o  mas  napas  que  se  cortan, 
como  sucede  en  un  cono  cuya  base  es  una  curba  de  nudo,  parece  des- 
de luego  que  los  puntos  de  intersección  de  estas  dos  napas  presentan 
una  escepcion  a  la  propiedad  de  que  goza  en  jeneral  el  plano  tanjen- 
te ;  pero  conoceremos  que  esta  circunstancia  está  contenida  en  los  ca- 
sos ordinarios ,  si  observamos  que  todas  las  tanjentes  en  un  mismo 
punto  de  la  intersección ,  deben  distribuirse  sobre  las  dos  napas ,  del 
mismo  modo  que  lo  estarían  sobre  dos  superficies  independientes  que 
se  cortasen  en  este  mismo  sitio ,  y  cada  una  de  las  cuales  tuviese  su 
plano  tanjente  distinto  uno  de  otro. 

97.  Sin  embargo ,  algunas  veces  se  hallan  verdaderas  escepciones 


caw  el  circulo  variable  llegase  a  ser  tanjente  a  la  recta.  Y  así  es  que  la 
permanencia  deforma  no  es  absolutamente  necesaria;  y  querer  eocijirla, 
seria  restrinjir  gratuitamente  el  carácter  jeneral  de  la  tanjente  a  una 
curba.  Por  consiguiente  es  preciso  definir  a  la  tanjente  como  el  límite 
de  las  posiciones  que  toma  una  secante  cuyos  dos  puntos  de  sección  se  han 
aproximado  indefinidamente  ,  con  tal  que  estos  puntos  estén  situados  so- 
bre la  misma  rama  de  la  curba ,  y  que  esta  última  no  haya  variado  de 
forma  y  posición  sino  según  una  lei  continua ;  esto  mismo  es  lo  que  su- 
cede en  el  caso  presente  con  la  curba  Cr'g ',  ya  qtie  la  misma  superficie 
se  supone  continua. 

Añadamos  por  último  que,  será  preciso  también  mirar  a  dos  curhas 
cualesquiera  como  tanjentes  una  de  otra  siempre  que  habiendo  sido  se- 
cantes  se  hayan  modificado  en  posición  o  en  forma  según  una  lei,  hasta 
hacer  coincidir  en  uno  sus  dos  puntos  de  sección ;  porque  es  evidente  que 
estas  dos  curbas  habrán  adquirido  una  tanjente  común ,  que  será  el  lí- 
mite de  las  posiciones  de  la  recta  móvil  que  pasa  por  los  dos  puntos 
comunes  a  las  curbas  secantes. 
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de  la  propiedad  del  plano  tanjente  ;  pero  estas  ño  tienen  lugar  sino  en 
los  puntos  singulares  de  la  superficie ,  en  que  ya  sea  la  jeneratríz  o  ya 
la  directriz  llega  a  convertirse  en  un  punto  único  que  no  admite  tan- 
jente. Por  ejemplo  y  en  el  cúspide  de  un  cono ,  las  diversas  aristas  que 
en  él  se  cortan  son  líneas  rectas  situadas  sobre  la  superficie,  y  ellas 
mismas  son  sus  propias  tanj entes  ;  sin  embargo,  estas  rectas  están  de 
dos  eii  dos  situadas  en  planos  evidentemente  distintos.  Por  consignien- 
te  el  cúspide  de  un  cono  es  un  punto  singular  de  esta  superficie  para 
el  cual  no  existe  plano  tanjente.  Pero  si  observamos  que  la  jeneratríz 
paralela  a  la  base  del  cono  (n.^  72)  se  achica  cada  vez  mas  al  aproxí* 
marse  al  cúspide ,  y  al  llegar  a  él  concluye  por  reducirse  a  un  punto,  y 
este  propiamente  hablando  no  admite  ninguna  tanjente ,  conoceremos 
la  razón  por  qué  cesa,  de  ser  aplicable  a  este  mismo  caso  particular  la 
demostración  jeneral  del  n.^  95.  La  misma  causa  de  escepcion  se  ha-. 
Uaria  partiendo  de  la  definición  de  las  superficies  cónicas  dada  n?  71, 
porque  en  tal  caso  una  de  las  directrices  de  la  recta  móvil  seria  el 
punto  único ,  llamado  cúspide  del  cono  y  una  directriz  de  esta  natura* 
leza  no  es  susceptible  de  tener  tanjente. 

Una  circunstancia  análoga  se  presenta  en  las  superficies  de  revolu- 
ción ,  cuya  meridiana  corta  al  eje  formando  un  ángulo  obtuso  o  agudo^ 
y  también  nulo  :  en  el  punto  de  esta  superficie  que  está  situado  sobre 
el  eje  de  revolución  no  hai  plano  tanjente^  antes  al  contrario  las  tan- 
jentes  a  las  diversas  posiciones  del  meridiano  forman  un  cono  recto. 
Esto  es  lo  mismo  que  veremos  si  hacemos  jirar  un  círculo  alrededor 
de  sus  cuerdas. 

98.  Es  importante  observar  que,  la  definición  que  del  plano  tanjente 
hemos  dado  n?  95 ,  no  exije  absolutamente  que  este  plano  no  tenga  sino 
un  solo  punto  común  con  la  superficie.  Esto  ciertamente  sucede  con 
las* superficies  convexas  en  todas  direcciones ,  en  los  demás  casos  puede 
el  plano  tanjente  encontrar  a  la  superficie  en  diferentes  puntos  y  aun 
cortarla  según  una  curba  que  pase  por  el  punto  de  contacto,  como  vere- 
mos en  el  toro  n?  138  y  en  las  superficies  gausas.  Esta  circunstancia  no 
impide  el  que  este  plano  contenga  las  tanj  entes  a  todas  las  curbas  tra- 
zadas por  el  punto  en  cuestión  sobre  la  superficie,  y  por  consiguiente  to- 
cará realmente  a  la  superficie]en  este  sitio;  al  propio  tiempo  que  en  otros 
puntos  tendrá  varios  comunes  con  ella ,  y  será  jeneralmente  secante^ 
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99.  Sin  embargo,  hai  cierto  jénero  de  superficies  en  las  cuales  el 
plano  que  es  tanjente  en  un  punto,  es  necesariamente  tanjente  en  toda 

FIO.  32.  la  lonjitíid  de  una  recta.  Con  efecto ,  consideremos  el  cilindro  ABC 
cuya  base  es  una  curba  cualquiera;  si  por  la  jeneratriz  AB  y  la  tanjente 
BT  a  la  base,  tiramos  un  plano,  decimos  que  este  plano  no  solo  conten^ 
drá  a  todas  las  tanjentes  en  el  punto  B  de  las  diversas  curbas  que  pa- 
sen por  este  puntó  y  estén  trazadas  sobre  la  superficie  (que  es  lo  mis- 
mo que  hemos  demostrado  ya  n?  95) ,  sino  que  contendrá  también  a  las 
tanjentes  a  todas  las  demás  curbas  que  por  los  diferentes  puntos  de  la 
AB  se  tracen  sobre  el  cilindro  r  pctra  probar  esta  aserción ,  bastará  ha- 
cer ver  que  el  plano  ABT  contiene  a  la  tanjente  MY  tirada  a  una  cur- 
ba cualquiera  MX.  Si  tiramos  por  AB  y  un  punto  D  próximo  a  B  el 
plano  ABR ,  a9te  plano  cortará ,  manifiestamente  j  al  cilindro  según 
una  recta  DE  paralela  a  AB ,  y  a  la  curba  MX  en  un  punto  G  situado 
sobre  DE:  de  modo  que  este  plano  contendrá  a  las  dos  secantes  BDR 
y  M GS.  Hagámosle  ahora  jirar  alrededor  de  AB  de  modo  que  el  punto 
D  se  aproxime  al  B;  y  tendremos  que  los  puntos  de  sección  D  y  G  cam- 
biarán sobre  las  curbas ,  pero  se  hallairán  siempre  a  la  par  sobre  una 
recta  móvil  que  constantemente  será  parábola  a  AB;  luego  cuando  uno 
de  estos  puntos  D  se  haya  confundido  con.B,  en  ese  mismo  instante 
coincidirá  también  el  otro  G  con  el  M ;  es  decir  que  cuando  el  plano 
móvil  haya  tomado  la  posición  ABT  ,  también  la  secante  variable  MGS 
que  siempre  se  halla  en  este  plano ,  se  habrá  convertido  en  la  tanjente 
MV.  Y  así  es  que  esta  última  recta  está  contenida  en  el  plano  ABT. 

Concluyamos  de  aquí  que ,  cuando  un  plano  toca  a  un  cilindro  en 
un  punto  cualquiera ,  también  es  necesariamente  tanjente  en  todo  el  lar- 
go de  la  jeneratriz  rectilínea  que  pasa  por  el  punto  de  contacto. 

100.  En  las  superficies  cónicas,  goza  también  el  plano  tanjente  de 
esta  misma  propiedad ,  y  se  demuestra  de  un  modo  análogo  ,  observan- 
do que  en  este  caso  los  puntos  de  sección  D  y  G  están  constantemente 
situados  sobre  una  misma  recta  variable ,  pero  que  siempre  encuentra 
a  AB  en  el  cúspide  del  cono.  Finalmente  ,  veremos  mas  adelante,  que 
existe  esta  misma  propiedad  en  una  clase  de  superficies  llamadas  de- 
sarrollablesy  de  las  cuales  no  son  los  cilindros  y  los  conos  sino  jéneros 
particulares. 

101.  Apesar  de  esto  sería  un  error  creer  que  este  contacto  del  pía- 
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lio  tanjeute  en  todo  el  largo  de  una  recta ,  proviene  de  que  las  super- 
ficies de  que  acabamos  de  hablar  admiten  en  su  formación  jeneratrices 
MCtilíneas ;  porque  hallaremos  pronto  superficies  enjendradas  también 
por  una  recta ,  y  llamadas  gansos  ^  en  las  que  el  plano  tanjente  no  cuhi^ 
pie  con  las  verdaderas  condiciones  de  contacto  sino  en  un  solo  punto 
aun  cuando  contenga  a  una  recta  de  la  superficie  (véanse  los  núme- 
ros 142  y  154). 

102.  El  teorema  demostrado  n?  99,  nos  ofi'ece  una  consecuencia  fio,  32. 
importante  que  en  lo  sucesivo  tendremos  muchas  veces  que  recordar; 

tal  es  la  de  que ,  cuando  se  proyectan  sobre  un  plano  una  curha  MX  y 
su  tanjente  MY ,  son  también  tanjentes  una  a  otra  las  proyecciones  de 
estas  dos  Úneos.  Con  efecto ,  para  proyectar  la  curba  MX ,  deberemos 
imajinarnos  (n^  4)  que  pasa  un  cilindro  MBCX  por  esta  línea  y  que  es 
perpendicular  al  plano  dado ,  al  cual  corta  según  una  curba  BC  que 
será  la  proyección  de  MX.  Para  proyectar,  en  seguida',  la  recta  MV 
será  preciso  tirar  el  plano  VMB ,  que  siendo  evidentemente  tanjente 
en  M  al  cilindro ,  deberá  también  serlo  (n^  99)  en  B,  y  por  coniúguiente 
este  plano  contendrá  a  la  tanjente  BT  de  la  base  BC.  Luego  esta  tan* 
jente  se  hallará  en  la  intersección  del  plano  proyectante  con  el  plano 
de  esta  base ,  y  será  también  la  proyección  de  MY . 

Hallaríamos  también  la  misma  consecuencia,  si  proyectásemos  la 
curba  y  su  tanjente  por  medio  de  rectas  oblicuas  al  plano  dado ,  siem- 
pre que  estas  fuesen  paralelas  entre  sí. 

103.  Reasumiendo  lo  que  ya  se  ha  dicho  sobre  los  planos  tanjen- 
tes ,  debemos  concluir  de  todo  ello  que ,  para  construir  el  plano  que 
toque  a  una  superficie  cualquiera  en  un  punto  dado,  bastará  en  lo 
sucesivo  que  hallemos  las  tanjente  a  dos  curbas ,  trazadas  sobre  la  su- 
perficie que  pasen  por  el  punto  dado ,  prefiriendo  siempre  en  cada 
ejemplo,  aquellas  cuyo  trazado  presente  mas  facilidad;  haremos  en 
seguida  pasar  un  plano  por  estas  dos  tanjentes,  cuya  operación  la  prac- 
ticaremos según  se  ha  dicho  en  el  n?  22.  Mui  pronto  daremos  ejem- 
plos de  estas  construcciones. 

Cuando  por  el  punto  dado,' pasase  una  recta  que  toda  ella  estuviese 
situada  sobre  la  superficicj  esta  recta  sera  ella  misma  su  propia  tanjen- 
te ;  y  en  este  caso  deberá  estar  contenida  en  el  plano  tanjente  ,  y  po- 
drá emplearse  para  construir  este  plano ;  pero  no  siempre  deberemos 
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concluir  de  aquí  que  este  plano  toca  a  la  superficie  en  toda  la  lonjitud 
de  esta  recta  (n.^  101). 

1()4.  La  normal  a  una  superficie  es  la  recta  perpendicular  al  plano 
tanjente ,  tirada  por  el  punto  de  contacto  de  este  plano.  La  comtme^ 
cion  de  esta  normal  será  por  consiguiente  fácil  (n?  33)  siempre  qae  «9 
hayan  determinado  las  trazas  del  plano  que  toca  a  la  superficie  en  el 
punto  de  que  se  trata. 
FiG  33.  105.  Este  es  el  lugar  de  dar  una  regla  jeneral  que  sirva  para  de- 
terminar el  contamo  aparente  de  un  cuerpo ,  es  decir  la  línea  qiie>M^ 
bre  la  superficie  de  este  cuerpo ,  separa  las  partes  visibles  al  observa- 
dor de  las  que  no  puede  percibir.  Para  esto  sea  O  la  posición  que  ocupa 
el  ojo  del  espectador :  imajinémonos  tirados  por  este  punto  j  tanjen- 
cialmente  a  la  superficie  todos  los  planos  que  sea  posible  tirarle ;  estos 
planos  tocarán  a  la  superficie  en  los  puntos  A,  B,  C...  que  fi^rmarán 
una  cnrba  en  la  cual  terminarán  todos  los  rayos  visuales  OA,  OB,  OC*. 
tanjentes  a  la  superficie  ;  y  según  esto  la  línea  ABCD  será  el  límite  de 
la  porción  que  puede  percibir  el  observador  colocado  en  O.  Pero  este 
contomo  aparente  cambiaría  de  forma  y  de  posición  variando  el  punto 
de  vista :  supongamos  que  este  se  traslada  a  0^  por  ejemplo ,  y  en 
este  caso  el  contorno  aparente  será  A'B'C'D*.  Por  consiguiente ,  seria 
preciso  en  cada  caso,  fijar  la  posición  del  punto  de  vista,  y  consiguiente 
a  esto  determinar  en  seguida  el  contorno  aparente ,  lo  cual  daría  lugar 
a  operaciones  gráficas,  que  si  bien  enseñaremos  a  ejecutar  en  la  pers- 
pectiva ,  no  servirían  en  el  caso  presente  sino  para  complicar  inútil- 
mente el  dibujo.  En  lugar  de  que  si  conservamos  la  hipótesis  admitida 
ya  nüm.  16,  y  en  virtud  de  la  cual  se  considera  el  punto  de  vista  de 
cualquiera  proyección  horizontal  a  una  distancia  infinita  sobre  la  ver- 
tical  OO',  que  pasa  por  cualquiera  de  los  puntos  del  objeto  ;  los  planos 
tanjentes  cuyos  puntos  de  contacto  con  la  superficie  nos  daban  a  cono- 
cer a  la  curba  ABC serán  ,  en  este  caso,  todos  verticales j  y  su  de- 
terminación será  mas  fácil;  o  mas  bien,  se  efectuará  por  lo  común  de 
un  modo  mui  sencillo ,  como  lo  reconocemos  en  los  depurados  si- 
guientes. 

106.  De  aquí  resulta  que  el  contorno  aparente  de  una  superficie 
proyectada  sobre  el  plano  horizontal,  se  obtiene  determinando  los  pun- 
tos de  contacto  de  todos  los  planos  tanjentes  que  son  verticales. 
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En  cnanto  a  la  proyección  vertical  de  esta  misma  superficie ,  tiene 
su  pnnto  de  vista  particular ,  que  se  considera  (n?  16)  a  una  distancia j 
infinita  colacado  sobre  una  perpendicular  al  plano  vertical ;  de  donde 
se  sigue  que ,  el  contorno  aparente ,  relativo  a  esta  proyección ,  no  será 
el  mismo  que  el  del  plano  horizontal ;  pero  se  obtendrá  hallando  los 
puntas  de  contacto  de  la  superficie  con  todos  los  planos  tanjentes  que 
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107.  Ahora  podremos  también  completar  las  reglas  que  hemos  indi- 
cado en  los  números  15  y  16,  respecto  a  la  puntuación  de  las  líneas  prin- 
cipales. Porque  de  todo  lo  que  predede  se  sigue  que,  las  líneas  o  porcio- 
nes de  líneas  que  sobre  una  superficie  cualquiera,  se  hallan  encima  del 
contomo  aparente  respecto  a  la  proyección  horizontal  serán  las  únicas 
partes  visibles  de  esta  proyección ;  y  en  cuanto  al  plano  vertical ,  los 
únicos  puntos  visibles  serán  los  que  se  hallen  delante  del  contorno  apár- 
rente relativo  a  este  ultimo  plano.  Pero  no  debemos  olvidar  que  una 
misma  línea  podrá  mui  bien  ser  visible  en  una  de  sus  proyecciones 
e  invisibles  en  la  otra,  por  ser  en  los  dos  casos  diferente  el  punto  de  vis- 
ta: de  modo  que  será  indispensable  emplear  con  dicernimiento,  en  cada 
plano,  los  dos  modos  de  puntuación  que  hemos  indicado  para  las  líneas, 
principales ,  teniendo  siempre  presente  que  no  se  aplican  las  distincio- 
nes precedentes  a  las  líneas  auxiliares  (n?  15,  2?). 

108.  Ademas,  siempre  que  en  un  depurado  entre  un  plano  indefi^ 
dOf  ya  sea  tanjente  o  ya  secante ,  no  lo  consideramos  como  si  realmente 
existiese ,  y  solo  supondremos  que  se  ha  querido  dar  a  conocer  o  .  ha^ 
Uar  sus  trazos :  porque  de  no  ser  así,  este  plano  ocultaria ,  casi  siempre, 
una  gran  parte ,  y  a  veces  la  totalidad  de  la  superficie ,  lo  cual  tendría 
el  grave  inconveniente  de  no  dejar  distinguir  sobre  esta  superficie,  ob- 
jeto  principal  del  depurado ,  las  partes  superiores  o  anteriores  de  las 
opuestas ;  de  modo  que  la  forma  de  los  objetos  se  espresaría  con  me- 
nos claridad  en  el  dibujo  gráfico.  Esta  restricción  deberá  sobreenten- 
derse siempre  en  lo  subcesivo ,  sin  que  tengamos  necesidad  de  recor- 
darla a  cada  paso. 
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CAPITULO  m. 


De  los  pfoftog  tanjentes  a  los  cilindros  y  a  los  cortos^ 


j  • 


riG-  39.      109.     Se  nos  propane  tirar  un  plano  tanjente  a  la  mperfide  de  téli 
cilindro  cualquiera ,  por  un  punto  dado  sobre  su  superficie. 

Sea  AECG  la  directriz  del  cilindro ,  que  supondremos  situada  en  el 
plano  horizontal ,  y  aun  cuando  en  el  caso  presente  esta  Ifnea  es  ttfi 
círculo ,  el  método  qne  vamos  a  esponer  es  aplicable  a  cualquiera  otra 
curba ;  sea  también  (ahj  a^h^  la  recta  a  quien  debe  ser  constantemente 
paralela  la  jeneratriz  rectilínea ,  cuando  resbale  sobre  la  AECG.  Prin- 
cipiaremos por  determinar  el  contomo  aparente  de  la  superficie ,  que 
en  el  plano  horizontal  estará  marcado  por  los  puntos  de  contacto  de 
todos  los  planos  tanj entes  verticales  (n?  106).  Pero  como  cada  plano 
de  este  jénero  contendrá  una  arista  (*)  del  cilindro ,  j  tendrá  por 
traza  horizontal  a  la  proyección  de  esta  misma  recta ,  es  decir ,  una 
paralela  a  ab;  y  ademas  este  plano  tocará  al  cilindro  en  todo  el  largo  de 
esta  jeneratriz  (n?  99),  su  traza  deberá  por  consiguiente  ser  tanjente  a 
la  base  AECG;  luego,  si  tiramos  a  esta  curba  las  tanjentes  AB  y  CD 
paralelas  a  ab ,  estas  mismas  serán  las  trazas  de  los  planos  tanjentes 


f*)  Para  simplificar  el  lenguaje^  damos  algunas  veces  el  nombre  de 
aristas  de  un  cilindro  o  de  un  cono ,  a  las  diversas  posiciones  de  la  jene- 
ratriz rectilínea;  pero  nunca  debemos  aplicar  a  estas  líneas  el  nombre  de 
elementos,  porque- los  elementos  de  una  magnitud  deben  ser  siempre 
komojéneos  con  ella  misma:  así  es  que ,  los  elementos  de  una  superficie 
son  otras  pequeñas  superficies  cuya  suma  compone  la  superficie  de  qué 
se  trata.  Ademas  de  esto ,  vamos  mui  pronto  a  emplear  (n?  159)  esta  voz 
de  elemento  en  su  verdadera  acepción ,  en  cuyo  caso,  no  hai  duda  qusy 
de  su  doble  significado  resultaría  una  confusión  de  ideas  mui  perjudicial 
a  la  teoría  de  las  superficies  gausas.  También  emplearemos  algunas 
veces  el  nombre  de  base  para  señalar  la  directriz  de  un  cilindro  y  de 
un  cono ,  principalmente  cuando  esta  curba  esté  situada  en  el  plano 
horizontal. 
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verticales »  y  al  mismo  tiempo  las  proyeccioiies  horizontales  de  sus 
líneas  de  contacto  qne  serán  las  dos  jeneratrices  (AB ,  A'B^  y  (CD, 
C'D').  Y  así,  estas  dos  líneas  formarán  el  contorno  aparente  del  cilindro 
sobre  el  plano  horizontal ,  y  cualquiera  arista  de  esta  snpei^cie  que  es- 
té dAajo  de  estas  rectas ,  es  decir  que  termine  en  el  semicírculo  A6C, 
será  invisible  en  la  proyección  horizontal. 

En  cuanto  al  contomo  aparente  sobre  el  plano  vertical ,  nos  lo  da- 
rán (n?  106)  los  planos  tanjentes  que  sean  perpendiculares  a  este  pla- 
no de  proyección ;  por  consiguiente,  sus  trazas  horizontales  deberán  ser 
perpendiculares  a  la  línea  de  tierra  y  tanjentes  como  las  de  arriba  a  la 
base  AECG  ;  en  virtud  de  esto  estas  trazas  serán  EE'  y  G6\  En  se- 
guida, como  estos  planos  tocarán  necesariamente  al  cilindro  según  las 
jeneratrices  EF  y  GH,  cuyas  proyecciones  verticales  son  las  rectas  E'F' 
y  G*H'  paralelas  a  á*b\  sígnese  que,  estas  dos  jeneratrices  formarán  el 
contomo  aparente  de  la  superficie  sobre  el  plano  vertical ;  de  modo  que 
cualquiera  otra  arista  que  se  halle  detras  de  estas  rectas ,  o  que  ter- 
mine en  el  semicírculo  EAG  ,  será  inmnble  en  proyección  vertical. 

110.  Resolvamos,  ahora,  el  problema  propuesto,  suponiendo  que  M 
es  la  proyección  horizontal  del  punto  dado;  y  en  concepto  de  que  este 
debe  hallarse  sobre  la  superficie,  no  podremos  tomar  arbitrariamente  la 
segunda  proyección  de  este  punto,  porque  esta  va  a  resultar  de  la  pri- 
mera. Con  efecto ,  por  el  punto  en  cuestión ,  situado  sobre  la  superficie 
del  cilindro,  pasa  necesariamente  una  jeneratriz  que  estará  proyectada 
horizontalmente  en  la  recta  ML  paralela  a  ah\  y  como  ML  va  a  en- 
contrar a  la  base  del  cilindro  en  L ,  este  punto  debe  ser  la  traza  hori- 
zontal de  esta  jeneratriz,  cuya  proyección  vertical  será  por  consiguiente 
L*K'  paralela  a  á^b* ;  y  así  es  que,  proyectando  el  punto  M  a  la  recta 
L^K',  hallaremos  las  dos  proyecciones  M  y  M'  del  punto  asignado  so- 
bre la  superficie  del  cilindro. 

Esto  no  obstante ,  hai  en  este  caso  otra  segunda  solución  ;  porque 
como  la  recta  ML  corta  a  la  base  en  dos  puntos  L  y  Y,  podremos 
también  decir  que  V  es  la  traza  de  otra  arista  proyectada  asimismo  so- 
bre MY,  pero  que  tendrá  por  proyección  vertical  a  Y'K",  de  modo  que, 
si  referimos  el  punto  M  a  esta  última  recta  en  el  punto  M",  habrá  so- 
bre el  cilindro  otro  segundo  punto  (  M ,  M"  )  qne  estará,  así  como  el 
primero  (M,  M') ,  proyectado  horizontalmente  en  M. 
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FiG.  39.  111.  Sentado  esto,  constroyamos  él  plano  tanjente  respecto  al  pun- 
to (M,  M').  Este  plano  contendrá  a  la  jeneratríz  (ML,  MX'),  y  por 
consiguiente  pasará  su  traza  por  el  pie  L  de  esta  recta;  y  como  adetnaSi 
debe  tocar  al  cilindro  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratríz  (n?  99)  ,  dicho 
plano  contondrá  necesariamente  la  tanjente  a  la  base  en  el  punto  L> 
es  decir,  a  la  línea  LQ ,  que  precisamente  será  la  traza  horizontal  del 
plano  pedido.  Para  hallar  la  otra  traza ,  determinaremos  el  punto  K 
en  que  la  recta  (ML,  M'L')  contenida  en  este  plano,  penetra  al  plano 
vertical ,  y  QK'  será  la  traza  vertical  del  plano  tanjente.  Pero  si  coib# 
en  el  depurado  que  presentamos,  sucede,  que  la  traza  PQ  vaya  a  cortar 
a  la  línea  de  tierra  auna  distancia  grande ,  tiraremos  por  el  punto  (Mr 
M*) ,  una  recta  auxiliar  que  sea  paralela  a  la  traza  horizontal  LQ ,  y 
cuyas  proyecciones  serán,  evidentemente,  la  MX  paralela  a  QXi  y  la 
M'X'  paralela  a  la  línea  de  tierra;  construyendo  en  seguida  el  punto  X' 
en  que  esta  auxiliar  va  a  penetrar  al  plano  vertical,  deberá  este  punto 
pertenecer  también  a  la  traza  vertical  del  plano  tanjente ,  que  será  la 
X'K\  Será  mui  bueno  que  empleemos  en  todos  casos  este  medio,  como 
un  verificador  del  resultado. 

En  cuanto  al  plano  tanjente  relativo  al  punto  (M ,  M '')  observaremos 
que  en  este  caso  la  jeneratriz  de  contacto  está  proyectada  en  MV  y 
M^^  y  ;  luego  tirando  por  el  pie  Y  de  esta  recta  una  tanjente  VS  a  la 
base  del  cilindro ,  esta  será  la  traza  horizontal  de  este  nuevo  plano  tan- 
jente. La  traza  vertical  SK^'  se  determinará,  como  arriba,  hallando 
el  punto  K'^  en  que  la  jeneratriz  de  contacto  penetra  al  piano  vertical; 
o  sino,  recurriremos  también  a  la  hirizontal  (MY,  M"  Y' )  que  nos  dará 
.  otro  tercer  punto  Y'  de  esta  traza. 

112.  Observamos,  ademas,  que  conteniendo  los  dos  planos  tanjen- 
tes  PQR'  y  PSR',  que  acabamos  de  construir ,  a  dos  jeueratrices  del 
cilindro  que  son  paralelas  entre  sí ,  no  podrán  cortarse  estos  planos  si 
no  según  una  recta  paralelas  a  estas  jeueratrices.  Por  consiguiente ,  si 
construimos  (n®  27)  la  intersección  (PR,  P'R')  de  estos  dos  planos ,  de- 
berá esta  recta  ser  exactamente  paralela  a  (ab  a^b')  ,  lo  que  nos  pro- 
porcionará otra  nueva  verificación  de  las  operaciones  gráficas  ante- 
riores. 

113.  En  conformidad  con  las  razones  espuestas  en  el  n?  108,  nos 
hemos  propuesto ,  en  el  presente  depurado ,  el  construir  solo  las  tra- 
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zas  de  ios  planos  tanjentes,  sin  mirar  a  estos  como  realmente  exis- 
tentes; pero  en  el  supuesto  de  que  estas  líneas  subsisten ,  será  preciso 
puntuar  las  partes  de  ellas  que  e^ten  ocultas  por  las  proyecciones  del 
cilindro ,  tanto  sobre  el  plano  horizontal  como  sobre  el  vertical.  En 
cuanto  a  las  aristas  del  cilindro ,  hubiéramos  podido  puntuar  de  todas 
ellas  las  que  nos  han  servido  de  líneas  auxiliares  para  llegar  a  hallar  los 
planos  tanjentes;  pero  hemos  preferido  mirar  a  todas  estas  rectas,  como 
otras  tantas  jeneratrices  que  realmente  existentes ,  cuyo  conjunto  es- 
presa mejor  la  forma  de  *la  superficie ;  según  esto ,  estas  líneas  se  han 
debido  representar  por  medio  de  una  línea  seguida  o  puntuada  en  ra- 
zón de  ser  visibles  o  invisibles:  cuya  distinción  ejecutamos  practicando 
las  reglas  enunciadas  enel  n?  109. 

114.  Si  queremos  construir  la  curba  que  forma  la  penetración  del 
cilindro  en  «el  plano  vertical ,  bastará  para  conseguirlo,  hallar  las  trazas 
de  las  diferentes  jeneratrices  de  esta  superficie,  sobre  el  plano  de  que 
trata ,  y  de  este  modo  hallaremos  la  línea  F'K'D'H'K"B'  que ,  en  el 
ejemplo  de  que  tratamos,  es  una  elipse;  esta  deberá  tocar  en  los  puntos 
K'  y  K",  a  las  trazas  de  los  planos  tanjentes ,  porque  estos  contienen 
(n?  99)  las  tanjentes  a  todas  las  curbas  situadas  sobre  el  cilindro,  y 
tiradas  por  los  diversos  puntos  de  su  arista  de  contacto.  Para  hallar 
el  punto  mas  altó  y  mas  hajo  de  la  curba  F'K'D^H' bastará  cons- 
truir las  dos  jeneratrices  correspondientes  a  los  puntos  de  la  base  T  y  ¿ 
en  los  cuales  la  tanjente  es  paralela  a  la  linea  de  tierra.  Porque,  res- 
pecto a  cada  una  de  estas  jeneratrices ,  a  la  (  TV,  T '  V '  )  por  ejem- 
plo, el  plano  tanjente  correspondiente  cortará  al  plono  vertical  según 
una  recta  que  evidentemente  será  paralela  a  la  línea  de  tierra ,  y  por 
consiguiente  horizontal ;  ademas,  debiendo  tocar  necesariamente  esta 
intersección  a  la  curba  F'K'D'H'....  se  sigue  claramente  que  el  punto 
V  es  precisamente  el  punto  en  que  la  tanjente  es  horizontal.  Observe- 
mos ademas  que ,  esta  consecuencia  es  también  cierta  en  un  cilindro 
cualquiera,  aun  cuando  su  base  sea  otra  curba  arbitraria  diferente 
del  círculo. 

115.  Por  último  añadiremos  que,  si  se  hubiese  elejido  por  directriz 
del  cilindro  ,  una  curba  cualquiera  situada  en  el  espacio  y  definida  por 
medio  de  sus  dos  proyecciones  sobre  los  planos  fijos ,  hubiéramos  po- 
dido reducir  la  cuestión  al  caso  del  núm.  109  j  tirando  por  los  diver- 
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808  puntoB  de  esta  curba  rectas  paralelas  a  la  recta  (ab,  a^V)^  y  deter- 
minando en  seguida  las  trazas  de  estas  jeneratrices  sobre  el  plano  horí* 
zontal;  de  este  modo  hubiéramos  hallado  la  base  AELG,  que  es  la  mis- 
ma que  desde  un  princpio  hemos  elejido. 

116.  Tirar  un  plano  tanjente  a  un  cilindro  ^  por  un  punto  dado 
fííera  de  esta  superficie. 

FIO.  39.  Concibamos  que  respecto  a  este  cilindro  existen  los  mismos  datos  que 
anteriormente ,  y  sea  (N»  N')  el  punto  señalado  en  el  espacio ;  tirare* 
mos  por  este  punto  y  paralelamente  a  las  jeneratrices ,  una  recta  (NPt 
N'P'),  la  cual  evidentemente  deberá  hallarse  contenida  en  su  totali- 
dad en  el  plano  tanjente  que  buscamos »  porque  este ,  cualquiera  que 
él  sea  y  contendrá  también  precisamente  a  una  arista  del  cilindro. 
LuegOi  si  construimos  la  traza  horizontal  P  de  esta  recta ,  tendremos 
conseguido  un  punto  de  la  traza  del  plano  pedido ;  y  debiepdo  esta  to- 
car a  la  base  del  cilindro  (n?  99),  será  alguna  de  las  tanjentes  PLQ  o 
PYS  que  por  el  punto  P  pueden  tirarse  a  esta  base.  Habrá  por  consí* 
guíente  dos  planos  que  resolverán  el  problema ,  y  sus  trazas  verticales 
se  hallarán  fácilmente ,  porque  cada  uno  de  estos  planos  contendrá  a 
la  recta  (PIV»  P '  N ' )  ya  la  arista  que  parte  del  punto  de  contacta 
L  o  y  (^).  Podríamos  taftibien  figuramos,  como  lo  hemos  hecho  en  el 
n?  111,  que  por  el  punto  dado  (N ,  N^)  se  habia  tirado  una  horizontal 
situada  en  el  uno  o  en  el  otro  de  los  planos  tanjentes,  'y  construir  en 
seguida  la  traza  vertical  de  esta  recta. 

117.  Hallar  un  plano  que  sea  tanjente  a  un  cilindro  y  paralelo  a 
una  recta  dada. 

Fia.  40.  S®^  AECG  la  base  del  cilindro  sobre  el  plano  horizontal ,  y  (  EF, 
E'F^)  una  de  las  jeneratrices :  construiremos  el  contorno  aparente  de 


(*)  Sucede  en  el  caso  presente  que  los  puntos  de  contacto  hyYse 
hallan  sobre  una  misma  paralela  a  la  recta  ab ,  porque  hemos  querido 
que  la  figura  del  problema  precedente  sirva  también  para  este ;  pero 
cuando  se  tome  el  punto  (N,  N')  enteramente  arbitrario^  no  tendrá  jene* 
raímente  lugar  esta  circunstancia ,  adetnas  de  que  esto  no  hará  variar 
en  nada  los  raciocinios  que  nos  han  servido  para  resolver  el  problema 
que  nos  ocupa. 
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eata  superficie  sobre  los  dos  planos  fijos,  según  lo  hemoa  practicfi^o  en 
el  núm.  109;  si  en  seguida,  representamos  por  (niUy  rvCtC)  la  recta  d,af]|^y 
será  preciso  tirar,  por  un  punto  de  esta  línea,  una  paralela  {mu,  m^oT)  a  las 
jeneratrices  del  cilindro,  y  hacer  pasar,  en  seguida,  un  plano  por  estas 
dos  rectas.  Este  plano  ,  que  tendrá  por  traza  horizontal  a  an  ,  deberá 
ser  paralelo  al  plano  tanjente  que  buscamos ,  porque  este  último  plano 
contendrá  a  una  arista  del  cilindro ,  y  será  también  paralelo  a  las  4qs 
rectas  proyectadas  en  vía  y  mn ;  luego  la  traza  de  este  plano  tanjente 
será  una  de  las  dos  tanjentes  PQ  o  TS  tiradas  a  la  base  paralela- 
mente a  an.  Por  consiguiente  habrá  también  en  esto  caso  dos  solu- 
ciones, y  las  trazas  verticales  QR'  y  SV,  se  hallarán  mui  fácilmen- 
te por  medio  de  las  aristas  de  contacto  que  serán  (PR  P'R')  res- 
pecto a  uno  de  los  planos,  y  (TV,  T'V)  respecto .  al  otro.  En  el 
caso  presente  los  dos  planos  tanjentes  serán  evidentemente  parale- 
los entre  sí,  y  por  consiguiente  sus  trazas  verticales  deberán  tam- 
bién ser  paralelas  una  a  otra. 

118.  Al  terminar  estos  problemas  relativos  a  los  cilindros,  observfei- 
remos  que,  no  se  nos  podría  exijir  que  un  plano  fuese  tanjente  a  es- 
tas superficies  y  pasase  al  mismo  tiempo  por  una  recta  dada.  Por- 
que por  el  solo  hecho  de  que  un  plano  tocase  a  un  cilindro  en  un 
punto,  seria  forzosamente,  según  hemos  visto  núm.  99,  tanjente  en 
todo  el  largo  de  la  jeneratriz  que  pasase  por  este  punto;  de  modo 
que  esta  primj^ra  condición  contiene  implícitamente  dos,  en  virtud  46 
las  cuales  el  plano  que  buscamos  debe  efectuar  el  contacto  en  dos 
puntos  de  la  superficie;  si  a  esta  obligación  añadimos  aun  la  de  pa- 
sar por  una  recta  o  dos  puntos  tomados  fuera  de  la  misma  super- 
ficie, tendremos  aquí  cuatro  condiciones  distintas,  cuando  solas  tres 
son  necesarias  para  determinar  la  posición  de  un  plano.  Bin  embar- 
go,* si  la  recta  dada  fuese  paralela  a  las  aristas  del  cilindro,  lo  que  en 
sustancia  equivaldría  a  fijar  un  solo  punto,  quedarla  el  problema  reduci- 
do al  del  núm.  116. 

119*  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  cónica  por  un  punto 
dado  sobre  ella. 

Sea  ACBD  la  curba  directríz  que  supondremos  trazada  en  el  pía-  pie.  41. 
no  horizontal,  y  (S^S')  el  cúspide  del  cono;  principiaremos  por  de- 
terminar el  contorno  aparente  de  esta  superficie  sobre  el  plano  ho- 

10 
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rízontal,  para  lo  que  determinaremos  (núm.  106)  todos  los  planos  tan- 
j entes  que  pueden  ser  verticales.  Y  como  los  planos  de  esta  natu- 
raleza tienen  por  traza  horizontal  a  la  proyección  misma  de  la  je- 
neratriz  que  se  halla  sobre  ellos,  sigúese  que  esta  traza  pasará  por 
el  punto  S;  y  como  ademas  debe  tocar  a  la  base,  en  atención  a  que 
también  en  este  caso  tiene  lugar  el  contacto  del  plano  tanjente  en 
todo  el  largo  de  una  jeneratriz  (num.  100),  concluimos  de  aquí  que 
las  tanjentes  SA  y  SB  tiradas  desde  el  punto  S,  son  las  trazas  de  los 
planos  tanjentes  verticales,  y  que  estos  tocan  al  cono  según  las  dos 
aristas  (SA,S'A')  y  (SB,S'B'),  que  son  las  que  forman  el  contomo 
aparente  de  la  superficie  cónica  con  relación  al  pinino  horizontal.  T)e  modo 
que  cualquiera  jeneratriz  que  se  héWe  debajo  de  estas,  es  decir  que  termi- 
ne en  la  porción  ADB  de  la  base,  ñerkinvisihle  sobre  el  plano  horizontal. 

£n  cuanto  al  contorno  aparente  sobrede!  plano  vertical,  le  halla- 
remos por  medio  de  ios  planos  tanjentes  al  cono  que  sean  perpen- 
diculares a  este  plano  de  proyección  (núm.  106);  según  esto  y  como  las 
trazas  horizontales  de  estos  planos  deben  ser  perpendiculares  a  la  lí- 
nea de  tierra,  y  tanjentes  al  mismo  tiempo  (num.  100)  a  la  base  ACBD» 
concluiremos  que  las  rectas  CC  y  DD'son  estas  trazas.  Y  como  ade- 
mas, estos  planos  tocarán  al  cono  evidentemente  según  las  jeneratrí- 
ces  (CS,C'S')  y  (DS,D'S'),  sigúese  que  estas  dos  rectas  formarán 
el  contorno  aparente  de  la  superficie  proyectada  sobre  el  plano  ver- 
tical; y  por  consiguiente  toda  arista  que  se  halle  detrati  de  estas  rec- 
tas, o  que  termine  en  la  porción  CAD  de  la  base,  será  invisible  en 
la  proyección   vertical. 

120.  Volvamos  ahora  al  problema  primitivo,  y  supongamos  que  sea 
M  la  proyección  horizontal  del  punto  dado-  No  debe  tomarse  arbitra- 
riamente la  otra  proyección;  porque  supuesto  que  el  punto  en  cues- 
tión pertenece  a  la  superficie,  debe  hallarse  sobre  una  jeneratriz  de- 
terminada que  no  puede  tener  por  proyección  horizontal  sino  la  lí- 
nea SM;  por  consiguiente  esta  recta  tendrá  por  traza  horizontal  al 
punto  E  o  al  G,  y  en  virtud  de  esto  su  proyección  vertical  será  S*E* 
o  S'G'.  Luego  si  referimos  a  ellas  el  punto  M  por  medio  de  una 
perpendicular  a  la  línea  de  tierra,  hallaremos  para  el  punto  dado  las 
dos  soluciones  (M,M')  y  (M,M"). 
Fie.  41.     121.     Sentado  esto,  construyamos  el  plano  tanjente  que  pase  por 
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el  primero  de  estos  dos  puntos.  Este  plano  contendrá  alajeneratriz 
(8E,S'E')  y  tocará  al  cono  en  toda  la  lonjitud  de  esta  recta  (nám. 
100);  por  consiguiente,  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  tanjente  PEQ 
de  la  base.  En  cuanto  a  su  traza  vertical,  deberá  pasar  por  el  pun- 
to (F,F')  en  que  la  arjsta  de  contacto  penetra  al  plano  vertical,  y 
por  el  punto  Q  en  que  la  traza  PE  va  a  cortar  a  la  línea  de  tier- 
ra; pero  como  este  punto  Q  se  halla  en  el  caso  presente  fuera  del 
cuadro,  salvaremos  este  inconveniente,  suponiendo  que  por  el  pun- 
to (M,M')  y  en  el  plano  tanjente  que  Jbuscamos,  se  tira  una  horizon- 
tal (MX,M'X')  la  cual  irá  a  penetrar  al  plano  vertical  en  X',  y  nos 
proporcionará  otro  nuevo  punto  de  la  traza  pedida  QX'F\ 

Así  mismo,  como  respecto  al  punto  (M,M"),  es  (SG,S-G')  la  aris- 
ta de  contacto,  tendremos  que  la  tanjente  GY  será  la  traza  horizon- 
tal del  plano  tanjente  de  que  al  presente  tratamos;  y  su  traza  ver- 
tical YF"  se  determinará  hallando  el  punto  F"  en  que  la  arista  de 
contacto  (GS,G'S')  va  a  penetrar  al  plano  vertical:  o  bien,  según  lo 
hemos  practicado  anteriormente,  nos  valdremos  de  una^  horizontal 
(MY,J!r'Y'j  situada  en  el  plano  tanjente  de  que  tratamos. 

122.  Observamos  que  los  dos  planos  tanjentcs  que  acabamos  de 
determinar,  contienen  cada  uno  de  ellos  una  jeneratriz  del  cono  y 
que  en  virtud  de  esto  pasarán  ambos  por  el  cúspide  (S,S');  de  a- 
quí  resulta  que  si  construimos  (núm.  27)  su  intersección,  que  se  ve 
proyectada  según  PR  y  P*R',  sucederá,  necesariamente,  que  la  prime- 
ra de  estas  líneas  pase  por  S  y  la  segunda  por  S',  esto  nos  pro- 
porcionara una  verificación  de  ías  construcciones  anteriores.  Ademas, 
las  trazas  verticales  deberán  tocar  en  F'  y  F"  a  la  curba  según  la 
cual  costa  el  plano  vertical  al '  cono,  cuya  curba  se  constniirá  deter- 
minando los  puntos  en  que  las  diferentes  jeneratrices  van  a  penetrar 
a  este  plano  de  proyección. 

123.  Tirar  un  plano  tanjente  auna  superficie  cónica  por  un  pun- 
to dado  fuera  de  ella. 

Sea  también  ABC   la  base 'del  cono  y   (S,S*)  el  cúspide;  deter-  ríe.  4«. 
minaremos  como  anteriormente  el  contorno   aparente   de  la  superfi- 
cie sobre   cada  uno  de  los  planos  fijos,  y  representaremos  por  (N,N') 
el   punto  elejido  en  espacio.   Como  el  plano  tanjente  que  buscamos 
debe  contener  a  una  jeneratriz,  pasará  precisamente  por  el  cúspide 
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(S,S')  y  por  consiguiente  contendrá  a  la  recta  (SNjáTiV):  luego  é* 
determinamos  el  pie  (?>?')  de  esta  recta  y  tírame»  por  él  las  deú 
tanjentes  FEQ,  PQV  a  la  base,  estas  serán  las  trazas  horizontale* 
de  los  dos  'planos  tanjentes  que  cumplen  con  la  cuestión.  Eil  ctiann» 
to  a  las  trazas  verticales,  las  determinaremos  por  medio  de  la  rec- 
ta (SNjS'N')  contenida  en  los  dos  planos,  o  bien  por  medio  de  las 
aristas  de  contacto  de  estos  planos,  que  evidentemente  son  {&E^ 
&£P)  y  (S6,S'G').  También  podríamos  emplear  una  horizontal  au** 
xiliar  tirada  por  el  punto  (N,N')  en  cada  cono  de  tos  planos  1;aii)e»' 
tes,  del  mismo  modo  que  lo  hemos  practicado  ya  varias  veces» 

124.  Hallar  un  plano  que  sea  tánjante  a  tm  cano  y  paraleio  m 
una  recta  dada. 

riQ.  42.  Conservemos  para  este  problema  los  mismos  datos  que  astei^ior- 
mente,  y  sea  (mn^nCn^)  la  recta  a  quien  debe  ser  paralelo  el  ¡^larta 
tanjente.  Como  este  plano  ha  de  pasar  precisamente  por  el  cÜÉpi^ 
de,  si  por  este  punto  y  paralelamente  a  (mn^nCtC)  tiramos  la  recta 
(S^P,ST'),  tendremos  que  esta  rectaestará  contenida  en  el  plano  pe^ 
dido;  por  consiguiente  la  traza  (P,P')  de  esta  recUt  pertenecerá  4  la- 
traza  horizontal  del  plAno  tanjente,  y^segun  esto  esta  traza  será  Una 
de  las  dos  .tanjentes  P£Q,PGy  tiradas  a  la  base.  Habrá  tambieil 
dos  soluciones  en  este  problenoa,  y  las  trazas  verticales  de  éstos  pía* 
«os  se  determinarán   lo  mismo  que  en  el  numero  precedeüte. 

125.  Supuesto  que  todo  plaño  que  es  tanjente  a  una  Superficie 
cónica  en  un  punto,  toca  precisamente  a  esta  misma  superficie  eo 
todo  el  largo  de  una  recta  (num.  100),  la  observación  que  hicimo» 
en  el  num.  118  se  aplica  también  aquí,  y  asi  resulta  que  no  podría 
exijírsenos  el  que  un  plano  fuese  tanjente  a  un  cono  y  pasase  al 
mismo  tiempo  por  una  recta  o  por  dos  puntos  dados,  a  no  ser  que 
la  recta  que  uniese  estos  dos  puntos,  pasase  también  por  el  cúspi^ 
de,  porque  en  tal  caso  todo  se  reduciría''  a  no  asignar  sino  un  solo 
punto  (núm.    123.) 

Al  concluir  este  capítulo,  le  agregaremos  algunos  problemas  c6ya 
solución   no  haremos  mas   de  indicar. 

126.  Tirar  por  una  recta  dada  un  plano  que  Jarme  con  el  ple^ 
no  horizontal  un  ángulo  determinado  ee. 

Bajaremos  desde  un  punto  cualquiera  de  la  recta,  una  perpendí- 
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cular  y  una  oblicua  al  plano  horizontal,  dirijiendo  esta  paralelamente 
al  plano  vertical,  y  de  modo  que  su  proyección  sobre  este  último 
plano  forma  el  ángulo  (b  con  la  línea  de  tierra.  Hecho  esto,  figu- 
rémonos que  esta  oblicua  jira  al  rededor  de  la  vertical,  y  én  en  este 
movimiento  describirá  un  cono  recto  cuya  traza  horizontal  será 
un  círculo  que  es  mui  fácil  determinar,  y  cuyas  aristas  esta- 
rán todas  inclinadas  sobre  el  horizonte  la  misma  cantidad  (b\  por 
consiguiente,  si  a  este  cono  le  tiramos  un  plano  tanjente  que  pase 
por  la  recta  dada^  se  convierte  el  problema  propuesto  en  el  del  núm. 
123,  y  hallaremos,  manifiestamente,  un  plano  que  cumplirá  con  las  Con- 
diciones pedidas  en  la  cuestión. 

127.  Tirar  un  plano  tanjente  a  un  cilindro  dado  cuya  inclina- 
ción con  el  plano  horizontal  sea  ce.  Construiremos,  como  lo  hemos 
hecho  en  el  problema  precedente,  un  cono  de  revolución  cuyas  a- 
rmtas  formen  el  ángulo  <b  con  el  plano  horizontal;  en  seguida  tira- 
remos por  el  cúspide  uifa  rectajparalela  a  las  jeneratrices  del  cilin- 
dro, y  haciendo  pasar  por  esta  recta  un  plano  tanjente  al  cono  (núm. 
123),  no  quedará  mas  que  hacer  que  tirar  un  plano  tanjente  ál  ci- 
lindro paralelo  a  este  último;  cuyo  problema  lo ,  resolveremos  como 
el  del  núm.  117,  tirando  una  tanjente  a  la  basé  del  cilindro  para- 
lela a  la  traza  horizontal  del  plano  que  toca  al  cono,  conocemos  mui 
bien  que  este  problema  ^erá  imposible,  siempre  que  la  paralela  tira- 
da por  el  cúspide  del  cono  auxiliar,  termine  en  el  interior  de  su  base. 

Si  se  nos  propusiese  la  misfna  cuestión  respecto  a  un  cono  defi- 
nido por  una  base  cualquiera,  seria  preciso  modificar  la  solución  to- 
mando por  cúspide  del  cono  de  revolución  el  mismo  punto  que  sir- 
ve de  cúspide  a  la  superficie  cónica  dada  por  el  problema;  y  én  se- 
guida se  deberá  tirhr  una  tanjeute  común  a  las  bases  de  estos  dos 
conos,  y  esfa  será  la  traza  horizontal  del  plano  pedido. 

128.  Tirar  por  un  punto  dado  Una  recta  que  sea  tanjente  a  una 
superficie  cónica  y  paralela  también  a  un  plano  dado.  En  primer  lu- 
gar construiremos  un  plano  que  toque  al  cono  y  pasa  por  el  pun- 
to que  indica  la  cuestión;  en  seguida,  cortaremos  a  este  plano  con 
otro  tirado  desde  el  mismo  punto  paralelamente  al  plano  dado;  he- 
cho esto,  la  intersección  de  los  dos  planos  construidos  de  este  mo- 
do, nos  dará  patentemente  una  recta  que  ctimplirá  con  la  cuestión. 
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CAPITULO  IV, 

De   los  planos  tanjenUs  a  las  superficies  de  revolución^  cuando  se 

nos  dá  el  punto  de  contacto. 

.  43.  1^^*  Supuesto  que  por  cada  punto  M  tomado  sobre  una  super- 
ficie de  revolución  (núm.  75)  pasan  siempre  un  meridiano  AMD  y  un 
paralelo  FMG,  si  construimos  las  tanjentes  MT  y  MV  a  estas  cur- 
bas,  y  hacemos  pasar  un  plano  por  estas  dos  rectas,  este  será  (nám. 
103)  el  plano  tanjente  de  la  superficie  en  el  punto  M.Y  como  la 
tanjente  MV,  situada  en  el  plano  del  círculo  FMG,  es  evidentemen- 
te perpendicular  a  un  mismo  tiempo  al  radio  MO,  y  al  eje  AO; 
sigúese  que  también  será  perpendicular  al  plano  meridiano  AOM,  y 
por  consiguiente  el  plano  tanjente  que  contenga  a  MV,  será  tam- 
bién perpendicular  al  meridiano.  Y  como  esta  .consecuencia  es  indepen- 
diente de  la  naturaleza  de  la  curba  AMD  y  de  la  posición  del  pun^ 
to  M,  resultará  de  aquí  el  teorema  notable  siguiente:  En  toda  super- 
ficie  de  revolución^  el  plano  tanjente  es  siempre  perpendicular  al  pla- 
no meridiano  quépase  por  el  punto  de  contacto. 

130.  Tirando  por  el  punto  M  una  normal  MN  a  la  superficie^ 
esta  recta  que  es  perpendicular  al  plano  tanjente,  estará  contenida 
precisamente  en  plano  meridiano  AMD;  luego  en  toda  superficie  de 
revolución,  la  normal  encuentra  al  eje. 

Ademas,  esto  encuentro  tiene  lugar  en  un  mismo  punto  del  eje 
cnairdo  las  normales  como  MN,PN,FN....  corresponden  a  un  mismo 
paralelo.  En  efecto,  cuando  el  plano  meridiano  AMD  jira  al  rede- 
dor del  eje,  llevando  consigo  a  las  rectas  MN  y  MT,  no  deja  nun- 
ca la  primera  de  ser  perpendicular  a  la  segunda;  ademas,  esta  rec- 
ta móvil  MN,  que  siempre  está  contenida  en  el  plano  meridiano, 
es  lo  mismo  que  este  (níim.  129)  sucesivamente  perpendicular  a  ca- 
da una  de  las  tanjentes  tales  como  MV  del  paralelo;  luego  según 
vemos  MN  es  siempre  perpendicular  a  dos  tanjentes,  y  por  consi- 
guiente nprmal  a  la  superficioi  en  todas  las  posiciones'  que  ocu- 
pe  cuando  jire  al  rededor  del  eje  AD.  Y  como  en  todo  este 
movimiento  permanece  inmóvil  el  punto  N  de  la  normal  MN,  resul- 
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ta  de  aquí  que  todas  las  normales  tiradas  por  los  diferentes  puntos 
de  un  mismo  paralelo,  forman  siempre  un  cono  recto  cuyo  cúspide 
está  sobre  el  eje:  pero  eate  cúspide  varia  cuando  de  un  paralelo  pa- 
samos a  otro. 

Después  de  haber  hecho  notar  estas  propiedades  jenerales  y  co- 
munes a  todas  las  superficie  de  revolución,  vamos  a  ocupamos  en 
el  plañó  tanjente. 

131,  Tirar  por  un  punto  dado  sobre  una  superficie  de  revolución 
cuyo  meridiano  es  conocido,  un  plano  que  sea  tanjente  a  esta  super- 
ficie. 

Para  simplificar  las  construcciones,  elijamos  el  plano  horizontal  de  fio.  44. 
modo  que  sea  perpendicular  al  eje  de  revolución:  en  cuyo  caso,  co- 
mo esta  recta  es  vertical,  se  proyectará  horizontalmente  en  el  pun- 
to O,  y  verticalmcnte  según  la  recta  0'Z\  Sea  ademas  A'B'D'  la  pro- 
yección del  meridiano  principal,  es  decir  de  el  que  es  paralelo  al 
plano  vertical,  y  que  está  proyectado  horizontalmente  en  OB  para- 
lela a  la  línea  de  tierra:  en  el  caso  presente  este  meridiano  es  una 
elipse,  deja  cual  uno  de  los  diámetros  principales  coincide  con  el  eje 
de  rotación,  y  por  consiguiente  la  superficie  enjendrada  será  un  elip- 
soide de  revolución  (num.  79);  pero  los  raciocinios  y  construcciones, 
serán  enteramente  semejantes  cuando  la  curba  meridiana  sea  cual- 
quiera otra.  El  mayor  de  los  paralelos,  o  el  equador  de  la  superfi- 
cie, es  visiblemente  el  círculo  descrito  por  el  semi-eje  C'B',  que  se 
proyecta  horizontalmente  según  un  círculo  BKE  igual  al  primero,  y 
forma  el  contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  al  plano  hori- 
zontal (niim.  106  );  con  efecto,  en  toda  la  ostensión  del  equador  (B'E^ 
BKE)  serán  los  planos  tanjentes  verticales  porque  cada  uno  de  ellos 
contiene  a  la  tanjente  del  meridiano,  la  cual  es  una  vertical  como  la 
B'B.  En  cnanto  al  contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  al 
plano  vertical,  será  el  meridiano  principal  (A'B*D'E',BE);  porque  es- 
te contorno  debe  estar  formado  (níim.  106)  por  los  puntos  de  con- 
tacto de  todos  los  planos  tanjentes  perpendiculares  al  plano  verti- 
cal; y  como  los  planos  tanjentes  en  toda  la  ostensión  de  esta  cur- 
ba meridiana  son  (num.  129)  perpendiculares  todos  a  su  plano,  sí- 
gnese que  también  lo  serán  al  plano  vertical  de  proyección.  No  afta- 
diremos  mas  posiciones  de  la  jeneratríz  para  espresár  (núm.  93)  la  fir- 
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mA  de  la  siiperfície;  pqr  que  está  suficientemente  indicada  con  íó 
que  precede;  pero  sin  embargo  veremos  mas  ^delante  (num.  137)  el 
modo  de  construir  l^s  proyecciones  tantas  curbas  meridianas  cuaniM 
se  quieran  trazar. 

132.  Sentado  esto,  sea  M  la  proyección  horizontal  del  punto  dada  po- 
bre la  superficie;  no  podremos  tomar  arbitrariamente  la  segunda  proyoe* 
cion  de  este  punto,  supuesto  que  debe  estar  situado  en  el  pun^Q  « 
de  encuentro  de  la  vertical  levantada  en  M  y.  del  meridiano  que 
está  proyectado  según  OK.  Pero  si  hacemos  jirar  a  este  al,rejd#^ 
dor  del  eje  (0,0'Z')'hasta  tanto  que  coincida  con  el  meridiano  prin- 
cipal OB,  en  este  caso  estará  proyectado  verticalmente  según  A'B'D'; 
y  como  en  virtud  de  este  movimiento  la  proyección  M  habrá  dj^s-^ 
crito  el  arco  MG,  concluiremos  de  aquí  que  la  proyección  verti^^} 
del  punto  que  buscamos  está  representada  en  la  actualidad  en  Iw 
p^atos  G'  o  G'\  Si  ahora  restituimos  el  meridiano  móvil  a  la  ppr 
sicion  OKy  el  punto  de  que  tratamos  que  durante  Qste  movimieptO 
no  ha  variado  de  altura,  permanecerá  proyectado  verticalmente  sobr# 
la  horizontal  GT' o  la  G"F",  de  donde  se  sigue  que  en  su  pQsÍQÍpi) 
primitiva,  estaba  proyectado  en  M'  o  en  M'';  y  asi  es  que  hai  dos  pu^-r 
tos  (M,M')  y  (M,M'')  sobre  )a  superficie,  que  ambos  están  proyeptjEk 
do  horizontalmente  en  M. 
Pía.  44.  133.  Consideramos  el  primero,  de  estos  puntos  (M,M'),  y  pfur^ 
determinar  el  plano  tanjente  en  él,  le  sujetaremos  a  pasar  por  do9 
tanjentes  a  la  superficie  (núm.  103),  a  saber:  por  la  taujente  al  me- 
ridiano y  la  tanjente  al  paralelo;  pero  como  la  proyección  de  la  cur? 
ba  meridiana  relativa  al  punto  (M,MO  no  se  nos  da  inmediatamente, 
y  según  esto  no  podemos  tirarle  directamente  una  tanjente,  aplica- 
remos el  plano  vertical  OMK  sobre  el  meridiano  principal  OB.  De 
este  modo  el  punto  (M,M')  se  trasportará  a  (G,G')  y  en  esta  sitúa 
cion  será  fácil  construir  la  tanjente  G'H'  que  penetrará  al  plano  ho? 
rizontal  en  el  punto  H  sobre  la  OB;  si  en  seguida  restituimos  el 
meridiano  móvil  a  su  primitiva  posición  OMK,  y  tendremos  que  el  pie 
II  de  esta  tanjente  describirá,  patentemente,  un  arco  de  círculo  termir 
nado  en  T,  mientras ^que  el  punto  de  contacto  G^  se  restituirá  a  M';  lue- 
go proyectando  el  punto  T  a  la  línea  de  tierra,  hallaremos  que  M'T* 
y  MT  son  las  proyecciones  de  la  tanjente  ^  meridiano  que  pas^ 
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por  ei  ponto  (M,M^).  Observemos,  ademas  que  esta  tanjente  prolon- 
gada debe  encontrar  al  eje  de  la  superficie  en  el  mismo  punto  Z'  en 
que   termina  ia   recta  G  H\ 

En  cuanto  al  paralelo  relativo  a  este  punto  (M ^M'),  está  eviden- 
temente proyectado  sobre  el  círculo  GMF  y  sobre  G'F';  por  con- 
siguiente su  tanjente  es  ia  horizontal  (MV,M'V')  perpendicular  al 
plano  meridiano  OMK.  Ahora  bien,  el  plano  que  contenga  a  las 
dos  tanjentes  determinadas  de  este  modo,  tendrá  por  traza  horizon- 
tal a  una  recta  TU  que  pasa  por  el  pie  T  de  la  primera  tanjente, 
tirada  paralelamente  a  MY  que  es  una  horizontal  contenida  en 
este  plano  tanjente;  en  seguida  tendremos  la  traza  vertical  UV  de 
este  mismo  plano,  construyendo  el  punto  V*  en  que  la  recta  (MY, 
M'Y')  va  a  penetrar  al  plano  vertical. . 

Por  un  medio  enteramente  semejante  hallaremos  cl  plano  tanjen- 
te relativo  al  punto  (M,M"),  aplicando  en  primer  lugar  el  punto  M" 
a  G"  sobre  el  meridiano  principal  y  tirando  por  este  la  tanjente  G"L'- 
Refiriendo  en  seguida  el  pie  (L,L')  de  esta  recta  al  meridiano 
OK,  vendrá  a  parar  a  R;  y  como  la  tanjente  al  paralelo  es  en  es- 
te caso  (MY,M"Y"),  sígnese  que  las  trazas  del  plano  tanjente  serán 
RS  paralela  a  MV  y  SY". 

134.  Bueno  será  observemos  que,  según  la  dirección  de  la  tan- 
jente MY  al  paralelo,  todo  plano  tanjente  a  una  superficie  de  revo- 
lución, tendrá  siempre  su  traza  horizontal  perpendicular  a  la  del 
plano  meridiano  que  pase  por  el  punto  de  contacto,  a  lo  menos  mien- 
tras sea  vertical   el  eje   de   la  superficie. 

135.  Observemos  ademas  que  como  los  dos  planos  tanjentes  en  (M,M') 
y  en  (M,M")  tienen  sus  trazas  TU  y  RS  paralelas,  deberán  cor- 
tarse según  una  horizontal;  y  por  un  efecto  de  la  simetría  de  la 
superficie  de  que  tratamos,  esta  horizontal  estará  situada  en  el  pla- 
no del  equador  E'B'.  Con  efecto,  como  las  tanjentes  G'H'  y  G"L' 
a  la  elipse  meridiana,  necesariamente  se  encuentran  en  un  pun- 
to (B  situado  sobre  el  eje  de  esta  elipse,  este  punto  transportado  a 
S  en  el  meridiano  OK  a  una  con  las  dos  tanjentes,  les  será  siem- 
pre común,  y  permanecerá  en  el  plano  del  equador  E'B':  luego  la 
horizontal  que  resulta  de  la  intersección  de  los  dos  planos  tanjen- 
tes,- pasará  por  el  punto  S;  y  por  esta  misma  razón  es  por  la  que 
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las  trazan  verticales  de  estos  planos  deben  cortarse  en  un  punto  P' 
situado  sobre  la  recta  E'B'g  prolongada. 
piG.  44.  136  Para  obtener  la  normal  Je  la  superficie  de  revolución  en  el  pun- 
to (M,M),  recordaremos  (nüm.  130)  que  todas  las  normales  en  todos 
los  puntos  de  un  mismo  paralelo,  van  a  cortar  al  eje  en  el  mismo  pun- 
to, y  que  ademas  cada  una  de  ellas  está  contenida  en  el  plano  meri- 
diano que  pasa  por  el  punto  de  contacto.  Asi  es  que,  después  de  haber 
aplicado  sobre  el  meridiano  principal  el  punto  M'  a  G'  tiraremos  por 
este  último  una  recta  G'  N'  perpendicular  a  la  tanjente  G'  H';  y  en 
seguida,  uniendo  el  pie  N'  de  esta  normal  con  el  punto  dado  M',  ob- 
tendremos la  normal  N'  M'  correspondiente  a  este  último  punto.  £sta 
por  lo  menos  es  su  proyección  vertical;  y  en  cuanto  a  su  proyección 
horizontal,  evidentemente  cae  sobre  O  M. 

Observemos  ahora  que,  siendo  esta  normal  perpendicular  al  plano 
tanjente  TUV,  las  trazas  de  este  último  deberán  ser  respectivamente 
perpendiculares  a  las  recta»  O  M  y  N'  M'  y  (núm.  33),  lo  cual  nos  pro- 
porciona una  verificación  de  las  construcciones  efectuadas  ya  respecto 
al  plano  tanjente,  o  también,  si  queremos,  un  medio  de  hallar  apriori 
sus  trazas,  porque  en  tal  caso  solp  se  trata  de  tirar  por  un  punto  cono- 
cido (M,  M')  un  plano  perpendicular  a  la  recta  (M  O,  M'  N').  Véase 
núm.  36. 

137  Hemos  visto  (núm.  132)  que  era  fácil,  partiendo  de  la  proyec- 
ción horizontal  M  de  un  punto  de  la  superficie,  deducir  de  ella  la  pro- 
yección vertical  M'  o  M";  si  ahora  aplicamos  el  mismo  procedimiento 
a  otros  varios  puntos  tales  como  K,  M,  Q....  tomados  en  el  plano  me- 
ridiano O  K,  podremos,  por  este  medio,  construir  la  proyección  vertical 
de  la  curba  meridiana  contenida  en  este  plano,  y  esta  curba  deberá  ser 
tanjente  a  las  rectas  T'  M'  y  R'  M",  repitiendo  en  seguida  la  misma 
operación  con  otros  planos  meridianos  diferentes  de  O  K,  hallaremos 
tantas  posiciones  cuantas  queramos  de  la  elipse  móvil  A*B'D',  todo  lo 
cual  serviría  para  completar  la  representación  gráfica  de   la  superficie. 

Asi  es  que  si  se  nos  diesen  las  proyecciones  de  una  jeneratriz  cual- 
quiera de  una  superficie  de  revolución,  construiriamos  fácilmente  por  me- 
dio de  operaciones  análogas,  el  meridiano  principal,  o  cualquiera  otra 
sección  meridiana  por  este  medio.  Podremos  proponernos,  como  ejemplo, 
el  caso  en  que  esta  jeneratriz  es  una  recta  que  no  encuentra  al  eje;  y  en  tal 


CAPITITLO   IV.   PLANOS   TANJBNTES   A   LAS   SUPERFICIES   DE   REVOLUCIÓN.  83 

ca3o  hallaremos  que  la  meridiana  es  una  hipérbola,  según  lo  veremos 
mas  adelante  (núm.  148). 

138  DjI  piaría  tanjente  al  Toao.  Si  hacemos  jirar  un  círculo  pie.  45. 
(A'B'C'B",ABC)  al  rededor  de  una  recta  (0"Z',0)  que  no  pasa  por 
su  centro,  p3ro  que  está  situada  en  su  plano,  veremos  que  este  meri- 
diano circular  enjendrará  una  especie  de  síiperjicie  anular  llamada  t(h 
roj  cuyos  puntos  estarán  todos  proyectados  horizontalmente  entre  el 
equador  descrito  con  el  radio  OC=0'C'  y  el  círculo  de  la  garganta 
descrito  por  el  radio  OA=0'A':  pero  es  preciso  que  observemos  bien 
que  los  dos  semi  círculos  B*C'B"  y  B'A'B"  enjendrarán  dos  napas  de 
forma  mui  diferentes,  aun  cuando  ambas  lleguen  a  reunirse  en  la  esten- 
sion  de  las  circunferencias  que  recorren  las  extremidades  B'  y  B''  del 
diámetro  vertical.  La  napa  exterior  es  convexa^  es  decir  que  todas  las 
curbas  que  se  tracen  en  ella  y  pasen  por  un  mismo  punto  (N,N')  esta- 
rán situadas  a  un  mismo  lado  del  plano  tanjente  en  este  punto.  Con 
efecto,  para  determinar  este  plano,  es  preciso  construir  la  tanjente  NT 
del  meridiano,  y  por  el  pie  P  de  esta  recta,  tirar  una  perpendicular 
PP'  a  la  traza  ON  del  meridiano  (núm.  134);  pero  vemos  que  la  me- 
ridiana B'N'B"  y  el  paralelo  NT,  están  ambos  a  la  izquierda  del  pla- 
no tanjente  NTT;  y  aun  cuando  hemos  elejido  el  punto  (N'N')  so- 
bre el  meridiano  principal,  con  el  objeto  de  hacer  mas  sencilla  la  pro- 
yección del  plano  tanjente,  está  bien  de  manifiesto  que  tendrán  lugar  las 
mismas  circunstancias  respecto  a  cualquiera  otro  punto  de  la  napa 
esterior,  por  el  hecho  de  ser  de  revolución  y  por  consiguiente  simé- 
trica en  toda  la  rotación  efectuada  alrededor  del  eje  (0"Z*,0). 

Por  el  contrario,  si  tomamos  un  punto  (M,M')  situado  en  la  napa 
interior,  veremos  que  el  plano  M'TT  tanjente  en  este  punto,  atravesa- 
rá a  la  superficie;  porque  el  meridiano  B'M'B"  se  hallará  patente- 
mente a  la  derecha  de  este  plano,  mientras  que  el  paralelo  M'V  esta- 
rá a  la  izquierda;  y  asi  es  que  el  plano  M'T'T  cortará  al  toro  según 
una  curba  que  formará  nudo,  y  en  la  proyección  horizontal  está 
representada  por  (MHEGE  ^^hejé'  M)  cuya  construcción  enseñaremos 
mas  adelante  (véase  núm.  267).  Pero  esta  intersección  no  impide  que 
el  plano  M'T'T  contenga  a  las  tanjentes  del  meridiano,  del  paralelo, 
y  de  todas  las  demás  curbas  trazadas  sobre  la  superficie  que  pasa 
por  el  punto  (M,M');  de  modo  que  este  plano  es  realmente  tanjente  a 
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al  toro  en  este  sitio,  y  secante  en  todos  los  otros  puntos  comunes;  cuya 
circunstancia  estriba  en  que  la  napa  interior  es  una  superficie  no  conr. 
veoca  o  de  curbaturas  apuestas^  enteramente  comparable  a  la  garganta 
de  una  polea. 

139.  Como  en  el  depurado  que  presentamos,  hemos  querido  repre- 
sentar los  principales  paralelos  de  la  superficie,  una  parte  de  la  traza 
vertical  M'T'  del  plano  tanjente  de  la  napa  interior  se  halla  cierta- 
mente oculta  por  el  toro,  pero  sin  embargo  de  esto  hemos  debido 
dejarla  de  línea  seguida,  porque  esta  traza  recibe  la  proyección  verti- 
cal de  la  curba  de  intersección,  cuya  rama  auterío  hrefg  es  visible  en 
el  plano  vertical. 

140.  Hiperboloide  de  revolución  de  una  napa.  Hemos  llamada 
así  (num.  84)  a  la  superficie  que  describe  una  media  hipérbola,  cuan- 
do jira  alrededor  de  su  eje  imajinario;  pero  esta  superficie  que  goza  de 
varías  propiedades  mui  notables,  puede  también  ser  enjendrada  por 
una  recta  sujeta  ajirar  por  un  inovimiento  de  revolución  (nüm.  75)  aZ- 
rededor  de  otra  recta  Jija  que  no  está  situada  en  el  mismo  plano  que 
la  primera, 

piü.  47,  Para  demostrarlo,  representemos  la  recta  fija  por  OZ,  y  la  móvil 
por  ADM;  sea  OD  la  menor  distancia  que  será  horizontal,  si  miramos 
al  eje  OZ  como  vertical.  Esta  línea  OD  descrivirá  en  su  movimiento 
de  revolución  alrededor  de  OZ,  un  círculo  horizontal  £DF  que  eviden- 
temente será  el  menor  de  los  paralelos,  o  el  circulo  de  la  garganta 
de  la  superficie;  y  la  tanjente  PD  a  este  círculo,  será  precisamente  la 
proyección  horizontal  de  la  recta  móvil  ADM;  de  donde  se  sigue  que 
esta  recta  irá  a  penetrar  aun  plano  meridiano  cualquiera  ZOX,  en 
un  punto  M  situado  sobre  la  vertical  levantada  en  el  punto  P  (*). 
Pero  si  construimos  de  este  modo  todos  los  puntos  M,M',F....  en 
que  sucesivamente  encuentra  al  plano  fijo  ZOX  la  recta  móvil  A 
DM  en  sus  diversas  posiciones,  hallaremos  la  meridiana  MMT  de 
la  superficie   enjendrada  por  esta  recta;  y  por  consiguiente  la  cues- 


(*)  Consideramos  que  la  figura  está  construida  en  perspectiva;  toman- 
do  como  cuadro  de  ella  a  este  plano  ZOX\  y  por  consiguiente  to- 
das las  líneas  principales  situadas  detras  de  este  plano,  son  las  que 
se  kan  puntuado. 
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tion  queda  reducida  a  probar  que  esta  curba  MM'F  es  una  hipér- 
bola que  tiene  por  semi  eje  real  a  la  distancia  OF=OD.  Para  con- 
seguirlo, refiramos  un  punto  cualquiera  de  ella  M  a  coordenadas  pa- 
ralelas a  los  ejes  OX  y  OZ;  y  como  la  distancia  OD  permanece  in- 
variable en  todo  el 'movimiento  de  la  recta,  lo  mismo  que  sucede 
con  el  ángulo  MDP  formado  por  esta  misma  con  el  horizonte,  har 

gamos  a 

OP=a:,  PM=z,   OD=d  y  tanj.  MDP=^r. 

en  cuyo   caso  los    triángulos  rectángulos  MPD   y  ODP    nos  darán 

MP  MP 

tanj.  MDP  = =  — — — — 

DP        V0P2^0D8 

o  sustituyendo  los  valores  señalados  arriba, 

% 
(£=  ;y  de  aquí  €é^x^—z^=^d'^ 

cuyo  equacion  nos  prueba  que  la  meridiana  es  ciertamente  una  hipér- 
bola que  tiene  por  semi  eje  real  a  x=di  luego  el  lugar  recorrido  por 
la  recta  móvil  ADM  es  efectivamente  una  hipérbola  de  revolución 
de   una  napa. 

141.  Esta  misma  superficie  puede  también  orijinarse  por  otra  se- 
gunda jeneratriz  rectilínea;  con  efecto  si  trazamos  en  el  plano  ver- 
tical MDP  y  tanj  ente  al  círculo  de  la  garganta,  una  recta  BDN  de 
modo  que  forme  con  la  vertical  DV  un  ángulo  NDV  igual  a  VDM> 
al  jirar  esta  línea  BDN  alrededor  de  OZ,  enjendrará  también  la 
misma  superficie  que  ADM,  porque  dos  puntos  cualesquiera,  M  y  N, 
tomados  a  la  misma  altura  sobre  estas  rectas  describirán  el  mismo 
círculo  MNL.  Para  aprobar  esta  ultima  aserción,  será  suficiente  que 
unamos  de  dos  en  dos  los  puntos  M,N,Z,y,  en  los  cuales  encuen- 
tra un  mismo  plano  horizontal  a  las  diferentes  líneas  de  que  acaba- 
mos de  hablar;  y  por  medio  de  los  triángulos  rectángulos  MVD  y 
NVD  que  evidetitemente  son  iguales,  demostraremos  que  también  lo 
son  los  otros  triángulos  rectángulos  ZVM  y  ZVN;  de  lo  cual  con- 
cluiremos que  ZM=ZN  y  que  en  virtud  de  esto  también  los  dos 
puntos  M  y  N  se  hallan  a  la  misma  distancia  del  eje  OZ.  De  aquí 
resulta  que  en  el  hiperboloide  hai  dos  sistemas  de  rectas  como  las 

A,A2,A3....  y  6,62.63.... 
el  primero  de  los  cuales  está  compuesto  de  las  posiciones  sucesivas 


FIO 
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que  toma  la  jeneratriz  AD,  y  el  segundo  de  posiciones  sucesivas  a- 
nálogas  ocupadas  por  BD.  Ademas  de  esto,  supuesto  que  todas  es- 
tas rectas  están  colocadas  de  dos  en  dos  en  planos  verticales  pa- 
recidos al  MDN„  sígnese  de  aquí  que  todas  las  jeneratriccs  de  los 
dos  sistemas  se  proyectan  sobre  el  círculo  de  la  gargantaj  según  las 
tan j entes  a  esta  circunferencia. 

142.  Por  cada  punto  R  de  la  superficie  pasan  dos  de  estas  rec- 
tas; porque  las  jeneratriccs  AD  y  BD  pasarán  en  dos  épocas  dife- 
rentes de  su  revolución,  por  este  punto  R;  y  ocuparán  sobre  dicha  su- 
perficie dos  posiciones  RA3  RB2  que  serán  necesariamente  distintas,  por 
estar  la  primera  situada  a  la  izquierda,  y  la  segunda  a  la  derecha 
del  plano  meridiano  ZOR.  De  aquí  se  sigue  que,  el  plano  tanjen- 
te  en  R  estará  determinado  (núm.  103)  por  las  dos  rectas  RA3  y  RB2, 
porque  estas  dos  líneas  se  hallan  sobre  la  superficie,  y  son  ellas 
mismas  sus  propias  tanjentes.  Pero  es  mui  importante  observar  que, 
aun  cuando  el  plano  tanjente  A3RB2  contiene  a  toda  la  recta  R 
B2  no  por  eso  sera  tanjente  en  ningún  otro  punto  de  esta  linea;  por- 
que en  D2,  por  ejemplo,  será  el  plano  tanjente  A3D2B2,  y  como  es- 
te último  no  puede  coincidir  con  A3RB2,  porque  las  dos  jeneratri- 
ccs A3R  y  A2D2  pertenecen  al  mismo  sistema,  y  siendo  así  no  po- 
drán estar  contenidas  en  un  mismo  plano,  según  vamos  a  demos- 
trar. 

^y  143,  Dos  rectas  AD  y  A2D2  ]?erteneci€ntes  al  mismo  sistema  de 
jeneratricesj  no  se  hallan  nunca  sobre  un  mismo  plano.  Con  efec- 
to, como  pstas  rectas  so  hallan  proyectadas  horizontalmente  sobre  las 
tanjentes  DT  y  D2T  que  se  cortan  en  T,  no  podrán  tener  comunes 
sino  los  puntos  que  están  situados  en  la  vertical  TS;  y  como  es- 
ta vertical  va  a  encontrar  a  A2D2  en  S  encima  del  círculo  déla 
garganta,  y  a  AD  debajo  de  él  en  S',  porque  las  partes  inferiores  de 
estas  dos  jeneratriccs  pertenecientes  al  mismo  sistema,  están  ambas 
inclinadas  a  la  izquierda  de  sus  meridianos  respectivos  ZOD2  y  ZOD, 
y  como  ademas  el  punto  T  se  halla  entre  estos  dos  meridianos.  Si- 
gúese que  1.  ®  no  podrán  encontrarse  las  rectas  AD  y  A2D2;  á.  ® 
tampoco  dichas  rectas  son  paralelas,  porque  sus  proyecciones  hori- 
zontales se  cortan  en  T;  y  así  queda  demostrado  que  dos  jenera- 
triccs del  sistema  A   no  están  jamas  situadas  sobre   un  mismo  plano- 
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Cuando  se  comparan  ias  proyecciones  horizontales  de  dos  de  es- 
tas rectas  que  pasan  por  los  estremos  de  un  mismo  diámetro  del 
círculo  de  la  garganta,  vemos  ciertamente  que  son  paralelas:  pe- 
ro una  de  estas  jeneratrices  estará  en  el  espacio  inclinada  a  la  dere- 
cha del  plano  meridiano  tirado  por  esté  diámetro,  y  la  otra  a  la  iz- 
quierda de  él,  de  modo  que  estarán  mui  distantes  de  ser  paralelas;  y  ade- 
mas está  también  de  manifiesto  que  tampoco  en  este  caso  se  podrán  cortar. 

De  un  modo  enteramente  semejante  demostraríamos  que  tampo- 
co las  rectas  6,62,63....  del  segundo  sistema  no  pueden  hallarse  de  dos 
en  dos   sobre  un  mismo  plano. 

144.  Cada  recta  del  sistema  A  carta  (sin  cambiar  de  posición) 
a  todas  las  rectas  6,62,63....  del  otro  sistema.  Esto  es  evidente  res- 
pecto a  las  líneas  AD  y  6D  que  se  hallan  en  mismo  plano  ver- 
tical; pero  comparemos  a  AD  con  cualquiera  otra  recta  62D2  del 
otro  sistema.  Estas  dos  líneas  están  también  proyectadas  sobre  las 
tanjentes  DT  y  D2T  al  círculo  de  la  garganta  y  como  estas  se  cor- 
tan en  T,  la  vertical  TS'  irá  precisamente  a  encontrar  a  las  rec- 
tas AD  y  D262  de  que  se  trata,  mas  este  encuentro  tendrá  lu- 
gar con  respecto  a  cada  una  de  ellas  por  la  parte  de  abajo  del 
círculo  de  la  garganta,  en  virtud  de  que  DA  está  inclinada  a  la  iz- 
quierda del  meridiano  ZOD,  y  D262  a  la  derecha  del  meridiano  ZO 
D2  mientras  tanto  que  el  punto  T  se  halla  entre  los  dos.  Ademas 
según  la  forma  de  la  meridiana,  es  evidente  que  una  recta  como 
la  TS'  que  es  paralela  al  eje  OZ,  no  puede  penetrar  a  la  superfi- 
cie si  no  en  dos  puntos,  luego  solo  uno  de  estos  S'  se  hallará  sobre 
la  napa  inferior  al  círculo  de  la  garganta;  por  consiguiente  este  punto 
único  deberá  coincidir  con  aquellos  en  que  la  vertical  TS'  ha  en- 
contrado ya  a  las  jeneratrices  DA  y  D262  que  están  sobre  esta  na- 
pa: luego  estas  jeneratrices  se   cortan  efectivamente  en  el  punto  S'. 

Solo  deberemos  observar  que  cuando  se  comparan  dos  rectas 
pertenecientes  una  al  sistema  A  y  otra  al  6,  que  pasan  por 
las  esttemidades  de  un  mismo  diámetro  del  círculo  de  la  gargan- 
ta, estas  rectas  tendrán  sus  proyecciones  paralelas,  y  ellas  mismas 
lo  serán  también  en  el  espacio,  de  modo  que  no  tendrá  lugar  su 
encuentro  si  no  a  una  distancia  infinita,  pero  a  lo  menos  estas  do 
jeneratrices  estarán  aun  situadas  sobre  un  mismo  plano. 
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De  un  modo  análogo  demostraremos  que  cada  jeneratriz  del  sis- 
tema B  corta,  sin  cambiar  de  posición,  a  todas  las  jeneratrices  del 
sistema  A,  o  a  lo  menos  se  halla  en  un  mismo  plano  con  cada  una 
de  ellas. 

145.  Se  designa  bajo  el'  nombre  de  Superficie  Gausa,  a  toda 
superficie  enjendrada  por  una  recta  que  se  mueve  de  niodo  que  sus 
posiciones  consecutivas  no  estén  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano* 
Y  como  considerando  al  hiperboloide  de  que  tratamos,  ya  sea  co- 
mo el  lugar  de  las  diferentes  posiciones  A,A2,A3v...  que  toma  la  je- 
neratriz AD  en  su  movimiento  de  revolución  al  rededor  de  OZ,  o 
ya  como  el  lugar  de  las  diversas  rectas  6,62,63....  del  otro  sistema, 
y  vemos  (num.  143)  que  satisfacen  a  la  definición  precedente;  concluimos 
de  aquí  que  el  hiperboloide  de  revolución  de  una  sola  napa  perte- 
nece a  la  clase  jeneral  de  superficies  denominadas  gausas;  de  las 
cuales  nos  ocuparemos  de  un  modo  especial  en  el  libro  VIL 

146.  Si  por  el  centro  O  del  hiperboloide,  tiramos  dos  rectas  O  a 
y  o  6  paralelas  a  las  jeneratrices  DA  y  DB,  dichas  rectas  formarán 
ángulos  iguales  con  la  vertical  OZ,  y  por  consiguiente  describirán 
al  jirar  al  rededor  de  OZ,  un  solo  y  mismo  cono  recto  cuyas  aris- 
tas todas  serán  respectivamente  paralelas  a  las  jeneratrices  A,A2, 
As,....  y  6,62,63....  del  hiperboloide.  Este  será  el  cono  asintótico  de 
esta  última  superficie;  porque  para  deducirle  de  esta,  será  atodalu2 
suficiente  hacer  a 

OD=(y=o  en  la  equacion   a^^ — ¿^=as^^^f 
que  representa   (núm.  140)  el  meridiano  del  hiperboloide,  y    como 
por  esta  hipótesis,  hallamos   para  el    meridiano   del   cono   recto    la 
equacion  z=±_  €ex\   es  decir  dos  rectas   que  ciertamente  son  las  asín- 
totas de  la  hipérbola  precedente. 

147.  Ademas,  cuando  se  hace  variar  la  distancia  d,  sin  cambiar 
a  <!S  o  a  la  inclinación  de  la  jeneratriz  AD,  obtendremos  diversos 
hiperboloides  cuyos  meridianos  son  todos  curbas  semejantes)  porque 
los  ejes  de  la  hipérbola  son  d  y  fl?d,  y  su  razón  es  o^  cuya  canti- 
dad es  independiente  de  la  distancia  d.  De  aquí  resulta  que  todos 
estos  hiperboloides  son  superficies  semejantes  y  concéntricas:  y  co- 
mo esta  semejanza  debe  también  estenderse  al  cono  asintótico  res- 
pecto  al  cual  d  es  nula,  podremos  asegurar  que,  cuando  un   mismo 
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plano  corte  al  hiperboloide  y  al  cono  asintótico,  las  secciones  que  de 
este  modo  resulten  en  las  dos  superficies,  serán  curbas  semejantes  y 
concéntricas.  (*)    Esta   observación  nos  será  útil  mas  adelante. 

148.  Después  de  haber  dado  a  conocer  la  naturaleza  y  princi- 
pales propiedades  del  hiperboloide  enjendrado  por  la  revolución  de 
una  recta,  ocupémonos  ahora  en  la  representación  exacta  de  esta  su- 
perficie por  medio  de  dos  planos  de  proyección.  Miraremos  siempre 
al  eje  fijo  como  vertical,  y  en  este  caso  sus  proyecciones  serán 
O  y  rO'Z';  en  cnanto  a  la  recta  móvil  tomémosla  en  una  situación  ^'^'  ^^^ 
cualquiera,  y  sean  sus  proyecciones  ADB  y  AD^$\  en  seguida 
construyamos  la  meridiana  de  la  superficie,  determinando  los  puntos 
en  que  el  plano  vertical  OG  es  penetrado  por  las  posiciones  subce- 
sivas  de  la  recta  (AB,  -4'6),  Pero  desde  luego,  en  la  presente  situa- 
ción, esta  recta  penetra  al  plano  OG  en  el  punto  (M,M")  cuyo  pun- 
to pertenece  a  la  curba  pedida,  la  cual  deberá  tocar  en  este  punto  a 
la  proyección  A'M"6.  Con  efecto,  aun  que  la  tanjente  a  la  meridia- 
na y  la  recta  (AB,A'g)  sean  en  el  espacio  mui  diferentes  una  de  otra, 
sin  embargo,  estas  rectas  están  ambas  situadas  en  el  plano  tanjen* 
te  a  la  superficie  en  el  punto  (M,iíf );  y  como  este  plano  es  precisa- 
mente perpendicular  (núm.  129)  al  plano  meridiano  OG,  y  por  con- 
siguiente al  plano  vertical  de  proyección,  sucederá  en  el  caso  presen- 
te que  A'o  se  confundirá  con  la  proyección  vertical  de  la  tanjente, 
y  que  según  esto  la  misma  recta  A'g  tocará  a  la  proyección  de  la 
curba  meridiana  en  M". 

En  seguida,  un  punto  cualquiera  (n^n'')  de  AB,  describrirá  duran- 
te el  movimiento  de  revolución,  un  arco  que  se  proyectará  sobre  wN 
y  sobre  la  horizontal  n'N';  luego,  cuando  este  punto  (n^n'*)  llegue 
al  plano  vertical  OG,  estará  proyectado  en  (N,N'),  y  así  será  en 
esta  posición  un  nuevo  punto  de  la  curba  meridiana  G'N'M'G'', 
todos  los  demás  se  construirán  del  mismo  modo.  Aplicando  este 
mismo  procedimiento  a  la  estremidad  (D,D')  de  la  horizontal  (OD,0'D'), 
que  es  perpendicular  a  un  mismo  tiempo  al  eje  y  a  la  jeneratriz,  y  mi- 
de su  distancia  mas  corta,  hallaremos  el  punto  (F|F')  de  la  meridia- 

(^)  Véase  V  Analyse  appliquée  k  la  géametrie  des  trois  dimen- 
sions,  chap.  IX « 
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na  que  está  mas  próximo  al  eje;  y  este  mismo  es  el  ponto  que  en  la 
revolución  completa  de  la  recta  móvil,  describirá  el  menor  de  los  pa- 
ralelos de  la  superficie,  o  el  circulo  de  la  garganta j  que  en  «1  caso 
presente  está  proyectado  en  DFE  y  E'F'.  Asi  mismo,  como  el  pie 
(A, A')  de  la  jeneratriz  describirá  un  círculo  ALG  que  será  la  traza  ho- 
rizontal de  la  superficie,  nos  dará  el  punto  (G,G')  del  meridiano:  y 
aun  cuando  esta  curba  deba  evidentemente  estenderse  de  un  modo 
ilimitado,  porque  la  recta  jeneratriz  tiene  una  lonjitud  indefini- 
da, sin  embargo,  para  dar  una  idea  mas  clara  de  la  superficie,  su- 
pondremos que  la  recta  móvil  está  terminada  en  los  dos  puntos  ( A¿A')^ 
y  (B,6),  que  distan  igualmente  del  punto  (D,D')  que  es  el  que  des- 
cribe el  círculo  de  la  garganta,  de  modo  que  la  porción  de  superficie 
<iue  representamos  aquí,  estará  terminada  por  dos  círculos  iguales  que 
están  proyectados  horizontalmente  en  GAH,  y  verticalmente  sobre  G'H' 
y  G"H'\  Por  lo  demás,  hemos  demostrado  (núm.  140)  que  el  meri- 
diano G'F'G"  es  nn^  rama  de  hipérbola  que  tiene  por  eje  real  b\ 
diámetro  E'F'  del  círculo  de  la  garganta;  y  deberemos  abservar  tan- 
to aquí  como  en  toda,  sujyerjicic  de  revolución^  qne  el  meridianano  prin- 
cipal G'F'G"  forma  precisamente  el  contorno  aparente  de  la  superfi- 
cie respecto  al  plano  vertical,  porque  todos  los  planos  tanjentes  en  to- 
dos los  puntos  de  este  meridiano  son  perpendiculares  a  dicho  plano 
(num.  129),  Por  una  razón  semejante,  veremos  que  el  contorno  apa- 
rente dol  hiperboloide  con  respecto  al  plano  horizontal,  es  el  círculo 
do  la  garganta  DFE  en  cuyos  puntos,  todos  los  planos  tanjentes  son 
evidentemente  verticalesr 

149.  Para  completar  la  representación  gráfica  de  este  hiperboloide^ 
riG.  40.  en  atención  al  modo  de  resultar  enjendrado  por  una  línea  recta,  será  pre- 
ciso construir  cierto  número  de  posiciones  de  esta  jeneratriz  rectelínea: 
y  como  esta  recta  debe  constantemente  permanecer  a  la  misma  distan- 
cia del  eje  (0,0'Z'),  sigúese  que  su  proyección  horizontal  será  siem- 
pre tanjente  al  círculo  DFE;  en  virtud  de  esto,  tiremos  a  discreción,  la 
tanjente  A0D2B2,  y  en  seguida  proyectemos  su  pie  A2  a  la  línea  de 
tierra  en  A'2,  y  el  punto  de  contacto  D2  sobre  E'F'  en  D'2;  hecho  es- 
to,  hallaremos  que  A'2D'262  será  la  proyección  vertical  de  la  recta  que 
horizontalmente  está  proyectada  en  A2B2.  Ademas  de  esto,  el  estre- 
mo 6^  que  se  halla  sobre  el  círculo  superior  G"H",  deberá  eviden- 
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temente  estar  proyectado  en  Bq  cuya  circunstancia  nos  proporciona 
«n  medio  de  comprobación.  Por  un  modo  enteramente  análogo  se  cons- 
truirán las  otras  posiciones  de  la  jeneratriz,  y  sus  proyecciones  ver- 
ticales deberán  tambren  tocar  a  la  hipérbola  meridiana,  según  lo  he- 
mos demostrado  en  el  número  precedente  respecto  a  la  primera 
recta  ADB;  solo  tendremos  que  observar  que  cuando  se  eljja  la 
proyección  horizontal  de  modo  que  sea  paralela  a  la  línea  de  tier- 
ra, como  sucede  con  KL,  nísultará  que  la  proyección  vertical  cor- 
respondiente Q'o  será  la  asíjitota  déla  hipérbola,  porque  efectivamen- 
te semejante  jeneratriz  no  encontrará  al  plano  meridiano  OG  sino  a 
una  distancia  infinita,  sin  dejar  por  esto  de  ser  tanjeiite  a  la  hipér- 
bola meridiana  en  la  proyección  vertical. 

150,  Con  el  objeto  de  hallar  resultados  mas  simétricos,  se  ha  di- 
vidido, en  el  presente  depurado,  al  círculo  GAII  en  catorce  partes 
iguales,  y  desde  luego  se  han  trazado  las  cuerdas  AB,A»¿B2,A3B3....  de 
modo  que  subtenJan  un  mismo  numero  de  arcos  parciales;  de  este 
modo  estas  cuerdas,  que  precisamente  son  iguales,  se  ha  hallado  que 
también  son  tanjentes  a  un  mismo  círculo  EDF,  en  seguida  se  han 
deducido  las  proyecciones  verticales,  por  el  medio  que  hemos  dicho 
en  el  numero  precedente.  Aun  cuando  estas  cuerdas  terminan  de  dos 
en  dos  en  los  mismos  puntos  de  división  sobre  el  círculo  GAH,  dis- 
tinguiremos con  facilidad  las  partes  situadas  debajo  del  círculo  de 
la  garganta  de  las  partes  superiores  a  él,  y  como  las  primeras  son 
invisibles  sobre  el  plano  horizontal,  están  en  el  caso  presente  repre- 
sentadas por  líneas  puntuadas.  En  cuanto  al  plano  vertical,  las  por- 
ciones de  jeneratrices  situadas  del  otro  lado  del  plano  meridiono  GOH 
que  es  el  que  encierra  el  contorno  aparente  de  la  superficie  (núm,  148) 
respecto  q  este  plano  de  proyección,  son  las  únicas  invisibles,  y  que 
por  consiguiente  hon  debido  puntuarse, 

151.  Sabemos  también  (núm.  141)  que  el  hiperboloide  admite  otro 
sistema  de  jeneratrices  rectelíneas,  que  así  mismo  se  proyectan  sobre  las 
tanjentes  AB,A2B2.k..  al  círculo  de  lagraganta.  pero  que  tienen  en  el  es- 
pacio una  posición  inversa  respecto  a  la  vertical.  Por  ejemplo,  la  que  entre 
estas   nuevas   rectas  se   proyecte  según   BDA   (*),   tendrá  su  pie  en 


(*)    Para  indicat  mas  claramente  la  situación  de  las  diversas  rec- 
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f  B,B')  y  su  estremidad  superior  en  (A,a)  y  cortará  a  la  recta  ADB 
del  primer  sistema  en  el  punto  (D,D')  ;  y  así  tendrá  por  proyec- 
ción vertical  a  B'D'a,  cuya  línea  contiene  también  la  proyección  ver- 
tical de  otra  recta  LMC  del  primer  sistema.  A  causa  de  evitar  esta  coin- 
cidencia no  hemos  querido  representar  a  un  mismo  tiempo,  en  el  depu- 
rado, las  jeneratrices  de  los  dos  sistemas,  porque  de  no  hacerlo  así, 
hubiera  sucedido  que  las  partes  de  la  línea  seguida  de  las  unas  hubie- 
ran caido  sobre  las  partes  puntuadas  de  las  otras,  y  así  no  hubiera  sido 
posible  distinguir  las  porciones  visibles  de  las  invisibles  en  cada  uno 
de  estos  sistemas.  Ademas,  será  siempre  fácil,  aun  en  el  depurado  pre- 
sente, hallarlas  rectas  del  sistema  B  siempre  que  las  necesitamos,  pues 
para  ello  bastará  tomar  las  porciones  llenas  por  las  puntuadas,  y  recí- 
procamente, según  lo  acabamos  de  indicar  respecto  a  la  recta  BD  A.  Po- 
dremos también  multiplicar  mas  las  jeneratrices,  con  el  fin  de  obtener 
mayor  efecto  en  el  dibujo ;  pero  hemos  creido  que  en  el  caso  presente 
debíamos  hacer  algún  sacrificio  en  esta  parte,  para  presentar  mas  clari- 
dad en  la  posición  de  los  puntos  y  líneas  notables  que  es  preciso  se- 
ñalar al  lector. 
Fio.  46.  152.  Del  plano  tanjente  al  hiperboloide.  SeaR  la  proyección  hori- 
zontal del  punto  de  contacto,  señalado  por  la  cuestión :  para  hallar  la 
otra  proyección,  observaremos  que  por  el  punto  que  consideramos  so- 
bre la  superficie  pasa  una  jeratrizdel  sistema  A,  la  cual  está  proyectada 
horizontalmente  según  una  tánjante  PRA  al  círculo  de  la  garganta,  y 
verticalmente  según  P'a ;  si  ahora  proyectamos  el  punto  R  a  R'  sobre 
esta  última  recta,  habremos  determinado  completamente  el  punto  de 
contacto  (R,R').  Pero  también  habrá  otra  segunda  solución  ;  porque 
supuesto  que  podemos  tirar  por  el  punto  R  otra  segunda  tanjente  B 
RQ  al  círculo  de  la  garganta,  la  cual  representará  también  una  jenera- 
triz  del  sistema  A  proyectada  verticalmente  según  B'Q,"  no  tendremos 
mas  que  proyectar  el  qunto  Ra  R"  sobre  esta  última  línea,  y  obten- 
dremos otro  segundo  punto  (R,R")  que  estará  situado  sobre  el  hiper- 
boloide, y  que  así  mismo  tendrá  su  proyección  orizontal  en  R. 


tas,  tendremos  siempre  cuidado  de  citar  en  primer  lugar ^  la  letra  que 
señala  la  estremidad  inferior  de  la  recta  de  que  hablamos. 


CAP.    IV.    PLANOS   TANJENTES    A    LAS    SUPERFICIES   DE    REVOLUCIÓN.  93 

153.  Sentado  esto,  tomemos  en  consideración  el  punto  (R,R'^  y 
recordemos  (núm.  142^  que  por  este  punto  único  deben  pasar  dos  je- 
neratrices  del  hiperboloide;  una  de  ellas  es  la  recta  (PRA,P'R'a)  emple- 
ada ya  y  perteneciente  al  sistema  A ;  y  la  otra  perteneciente  al 
sistemad  y  proyectada  en  {^QRB,Q'R'o).  Luego  el  plano  tanjente  en 
(^R,R'y)  deberá  contener  a  estas  dos  rectas,  y  por  consiguiente  la  tra- 
za horizontal  de  este  plano  será  QPS,  Para  determinar  la  otra  traza  SV' 
sera  sufíciente  que  nos  figuremos  que  en  este  plano  tanjente  y  por  el 
punto  (R,R')  se  ha  tirado  una  horizontal  cuyas  proyecciones  serán  RV 
paralela  a  la  traza  QPS,  y  R'V  paralela  a  la  línea  de  tierra ;  en  segui- 
da construiremos  el  punto  (V,V')  en  que  esta  horizontal  va  a  panetrar 
al  plano  vertical. 

En  cuanto  al  plano  tanjente  correspondiente  al  punto  (R,R")  estará 
determinado  por  las  dos  rectas  de  los  dos  sistemas  opuestos  que  se  cor- 
ten en  este  lugar: 

La  una  es  (BRQ,B'R"Cl'')  para  el  sistema  A; 

y  la  otra  rARP,A'R'T";  para  el  sistema  B. 

Así  es  que  la  traza  horizontal  de  este  plano  será  la  línea  AB,  y  la 
traza  vertical  se  hallará,  del  mismo  modo  que  arriba,  con  el  auxilio  de 
una  horizontal  tirada  en  este  mismo   plano  por  el  punto  (R,R"J. 

154.  Volvamos  a  considerar  el  plano  tanjente  PSV  que  toca  alhi-Fic.  4g. 
perboloide  en  el  punto  (R,R'^,  y  observemos  que  su  traza  horizontal 

PQ  es  perpendicular  al  plano  meridiano  OR  que  pasa  por  el  punto  de 
contacto,  que  es  lo  mismo  que  debe  suceder  (núm.  134)  en  toda  super- 
ficie de  revolución  cuyo  eje  es  vertical :  pero  este  plano  tanjente  PSV' 
no  es  tanjente  al  hiperboloide  en  cualquiera  otro  punto,  tal  como  f  T,T') 
de  la  recta  (PRA,P'Ra^  que  se  halla  en  él,  supuesto  que  su  traza  ho- 
rizontal PQ  no  podrá  ser  perpendicular  al  meridiano  OT.  Ademas,  por 
este  punto  (T,T*^  de  la  recta  (PRA,P'R'a^  que  pertenece  al  sistema 
A,  pasa  una  jeneratriz  (HTB2,I1T'62)  del  sistema  B,  la  cual  esia 
evidentemente  situB^ds.  fuera  del  plano  de  que  hablamos,  porque  el  pie  de 
esta  jeratrfz  está  en  H  fuera  de  la  dirección  de  PQ.  Por  consiguiente  el 
plano  PSV  no  cumple,  con  respecto  a  punto  (T,T'),  con  la  definición 
de  verdadero  contacto,  que  estriba  en  contener  a  las  tanjentes  de  todas 
las  líneas  situadas  sobre  la  superficie  ;  cuando  en  el  punto  (R,R')  este 
plano  contiene  no  solo  a  las  dos  jeneratrices  que  se  cortan  en  él,  sino 
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también  a  la  tanjente  del  paralelo  que  es  precisamente  (RV,R'V^,  la 
tanjente  al  meridiano  y  las  de  todas  las  demás  curbas  qne  por  este  pun- 
to se  tracen  sobre  el  hiperboloide. 

Hemos  probado  ya  esta  propieda  singular  del  plano  tanjente  al  hiper- 
boloide gauso  en  el  num.  142;  pero  hemos  creido  deber  insistir  aquí 
sobre  esta  circunstancia  y  apoyarla  en  nuevas  consideraciones,  porque 
es  importante  nos  formemos  una  idea  bien  clara  de  la  posición  do  un 
plano  que  así  como  el  presente  es  tanjente  en  un  punto  (R,R')  y  secan- 
te en  todos  los  otros  puntos  comunes  con  la  superficie,  a  la  cual  corta  se* 
gunlasdos  rectas  (PRA,FR'a)  y  (QRB,Q'R'3). 

155.  Todos  los  problemas  relativos  a  los  planos  tanjentes  que  he- 
mos resuelto  en  este  libro,  se  reducen  a  las  superficies  cilindricas,  c6- 
nicas,  o  de  revolución.  No  agregaremos  nuevos  ejemplos  relativos 
a  otros  jéneros  de  superficies,  porque  en  todo  los  casos  el  método  se 
reduce  a  emplear  el  procedimiento  jeneral  indicado  níim.  103,  que  en  lo 
ftubcesivo  encontraremos  muchas  ocasiones  de  aplicar  ;  pero  nos  queda 
que  tratar  la  cuestión  del  plano  tanjente,  cuando  no  se  nos  da  el  punto 
de  contacto  sobre  la  superficie.  Este  problemo  lo  hemos  resulto  inme- 
diatamente respecto  al  cilindro  y  al  cono,  porque  su  solución  en  ambos 
casos  es  mui  sencilla  para  que  la  difiriéramos,  pero  no  sucede  lo  mismo 
con  las  otras  superficies,  y  algunas  veces  es  necesario  ayudarse  para 
su  resolución  de  los  métodos  relativos  a  las  intersecciones  de  las  super- 
ficies ;  esta  es  la  razón  porque  hemos  reservado  los  problemas  de  esto 
jénero  para  tratarlos  en  uno  de  los  libros  siguientes. 


iLimm^  wm 
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CAPITULO  PRIMERO. 

De   las  superficies  desarrollahles. 

156.  Decimos  que  una  superficie  es  desarrollable  cuando  supo- 
niéndola flexible  pero  inestensible,  puede  desdoblarse  y  estenderse 
sobre  un  plano  sin  padecer  fractura  ni  duplicación.  Pero  conocemos 
bien  que  cualquiera  superficie,  una  porción  de  esfera  por  ejemplo, 
no  goza  de  esta  propiedad,  y  por  esta  razón  deberá  haber  en  el 
modo  de  enjendrar  una  superficie  desarrollable,  alguna  condición  par- 
ticular que  le  permita  prestarse  a  esta  trasformacion,  esto  es  lo  mis- 
mo que  esplicaremos  mui  pronto  (núm.  175.)  Pero  antes  de  ele- 
varnos a  estas  jeneralidades,  creemos  útil  examinar  primero  dosjé- 
neros  particulares  de  superficies  que  pueden  desarrollarse,  de  este 
modo  sobre,  un  plano;  estas  son  las  de  los  cilindros  y  los  conos. 
Es  ya  llegado  el  momento  de  que  introduzcamos  las  consideracio- 
nes del  método  infinitisimal  que  después  de  bien  entendido,  nos  pre- 
sentará todo  el  rigor  deseable,  ofreciéndonos  para  lo  sucesivo  la 
doble  ventaja  de  abreviar  los  razonamientos  y  prestarse  con  facili- 
dad a  las  construcciones  gráficas  de   la  Jeomctria  descriptiva. 

157.  Siendo  la  tanjente  de  una  curba  el  límite  de  las  posiciones 
que  toma  una  secante,  cuando  dos  de  sus  puntos  de  sección  se  a- 
proximan  indefínitivamente,^  podemos  considerar  a'  la  tanjente  como 
una  recta  que  pasa  por  dos  puntos  que  se  haWan  infinitamente  pró- 
ximos sobre  la  curba,  o  que  tiene  un  elemento  común  con  ella;  de  es- 
te modo,  es  cierto  que  sustitnimos  a  la  curba  propuesta,  un  poli- 
gono  inscripto  cuyos   lados  y  ángulos  esteriores  son  infinitamente  pe- 
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qiieños,  y  cuyo  lado  prolongado  reemplaza  a  una  tanjente,  pe- 
ro cualquiera  propiedad  que  sea  cierta  en  un  polígono  do  esta 
naturaleza,  independientemente  de  la  magnitud  absoluta  de  sus  lados 
y  de  los  ángulos  comprehcndidos,  subsistirá  igualmente  si  aumentamos 
mas  y  mas  estas  pequeñas  cuerdas  aproximándolas  a  la  curba:  por 
consiguiente,  esta  propiedad  tendrá  así  mismo  lugar  cuando  de  e- 
lia  pasemos  al  límite,  es  decir,  cuando  consideremos  a  la  curba  en 
cuestión  y  sus  verdaderas  tanjentes. 

158.  Ademas  de  esto,  hemos  demostrado  rigorosamente  (num,  95) 
que,  en  cualquiera  superficie,  todas  las  curbas  trazadas  de  suerte  que 
pasasen  por  un  mismo  punto,  tienen  todas  sus  tanjentes  en  este  mis- 
mo punto  situadas  en  un  solo  plano:  luego  este  plano  que  hemos 
llamado  tanjente^  se  podrá  considerar  como  que  tiene  común  con  la 
superficie  un  elemento  superficial  formado  por  la  reunión  de  los  ele- 
mentos Untóles  comunes  a  las  curbas  y  a  sus  tanjentes;  este  será 
el  elemento  do  contacto,  que  en  jeneral  será  infinitamente  pe- 
queño en  todos  sentidos^  a  no  ser  que  la  superficie  sea  de  tal  jéne- 
ro  que  el  plano  tanjente  sea  el  mismo  para  muchos  puntos  conse- 
cutivos. 
riG.  48.  159.  Por  ejemplo,  sabemos  (núm.  79)  que  en  un  cilindro  el  pla- 
no BAT  es  tanjente  en  el  todo  el  largo  de  una  misma  jeneratriz  AMB; 
luego  en  el  caso  presente  este  plano  tendrá  común  con  la  superficie 
un  elemento  superficial  ABB'A'  indefinido  en  lonjicud,  pero  compre- 
hendido  entre  las  dos  jeueratrices  infinitamente  próximas  que  pasan 
por  los  puntos  A  y  A'  comunes  a  la  base  AC  y  a  su  tanjente  AT. 
Vemos  que  hacemos  distinción  tanto  aqui,  como  en  la  nota  del  núm. 
109,  entre  el  elemento  de  la  superficie  y  la  jeneratriz;  esto  es  esen- 
cial: porque  en  las  superficies  gausas,  reconoceremos  que  esta  úl- 
tima recta  será  común  también  a  la  superficie  y  al  plano  tanjente, 
mientras  que  el  elemento  superficial  indefinido  en  lonjitud  no  se 
hallará  todo  entero  en  este  plano. 

Así  mismo,  una  superficie  cónica  tocada  por  un  plano  tanjente  lo  efec- 
túa en  todo  el  largo  de  una  jeneratriz  (núm.  100^  tiene  común  con 
este  plano  un  elemento  superficial  indefinido  en  lonjitud,  pero  com- 
prehendido  entre  dos  jeueratrices  infinitamente  próximas. 

160.     Una  superficie  cilindrica  puede  siempre  desarrollarse. 
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porque  figurémonos,  que  se  ha  cortado  esta  superficie  con  un  plano 
perpeiulicular  a  sus  jeneratrices,  según  una  curba  CA  que  se  llama  "<2-  ^^' 
la  sección  recta  del  cilindro  (*)  que  miraremos  como  si  fuese  su 
hase,  o  como  la  directriz  de  la  recta  móvil  enjendradora  de  esta  su- 
perficie; sustituyamos  en  seguida,  por  un  instante,  a  esta  curba  un 
j)olígono  inscrito  CAÁ' A",  y  de  este  modo  transformaremos  el  ci- 
lindro en  un  prisma  recto.  Hecho  esto,  podremos  hacer  jirar  la  cara 
JB"A"A'B'  alrededor  de  la  arista  B'A'  como  charnela,  hasta  que 
llegue  a  colocarse  en  la  prolongación  del  plano  de  la  cara  B'A'AB; 
y  en  virtvd  de  este  movimiento  el  lado  A  A"  se  habrá  trasladado 
a  A'a"  situado  en  la  prolongación  de  AA',  porque  ambos  continua- 
rán siendo  siempre  perpendiculares  a  la  arista  A'B',  En  seguida  po- 
dremos hacer  jirar  la  cara  compuesta  BAa"i"  alrededor  de  la  char- 
nela AB  hasta  que  llegue  a  ocupar  la  posición  del  plano  prolon- 
gado de  la  cara  siguiente;  y  continuando  de  este  mismo  modo,  lle- 
garemos a  conseguir  qne  todas  las  caras  del  prisma  se  hallen  situa- 
das en  un  plano  único,  y  todas  estén  a  continuación  unasde  otras, 
de  modo  <jue  la  superficie  prismática  estará  desarrollada,  sin  haber 
cambiado  de  superficie.  Ademas,  observemos  que  todos  los  la- 
dos del  polígono  CAÁ' A'  formaran,  después  del  desarrollo,  una  so- 
la y  misma  línea  recta,  a  la  que  todas  las  aristas  del  prisma  continua- 
rán siendo  perpendiculares,  según  ya  lo  hemos  probado  respecto  a  los 
primeros  lados  AA'  y  A'A",  y  que  la  lonjitnd  de  esta  recta  será  igual 
a  la  suma  de  los  lados  del  poligono  primitivo,  al  propio  tiempo  que 
las  diversas  aristas  AB,A'B'....  conservarán  las  mismas  lonjitudes  que 
tenian  anteriormente. 

161,     Es  ademas  evidente,  que   todas  estas    consecnenciafl  serán  no.  48. 
usí  mismo  ciertas,   sea  cual  fuere  la  magnitud  de  los  ángulos  y  de 


(*J  Llamaremos  muchas  veces,  cilindro  recto,  en  obsequio  a  la 
brevedad,  aquél  en  que  se  tome  por  base  o  por  directriz  a  la  sección 
recta,  sin  querer  espresar  por  esto  que  esta  sección  es  un  circulo*,  a- 
demás,  esta  denominación  no  indicará  nada  de  particular  en  la  na- 
turaleza del  cilindro,  pues  estamos  bien  persuadidos  que  cualquier  su- 
perficie  cilindrica  puede  réfertr$e  a  este  caso  cortándola,  come  lo  hemos 
hecho  aquí,  con  un  plano  perpendicular  a  $us  jeneratrices^    - 

13 
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los  lados  del  polígono  Iquc  se  sustituya  a  la  curba  CAÁ';  por  con* 
siguiente  tendrán  también  lugar  en  el  cilindro  que  es  límite*  de  los 
prismas  inscritos,  o  sí  esta  misma  idea  la  queremos  espresar  de  un 
modo  diferente,  en  un  cilindro  que  no  es  otra  cosa  que  un  prisma 
cuya  baso  es  un  polígono  infinitesimal .  Podemos  por  consiguien- 
te asegurar,  1.^  que  toda  superficie  cilindrica  es  desarrollable:  2.  ^ 
que  efectuada  esta  transformación,  la  sección  perpendicular  a,  la»  je- 
neratrices,  es  una  recta  cuya  lonjitnd  es  igual  al  perímetro  de  esta 
sección:  3.  ^  qne  las  jeneratrices  permanecen  perpendiculares  a  esta 
recta,  conservando  siempre  sus  mismas  lonjitudes  primitivas,  tanto 
^u  la  parte  superior  como  en  la  inferior  de  esta  base. 

FiG.  49.  162.  Sí  hubiese  trazada  una  curba  cualquiera  GMM^  sobre  el  cí. 
lindro,  esta  curba  estará  reemplazada  en  el  prisma,  por  un  poligo* 
no  GMM'M'*  cuyos  lados  no  variarían  tampoco  de  lonjitud,  cuando 
con  las  caras  sobre  que  se  hallan  sigan  el  movimiento  de  rotación 
de  estas  alrededor  de  las  aristas  subcesivas:  pero  dicho  polígono 
cambiaría  de  forma,  porque  el  ángulo  interior  MM'M''  (*)  se  convertiría 
en  el  MM'm'\  Con  todo,  coma  en  este  desarrollo,  el  lado  M'M''  ji* 
ra,  por  un  movimiento  de  revolución  alrededor  de  la  charnela  B'M', 
sigúese  de  aquí  que  el  ángulo  B'M'M"  permanecerá  constante  e  igual 
al  B'MW,:  esto  mismo  sucederá  con  el  ángulo  BMM'  o  TMA  que 
será  siempre  invariable,  resultando  ademas  que  en  el  estado  de  lí* 
mite  un  lado  de  este  ángulo,  el  TMM',  se  convertirá  en  tanjente 
a  la  curba  que  está  reemplazada,  en  el  caso  presente,  por  el  polígo- 
no GMM\  Sí  ademas  observamos  que  todas  estas  propiedades  son 
independientes  de  la  mayor  o  menor  pequenez  de  las  caras  del  pris- 
ma, y  que  por  consiguiente  deben  ser  también  ciertas  en  el  límite 
de  este  prisma  o  en  el  cilindro  de  la  Jig.  48,  concluiremos  de   aquí 

FiG.  48.  4^^»  !•  ^  cuando  se  desarrolla  un  cilindro  en  cuya  superficie  se  ha 
trazado  una  curba  cualquiera  GM,  esta  línea  se  cambia  en  otra  cur- 
ba   que  llamaremos  la   transformada    de  la    prímera,  y  sus   arcos^ 


(*J  El  suplemento  de  este  ángulo;  es  decir  el  M^Jiftf  comprehen- 
dido  entre  dos  tanjentes  consecutivas,  se  llama  ángulo  de  continjencia 
y  puede  servir  para  apreciar  la  curbatura  de  la  curba  en  este  lugar 
según  lo  esplicaremos  mui  luego  (núm.  198^. 
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tienen  la  misma  lonjitud  absoluta  que  los  de  la  curba  primitiva; 
2.  ^  las  porciones  de  las  jeneratricesMA,M'A\...  comprehendidas  en- 
tre esta  curba  y  la  sección  recta  CAÁ'  permanecen  de  la  misma 
magnitud,  y  son  siempre  perpendiculares  a  la  recta  que  es  el  de- 
sarrollo de  esta  base  CAÁ'.  3.  ®  Cada  tanjente  MT  a  la  curba  pri- 
mitiva, forma  con  la  jeneratríz  MA,  un  ángulo  qtu  permanece  in- 
variable;  y  ademas,  se  halla  que  esta  misma  recta  MT  después  de 
efectuado  el  desarrollo  es  también,  tanjente  a  la  transformada.  Esta 
última  aserción  se  justifica,  con  observar  que  en  el  desarrollo  del 
prisma,  no  deja  nunca  de  ser  la  línea  MT  prolongación  de  un  la- 
do del  polígono  transformado* 

Muí  pronto  veremos,  en  varios  de  los  depurados,  el  modo  con  que 
se  hace  uso  de  estas  diversas  propiedades,  para  ejecutar  gráficamen- 
te el-  desarrollo  de  un  cilindro,  y  para  construir  sobre  este  desarro- 
llo las  transformadas  de  las  curbas  que  primitivamente  se  hayan 
trazado  sobre  este  cuerpo. 

163.  Hemos  dicho  que  una  curba  cualquiera  GMM\  trazada  so- 
bre un  cilindro,  se  cambiaba,  después  de  desarrollada  esta  superfi- 
cie, en  otra  línea  que  jeneralmente  es  también  curba;  sin  embar- 
go de  esto,  haí  casos  particulares  en  que  está  transformada  puede  serrec^ 
tilíneaj  y  para  hallar  mas  fácilmente  las  condiciones  relativas  a  es- 
te caso,  sustituyamos  otra  vez  el  prisma  recto  y  el  poligono  GMM' 
de  la  Jig.   49  a  la  curba  y  al  cilindro  "propuestos.  Para  que  en  este 

VIO   ^4d 

caso  el  lado  M'M ',  trasportado  a  Mm",  esté  sobre  la  prolongación  de 
MM',  es  preciso  y  evidentemente  suficiente  que  sea 

ángulo  B'M'7»"  =  A'M'M  =  BMM' 

y  como  hemos  visto  (nüm.  162)  que  el  primero  de  estos  ángulos  per 
manecia  igual  al  ángulo  primitivo  B'M'M",  sigúese  que  la  condiciou 
precedente  se  convertirá  en  esta  otra: 

ángulo  B'M'M''«BMM'; 

esto  mismo  sucedería  con  los  otros  lados  consecolivos   comparados 
entre  sí;  por   consiguiente,   todos  los  lados  del  pdügono  GMM'M^' 
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deben  cortar  a  las  aristas  del  prisma  bajo  un  ángulo  constante.  Si 
ahora  transportamos  al  cilindro  estas  relaciones,  que  deben  siempre 
tener  lugar  en  el  prisma,  por  mas  pequeñas  que  sean  sus  caras, 
y  si  recordamos  fnum.  157)  que  las  prolongaciones  de  los  la- 
dos del  polígono  vienen  a  ser,  en  el  estado  de  límite,  las  tanjentes 
delacurba  continua  hacia  a  cual  converjo  esto  polígono,  deduciremos 
de  aquí  este  teorema;  para  que  una  curha  GM  trazada  sobre  un  ei- 
lindroy  sea  rectilinea  después  de  haber  desarrollado  esta  superficie^ 
es  precisoj  y  suficiente  qtu  todas  las  tanjentes  de  esta  curba  formen 
un  ángulo  constante  con  las  jeneratrices  del  cilindro. 

A  las  curbas  que  cumplen  con  esta  última  condición  se  las  deno- 
mina HÉLICES,  sea  cual  fuere  la  base  del  cilindro  sobre  que  se  hallen  tra- 
zadas; y  asi  es  que  las  hélices  son  las  únicas  curbas  que  en  el  desarrolla 
do  la  superficie  cilindrica  que  las  contiene,  se  tranfcH-man  en  líneas  rectas. 
FiG.  48.  164.  Estas  curbas  gozan  ademas  de  esta  otra  notable  propiedad: 
un  arco  cualquiera  de  hélice  tal  como  GM  es  la  línea  mas  corta  que 
se  puede  trazar .  sobre  el  cilindro,  entre  sus  estremidades  G  y  M.  Con 
efecto,  si  comparamos  con  ella  cualquiera  otra  cuaba  comprehendi- 
da  entre  los  puntos  G  y  M,  este  último  arco,  después?  de  desarrolla- 
do el  cilindro  no  sera  rectilíneo;  luego,  según  esto,  será  mas  largo 
que  el  arco  de  hélice  que  so  habrá  transformado  en  recta:  pero  he- 
mos visto  (núm.  162)  que  en  este  desarrollo  conser\-an  las  trans- 
formadas la  misma  lonjitud  que  las  curbas  primitivas;  luego  también 
antes  del  desarrollo  del  cilindro,  era  el  arco  de  hélice  mas  corto  que 
cualquiera  otra  línfea  que  pasase  por  los  puntos   G  y  M» 

165.  Observaremos  aquí  que  todas  las  curbas  que  se  vuelven  rec- 
tilíneas después  de  desarrollado  el  cilindro,  en  su  primitivo  estado 
eran  de  doble  curbatura,  es  decir,  que  tres  tanjentes  inmediatas,  o 
tres  elementos  consecutivos,  no  se  hallaban  en  un  mismo  plamo.  Con 
efecto,  volvamos  a  examinar  el  poligono  de  la  fig.  49,  y  consideremos 
tres  lados  consecutivos  de  él,  como  por  ejemplo,  los  KM,MM' y  MM", 
que  supondremos  estar  dirijidos  de  tal  modo  que  formen  con  laa 
aristas  del  prisma  ángulos  iguales  entre  si,  y  que  representaremos  a. 
Si  estos  tres  lados  pudiesen  hallarse  en  un  solo  plano,  sucedería  lo 
mismo  sin  la  menor  duda,  con  tres  rectas  tiradas  por  un  punto 
cualquiera  G,  paralelamente  a  estos  tres  lados:  pero  como  cada  una 
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íle  estas  tres  paralelas  formará  el  mismo  lingulo  a  con  la  arista  GD,  si- 
gúese que  estarán  sitnadas  sobre  la  superficie  de  un  cono  recto  cuyo 
oje  «era  GD;  y  conocemos  muí  bien  que  una  superficie  de  esta  na- 
turaleza no  podrá  tener  tres  de  sus  jeneratrices  sobre  un  mismo  pla- 
no, porque  en  tal  caso  se  hallarían  en  línea  recta  tres  puntos  de  la 
circunferencia  que  le  sirve  de  base.  Luego  es  así  mismo  imposible 
que  los  tres  lados  consecutivos  KMjMM',  y  M'M"  se  hallen  en  el 
mismo  plano,  y  como  esta  proposición  tiene  siempre  lugar,  cualquie- 
ra que  sea  la  pequenez  de  los  lados,  es  así  mismo  cierta  respecto  a  las 
prolongaciones  de  estos,  cuando  el  poligono  dejenera  en  una  curba 
continua,  en  cuyo  caso  estas  prolongaciones  sno  las  tanjentes  mis- 
mas de  la  curba.  Y  así  es  que  las  hélices  son  siempre  líneas  de  do- 
ble corbatura. 

166,  Solo   debemos  esceptuar  de  esta  conclusión  jencral,  un  solo 

caso,  que  es  el  de  .ser  recto  el  ángulo  a;  porque  entonces  el  mismo 
cono  que  nos  acaba  de  servir  para  establecer  la  proposición  pro- 
cedente se  reduce  a  un  plano.  Ademas,  la  hélice  particular 
correspondiente  a  la  presente  hipótesis  a=90?,  no  es  evidente- 
mente otra  cosa  que  la  sección  recta  CAÁ';  y  con  efecto  sabemos 
(níim.  161)  que  esta  sección  es  rectilínea  después  de  desarrollado 
el  cilindro;  pero  a  lo  menos  pedemos  asegurar  que  de  todas  las  cur- 
bas  PLANAS  trazadas  sobre  un  cilUidro,  ?w  hai  mas  de  la  SECciox 
i:i:cTA  que  después  de  (fcctuado  el  desarrollo  de  esta  superficie  sea  rec- 
ti/ínea. 

167.  Con  motivo  de  las  hoüccs  quo  según  ya  lo  hemos  visto,  no 
son  curbas  planas,  haremos  observar  que  en  toda  línea  de  doble 
corbatura  GKM,  situada  de  un  modo  cualquiera  en  el  espacio,  si 
tres  elementos  próximos  KM,MM'M'M"  no  se  hallan  en  un  mismo 
plano,  por  lo  menos  satisfarán  esta  condición  dos  elementos  conse- 
cutivos MM'  y  M'M";  y  al  plano  MM'M"  se  le  da  el  nombre  de  pla- 
no osculador  de  la  curba  en  el  punto  M.  Respecto  al  punto  K,  el 
plano  x)sculador  será  el  KMM',  y  así  en  seguida;  de  modo  que  los 
diferentes  planos  osculadores  se  cortan  de  dos  en  dos  según  un  e- 
jemento  intermedio,  y  no  coinciden  todos  en  uno  3Íno  cuando  la  cur- 
tía es  plana.  Ademas  de  esto,  según  las  consideraciones  espuestas 
mas    ^rríba^   todo    manifiestamente    se    reduce   o  definir    el  plano 
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osculador,  como  que  es  el   que  pasa  por  dos  tanjentes  infinitamen- 
te próximas. 

168.  Observemos  aun,  que  una  curba  continua,  sea  o  no  plana, 
no  tiene  nunca*  mas  de  una  sola  tanjente  en  un  punto  dudo,  pero 
que  puede  evidentemente  tener  una  infinidad  de  normales,  es  decir, 
de  rectas  perpendiculares  a  la  tanjente,  tiradas  todas  ellas  por  el  pun- 
to de  contacto  de  esta  última,  todas  estas  normales  forman  necesa- 
riamente un  plano  que  es  perpendicula  a  la  tanjente,  al  cual  se  da 
el  nombre  de  plano  normal  de  la  curba  en  el  punto  en  cuestión. 
Esto  es  precisamente  lo  inverso  de  lo  que  sucede  en  una  superfi- 
cie, esta  admite,  en  cada  uno  de  sus  puntos  una  infinidad  de  tan- 
jentes cuyo  compuesto  forma  el  plano  tanjente,  y  una  sola  normal  que 
es  perpendicular  a  este  plano. 

169.  Una  superficie  cónica  puede  siempre  desarrollarse.  Sin 
pasar  ya  por  todas  las  consideraciones  intermedias  que  hemos  creí- 
do de  absoluta  necesidad  considerar  en  el  cilindro,  miremos  la  base 

no.  50.  ^®'  cono,  sea  cual  fuere,  como  un  polígono  injinitenmal  CAA'A", 
y  al  cono  mismo  como  una  pirámide  en  la  que  cada  cara  SAA',  sea 
un  elemento  superficial  infinitamente  angosto,  que  sera  común  (uqw. 
159)  a  la  superficie  y  al  plano  tanjente,  en  todo  el  largo  de  la  je- 
neratriz  SA.  En  este  estado,  podremos  hacer  jirar  la  cara  SA'A^' 
alrededor  de  la  arista  SA;  hasta  que  venga  a  colocarse  en  el  plano 
de  la  cara  SA'A'',  y  a  continuación  de  esta,  y  en  seguida  hacer  jirar 
el  sistema  de  estas  dos  caras  al  rededor  de  la  arista  SA  hasta  que 
se  hallen  a  continuación  del  plano  de  la  cara  precedente.  Continuan- 
do del  mismo  modo,  hallaremos  por  resultado  un  sector  poligonal  (*) 
compuesto  de  todas  las  caras  de  la  pirámide,  colocadas  unas  a  con- 
tinuación de  otras  y  situadas  sobre  un  mismo  plano  que  por  con- 
siguiente tendrá  la  misma  superficie  que  área  la  pirámide:  es  ade- 
mas evidente  que  en  esta  transformación,  los  lados  y  ángulos  de  las 
caras  SA'A",SAA'....  parmanecerán  invariables,  lo  mismo  que  los  de 
cualquiera  otro  triángulo  SM'M'',  SMM\...  mientras  que  los  ángulos 

(*)  O  mas  bien,  el  sutema  de  dos  sectores  opuestos  por  el  vértú 
cCf  si  desarrollamos  al  mistno  tiempo  la  pirámide  superior  SBB^B*^ 
que  reemplaza  la  segunda  napa  del  cono. 
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AA'A",MM'M"  yariarán  de  magnitud,  y  como  todas  éstas  circuns- 
tancias son  también  ciertas  sea  cual  fuere  la  pequenez  de  las  ca* 
ras  de  la  pirámide,  subsistirán  las  mismas  en  el  límite  del  cuerpo,  es 
decir  en  un  cono  en  cuya  superficie  serán  los  poligonos  CAÁ' A"  y 
GMM'M"  curbas  continuas,  y  cuyas  tanjentes  serán  las  prolongaciones 
de  los  elementos   AA'  y  MM'. 

170.  De  aquí  resultan  evidentemente  las  consecuencias  siguientes: 
1.^  toda  superficie  cónica  es  desarrollablef  y  en  esta  transformación, 
las  jeneratriceSf  o  cualquiera  porción  de  estas  rectas,  no  varia  de  Ion- 
jitud. 

2.  ^  La  base  del  cono,  o  cualquiera  otra  curba  trazada  sobre  su 
superficie,  se  convierte  en  una  línea  cuya  curbatura  no  es  la  mis- 
ma que  la  de  la  curba  primitiva,  a  la  que  se  da  el  nombre  de  trans- 
formada de  la  primera:  pero  los  arcos  de  esta  transformada  conser- 
van  la  misma  lonjitud  absoluta  que  los  de  la  curba  primitiva.  Si  es- 
ta última  tubiese  todos  sus  puntos  a  una  distancia  constante  del 
cúspide,  la  transformada  será  un  arco  de  círculo  descrito  con  esta 
distancia  por  radio. 

3.  ^  Cada  tanjente  de  la  curba  primitiva  forma  con  la  jeneratriz 
del  cono,  un  ángulo  que   permanece  invariable  en  el  desarrollo  de 
esta  superficie  y  esta  primera  recta  es  también   tanjente  a  la  trans- 
formada. Mas  adelante  veremos  el  modo  de  emplear  estas  varias  pro- 
piedades, para  ejecutar  gráficamente  el  desarrollo  de  una  snperficie 


cónica. 


171.  Para  que  una  curba  GMM^  trazada  sobre  un  cono,  sea  r^c- 
tilinea  después  de  desarrollada  la  superficie,  es  suficiente  que  dos 
elementos  consecutivos  tales  como  MM'  y  M'M''  tengan  sus  direc- 
ciones dé  modo  que 

ángulo  83f3t'=SJirt; 

y  como  las  prolongaciones  de  estos  elementos  son  las  tanjentes  de 
la  curba  primitiva,  que  equivale  a  decir,  que  dos  tanjentes  consecuti- 
vas de  esta  curba  deben  formar  ángulos  iguales  con  la  jeneratriz 
intermedia:  pero  estos  ángulos  no  son  constantes  en  todas  las  tan* 

jentes,  como  sucedía  en  el  caso  del  cilindro  (núm,  163^. 

172.  Toda  curba  que  satisfaga  a  la  condición  precedente,  goza-  ,,^  ^ 
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rá  también  de  la  propiedad  de  ser  la  línea  mas  carta  que  se  pue- 
de trazar  entre  dos  puntos  dados  en  la  superficie  cónica;  y  esto  se  de- 
muestra por  las  mismas  razones  dadas  en  el  núin.  164;  pero  esta 
rurba  no  presentará  la  forma  de  una  espiral  que  va  elevándose  ca- 
da vez  mas  hacia  el  cúspide  S  del  cono.  Con  efecto,  el  ángulo  SMM' 
sííríi  menor  que  el  SxM'M'*,  supuesto  qne  este  ultimo  igualará  al 
SMí:  y  como  la  inclinación  SMí  de  cada  tanjente  con  la  jene- 
ratriz  coiTespondicnte,  es  un  ángulo  agudo  que  va  siempre  aumen- 
tando, sígnese  que  la  distancia  SM  llegará  a  ser  un  mínimo  cuan 
do  este  ángulo  sea  recto,  y  en  este  caso  obtendremos  el  punto  de 
la  cnrba  mas  próximo  al  cúspide  S;  mas  adelante  dicha  curba  se  a- 
lejará  cada  vez  mas  del  cúspide,  porque  el  ángulo  SM¿  será  obtuso, 
y  continuará  creciendo.  Así  es,  que  por  ejemplo,  sobre  un  cono  de 
rovolucion,  la  línea  mas  corta  entre  dos  puntos  de  la  base  circular, 
no  os  el  arco  de  este  círculo  comprehendido  entre  los  dos  puntos 
dados,  sino  que  es  una  especie  de  curba  hiperbólica  cuyo  vértico  se 
halla  a  igual  distancia  de  los  dos  puntos  en  cuestión,  y  que  des- 
pués de  efectuado  el  desarrollo  del  cono  se  convertirá  en  una  cuer- 
da del  círculo  en  que  se  transforme  la  base  primitiva.  Los  dos  ra- 
dios paralelos  a  esta  cuerda,  eran  en  el  cono  primitivo,  las  jenera- 
trices  asíntotas   de  la  curba  en   cuestión. 

173,  Por  el  contrario,  una  curba  trazada  sobre  una  superficie  có- 
nica cualquiera  que  esta  sea,  y  que  goce  de  una  propiedad  análoga 
a  la  de  la  heÜco  (núm.  16íi),  es  decir,  cayas  tanjentes  todas  for- 
7fiasen  un  ángulo  constante  con  la  jencratriz  que  pasa  por  el  punto 
do  contacto,  prosontaria  la  forma  de  una  espiral  que  indefinidamen- 
te se  aproximarla  al  cúspide,  el  cual  seria  respeto  a  ella  vn  punto 
asintótico:  porque  «n  el  desarrollo,  esta  curba  se  convertiria  eviden- 
temente en  una  espiral  logarltimicaf  porque  sabemos  que  esta  últi- 
ma curba  tiene  la  propiedad  de  cortar  a  todos  sus  radios  vectores 
bajo  un  un   mismo   ángulo. 

Si  este  ángulo  fuese  recto  la  transformada  seria  un  círculo:  en 
cuyo  caso  como  todos  los  radios  vectores  eran  iguales,  resultarla  que 
la  curba  primitiva  trazada  sobre  el  cono  no  podia  ser  sino  una  curba 
esféricay  es  decir  que  resultaría  de  la  intersección  del  cono  propuesto  con 
una  esfera  quetubiese  por  centro  el  cúspide  del  cono  (véase  lUím.  Sl<9). 
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174;  De  cualesquiera  superficies  desarrollarles.  Jeneralice- 
mos  ahora  las  consideraciones  que  hemos  empleado  en  los  conos  y 
cilindros,  y  supongamos  que  una  superficie  ha  sido  enjendrada,  por 
una  recta  que  se  ha  movido  de  7nodo  que  dos  posiciones  consecuti-  ^^^'  ^^ 
vas  o  infinitamente  próxin[ms  se  han  hallado  siempre  en  un  mismo 
plano.  Muí  pronto  indicaremos  (núm.  180)  ios  diversos  modos  de 
satisfacer  a  esta  condición;  pero  por  de  pronto,  sera  suficiente  ad- 
mitir que  se  ha  cumplido  con  ella  de  un  modo  cualquiera,  y  que 
AB,A'B',A"B'\.«.  son  las  posiciones  infinitamente  próximas  de  la  rec- 
ta móvil.  En  este  caso,  y  en  conformidad  con  la  definición  de  la 
superficie,  tendremos  que  las  dos  jeneratríces  consecutivas  AB  y  A'B' 
se  cortarán  necesariamente  (*)  en  cierto  punto  M';  así  mismo  a  la  jene- 
ratriz  A'B'  la  encontrará  la  A"B"  en  otro  pimto  M",  y  a  esta  últi- 
ma la  encontrará  la  siguiente  en  otro  punto  M"  &.c,  de  suer- 
te que  estas  intersecciones  subcesivas  darán  oríjen  a  un  poligono 
MM'M"M"'....;  o  mas  bien,  ya  que  suponemos  que  Jas  jeneratrices  es- 
tán infinitamente  próximas,  nos  resultará  una  curba  continua  VMM'M"U 
a  la  que  evidentemente  serán  tanjentes  todas  estas  rectas;  que  se 
llama  arista  de  retroceso  de  la  superficie,  por  una  razón  que  mui  pron- 
to explicaremos  (nüm.  178). 

175.  Esto  supuesto,  decimos  que  la  superficie  enjendrada  ^eguu 
la  ley  precedente  es  desarrollahle.  Con  efecto,  como  las  dos  jene- 
ratrices consecutivas  AMB  y  A'M'B'  se  halla  sobre  el  mismo  plano, 
comprehenden  entre  sí  una  zona  angular  de  la  superficie,  infinitamen- 
te estrecha,  pero  indefinida  en  lonjitud,  que  es  precisamente  plana; 
porque  si  consideramos  las  diferentes  cuxbas  trazadas  sobre  la  su- 
perficie, tendremos  que  como  los  elementos  lineales  AA',PP\...  tie- 
nen dos  puntos  comunes  con  las  rectas  AM  y  A'M',  se  hallarán  to- 
dos en  el  plano  de  estas  dos  jeneratrices.  Así  mismo,  las  jeneratri- 
ces A'M'B'  y  A"M"B"  comprehenden  otro  elemento  superficial  que  es 
plaTto  y  de  una  lonjitud  indefinida;  y  así  de  los  demás.   En  vista  de 


(*)  Estas  rectas  podrían  mui  bien  ser  paralelas;  pero  consideran- 
do en  este  caso  su  punto  de  sección  como  situado  al  infinüOj  siempre 
hallaríamos  que  este  caso  particular  estaba  cotnprehendido  en  la  es- 
pecie jeneraJ. 

14 
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esto,  si  hacemos  jirar  el  primer  elemento  alrededor  de  la  recta  AWB* 
sirviendo  esta  de  chamela,  hasta  que  llegue  al  plano  prolongado  del 
segundo  elemento;  y  en  seguida  abatimos,  jirando  alrededor  de  A"B'V 
el  sistema  de  estos  dos  elementos  sobre  el  plano  prolongado  del 
tercero,  concluiremos,  continuando  de  este  modo,  por  desarrollar  so- 
bre un  solo  plano  toda  la  superficie  propuesta,  sin  que  haya  dis- 
continuidad y  sin  alterar  su  superficie.  Ademas,  es  mui  evidente  que 
1.^  por  esta  transformación,  no  habrán  variado  de  ningún  modo  laa 
lonjitudes  de  laa  porciones  de  jeneratrices  MA,M'A',.—  como  tampo- 
co las  de  los  arcos  AA',  A' A",.—;  2.  ®  que  los  ángulos  MAA',  o  MAT, 
MA'A"  o  MA'T',.:..  formados  por  las  jeneratrices  con  las  tanjente» 
de  una  curba  cualquiera  AD  trazada  sobre  la  superficie,  permane- 
cerán también  invariables;  3.®  que  por  el  contrario  los  ángulos  de 
continjencia  tales  como  TA'T',  o  sus  suplementos  como  AA'A"cam^ 
biarán  de  magnitud,  y  que  así  la  curba  AD  tendrá  por  transforma- 
da una  línea  cuya  curbatura  no  será  la  misma  que  era  primitivamen- 
te. Según  esto  queda  demostrado  que  toda  superficie  que  satisfaga 
a  la  condición  del  núm.    174,  será  desarrollable. 

X76.  Recíprocamente,  es  necesaria  esta  condición;  porque  para  que 
una  superficie  pueda  estenderse  sobre  un  plano  sin  que  se  rompa 
ni  duplique,  es  evidentemente  necesario  que  se  componga  de  ele^ 
mentes  superficiales  planos,  que  solo  estén  unidos  de  dos  en  dos  por  bor- 
des rectilíneos  indefinidos,  para  que  estas  rectas  puedan  servir  de  char- 
nelas alrededor  de  las  cuales  pueda  hacerse  jirar  estos  elementos 
superficiales  y  trasladarlos  a  un  plano  único,  colocándolos  unos  a  con-^ 
tinuacion  de  otros.  Porque  si  la  recta  que  es  intersección  de  dos 
elementos  contiguos,  estubiese  limitada  por  el  encuentro  con  otro  ele- 
mento, resultaría  en  el  lugar  donde  se  efectuase  un  ángulo  tiedro  o  po- 
liedro, cuyas  caras  no  podrian  estenderse  sobre  un  plano,  sin  que  dejasen 
entre  sí  intersticios;  y  como  esta  misma  circunstancia  se  repetiría  en 
cada  punto  en  que  se  reuniesen  mas  de  dos  eernei^tos  superficia- 
les, no  habría  ya  continuidad  en  el  desarrollo  de  la  superficie,  y  es- 
ta  estaría  alterada. 

177.  De  aquí  resulta  inmediatamente  que  el  plano  que  toca  a  ti- 
na superficie  desarrollable  en  un  punto  cualquiera  P,  es  tanjente  en 
todo  el  largo  de  la  jeneratriz  APMB  que  pasa  por  este  punto.  Con 
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efecto,  supuesto  qne  (num.  175)  todas  las  curbas  AD,PX,BC,,.,.  tie- 
nen sus  elementes  lineales  AA',PP'>BB\..,  situados  en  el  raismo  pla- 
no que  dos  rectas  infinitamente  próximas  tales  como  A]VrB,A'M'B', 
sígnese  de  aquí  que  este  plano  contiene  a  todas  las  tanjentes  en  los 
puntos  A,P,B--"  y  no  es  por  consiguiente  sino  un  solo  plano 
AM'B'  o  BAT,  que  toca  a  la  superficie  desarrollable,  en  todo  el  lar- 
go de  la  jeneratriz  AMB.  Y  así,  cuando  en  adelante,  queramos  cons- 
truir el  plano  tanjeiite  relativo  a  un  punto  Q,  dado  sobre  una  superfi- 
cie, será  suficiente  le  hagamos  pasar  por  la  jeneratriz  AQB  y  por 
la  tanjente  AT  a  una  curba  trazada  sobre  esta  superficie  por  un  pun- 
to cualquiera  de  AB. 

Esta  proposición  que  hemos  demostrado  ya  (núms.  99-100)  res- 
pecto a  los  cilindros  y  conos;  es  por  consiguiente  común  a  todas  las 
superfi:cies  desarroiiabies;  y  merece  tanta  mas  atención,  cuanto  no 
se  verifica  en  las  superficies  gausas,  aun  cuando  estas  admiten 
también  jeneratrices  rectilíneas.  Ademas,  nos  va  a  servir  mui  pronto 
para  indicar  un  nuevo  método  de  enjendrar  estas  superficies  desar- 
roiiabies,  mirándolas  corno  envolventes  de  un  plano  móvil   (núm.  183). 

Observemos  también  que  el  plano  AM"A'  o  BAT  que  es  tan- 
jente a  la  superficie  desarrollable,  coincide  precisamente  con  el  pla- 
no osculador  de  la  arista  de  retroceso  VMU,  supuesto  que  las  dos 
jeneratrices   AM'  y  A'M'  son  tanjentes  a  esta  curba. 

178.  Hemos  diciio  que  la  curba  VMU  formada  por  las  intersec-  fiq.  5i 
cienes  subcesivas  de  las  jeneratrices,  se  Wama  la  arista  de  retroceso 
de  la  superficie  des.irrollable;  y  para  percibir  mejor  la  exactitud  de 
esta  denominación,  no  tenemos  mas  que  mirar  a  cada  jeneratriz  AB 
como  compuesta  de  dos  partes  MA  y  MB,  una  de  ellas  situada  de- 
bajo y  otra  encima  del  punto  de  contacto  M;  espresar  en  seguida  con 
el  nombre  de  napa  inferior^  a  la  porción  de  superficie  enjendrada 
por  las  partes  MA.M'A',M"A'V...  al  propio  tiempo  que  las  partes 
MB,]VrB',M"B",..,.  formarán   la  napa  superior  (*).  En  cuyo  caso,  si 

(*)  Estas  partes  de  jeneratriz  se  prolongarán  indefinidamente; 
pero,  para  hacer  mas  sensible  la  forma  opuesta  de  las  dos  napas,  su- 
pondremos aquí  que  estas  rectas  se  terminan  en  dos  planos  horizon- 
tales que  cortan  a  la  superficie  según  las  curbas  AD  y  BC  de  las 
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queremos  pasar  de  una  napa  a  otra,  caminando  sobre  la  snperñcie  de 
un  modo  continuo  y  en  una  dirección  cualquiera  (menos  en  la  direc- 
ción de  la  jeneratriz),  notaremos  fácilmente  qne  este  paso  no  pue- 
de ejecutarse  sino  siguiendo  una  curba  SNa,  que  presentará  un 
punto  de  retroceso  en  el  lugar  en  que  encuentra  a  la  línea  VMU. 
Como  la  observación  de  esta  circunstancia  es  mui  importante,  tra- 
temos ahora  de  hacerla  mas  sencible,  proyectando  toda  la  figura  so-* 
bre  un  plano  horizontal,  sea  cual  fnere;  sea  pues  tnu  {figj  52)  la 
FiG.  ül.  base  del  cilindro  vertical  que  pasa  por  la  curba  VNU,  y  abja,b\.... 
y  5'--  las  proyecciones  de  las  jeneratrices,  que  necesariamente  serán  tan- 
jentes  a  vnu.  Desde  luego  se  iufíere  que  ninguna  de  estas  rectas pue-^ 
de  penetrar  al  ciliYidro  vertical  vnUf  y  que  en  virtud  de  esto,  las  dos 
napas  de  la  superficie  desarroUable  quedan  fuera  de  este*  cilindro, 
sobre  el  cual  vienen  a  poyarse  al  largo  de  la  curba  VNU.  Ade- 
mas, si  miramos  a  este  cilindro  como  un  cuerpo  sólido,  y  a  la  jene- 
ratriz  proyectada  sobre  ab  como  una  recta  inflexible^  que  rueda,  9Ín 
resbalar j  sobre  este  cilindro  permaneciendo  tanjente  a  la  curba  VNU, 
es  evidente  que  esta  recta  móvil  recorrerá  la  superficie  desarroUable 
de  que  tratamos.  Pero  percibimos  bien  en  este  movimiento  que  un 
punto  cualquiera  g,  unido  fijamente  a  la  parte  superior  mb  de  la  je- 
neratriz,  irá  en  primer  lugar  aproximándose  al  cilindro,  y  llegara  a 
g'  cuando  la  jeneratriz  se  proyecte  sobro  a'¿\  y  a  n  cuando  se  pro- 
yecte en  a"6''.  Pero  después  de  esta  posición,  el  punto  jenerador 
estará  situado  debajo  del  punto  de  contacto  de  la  jeneratriz,  siempre 
que  continué  rodando  sobre  el  ciUndro  vertical;  de  modo  que  el  pun- 
to móvil  principiará  desde  entonces  a  separarse  cada  vez  mas  de  es- 
te cilindro  y  se  hallará  en  a'"  cuando  la  posición  de  la  jeneratriz 
sea  a"'¿'",  y  en  a'"*  cuando  esta  posición  sea  a""fr"",....  En  todo  lo 
cual  vemos  claramente  que  la  curba  66'wa'"  descrita  por  el  punto  6> 
se  compondrá  de  dos  ramas  que  producirán  un  retroceso  en  w  y  que  una 
de  estas  ramas  gg'n  estará  situada  sobre  la  napa  superior  de  la  super- 
ficie, y  la  otra  na'"  lo  estará  en  la  napa  inferior.  Estudiaremos  por  esten- 
so, en  el  níim.  456,  el  caso  particular  en  que  la  curba  VNU  es  una  heUce. 

cuales  la  primera  vuelve  su  convexidad^  y  la  segunda  su  concavidad 
hacia  el  observador^ 
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179.  Reuniendo  todo  cuanto  precede,  hallaremos  las  consecuen- 
cias siguientes:  1,^  Para  que  una  superficie  sea  desarrollable,  espre- 
ciso  y  suficiente  que  esté  enjendrada  por  una  recta  que  se  mueva  de 
modo  que  siempre  se  hallen  en  un  mismo  plano  dos  posiciones  conse- 
cutivas. Esta  es  una  propiedad  característica  de  todas  las  superficies 
de  esta  clase,  la  cual  evidentemente  comprehenden  también  a  los  dos 
jéneros  particulares  de  cilindros  y  de  conos;  porque  en  el  primero, 
las  jeneratrices  rectilíneas  son  siempre  paralelas,  y  en  el  segundo  to- 
das ellas  se  cortan  en  un  mismo   punto. 

2.  ^  Una  sujyerficie  desarrollable  tiene  siempre  una  arista  de  retro- 
ceso formada  por  las  intersecciones  subcesicas  de  las  jeneratrices;  estas 
rectas  son  tanjentas  a  la'arista  de  retroceso,  que  ademas  divide  a  la. su- 
perficie en  dos  napas  distintas.  En  las  superficies  cónicas,  la  arista  de 
retroceso  se  reduce  a  un  solo  punto  que  es  el  cúspide;  y  en  los  cilin- 
dros, esta  arista  está  toda  ella  colocada  a  una  distancia  infinita, 

3.^  Biplano  tanjente  de  una  superficie  desarrollable  es  comuna 
todos  los  puntos  de  una  misma  jeneratriz  rectilínea;  y  coincide  con 
el  plano  osculador  de  la  arista  de  retroceso. 

4.  ^  En  el  desarrollo  de  la  superficie,  tanto  las  porciones  de  las 
jeneratrices,  como  los  arcos  de  una  curba  cualquiera  trazada  sobre  la 
superficie,  no  varia  de  lonjitud  absoluta;  y  los  ángulos  que  las  tanjen- 
tes  a  esta  curba  forman  con  las  jeneratrices  permanecen  constantes* 
Pero  no  sucede  así  con  los  ángulos  de  continjencia,  comprehendi- 
dos  entre  dos  de  estas  tanjentes  consecutivas;  y  por  consiguiente  es- 
ta curba  tiene  por  transformada  a  una  línea  cuya  curbatura  no  es  la 
misma  que  anteriormente  (*). 

180.  Veamos  ahora  como  puede  satisfacerse  la  condición  que  ha 
servido  (núm.  174)  para  definir  las  superficies  desarrollables.  Elija- 
mos dos  curbas  cualesquiera  fijas  en  el  espacio,  tales  como  AD  y  BC;  p,^^  51^ 

m  >         '  i.Mii  I  .i.ii  iiiii  II 

(*)  Sin  embargo,  debemos  csceptuar  la  arista  de  retroceso,  en  la 
cual  los  ángulos  de  continjencia  permanecen  invariables,  porque  en 
este  caso,  estos  ángulos  están  formados  por  las  jeneratrices  entre  sí, 
y  estas  rectas  sirven  precisamente  de  charnelas  para  ejecutar  el  de- 
sarrollo. Y  asi  por  ejemplo,  el  áugulo  AM'A'  permanece  constante,  lo 
mismo  que  su  suplemento  MM'M'\ 
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en  seguida,  sujetemos  una  recta  móvil  a  que  resbale  por  estás  di* 
rectrices,  pero  de  modo  que  sus  posiciones  consecutivas  estén  de  dos 
en  dos  situadas  en  el  mismo  plano.  Después  de  haber  elejido  so- 
bre ja  primera  cnrba  un  punto  cualquiera  tal  como  el  A',  no  lo  uní^ 
remos  con  nn  punto  arbitrario  de  la  segunda,  aporque  nada  habría 
que  nos  asegurase  que  la  recta  trazada  de  este  modo,  se  halla- 
ba en  un  mismo  plano  con  la  posición  que  tomase  en  seguida,  por 
mas  próximas  que  estas  dos  estubiesen  (*);  pero  figurémonos  una  sa- 
pernee  cónica  que  tenga  por  cúspide  al  punto  A'  y  por  base  a  la 
curba  BC,  y  tirémosle  un  plano  tanjente  que  pase  (núm,  125)  por  la  rec- 
ta" A'T'  que  es  tniijente  en  el  punto  A'  a  la  directriz  AD;  si  en  este 
caso  construimos  la  recta  A'B'  según  la  que  este  plano  toca  al  cono 
auxiliar,  decimos  que  A'B'  será  la  posición  que  debe  tomar  laje- 
neratriz  de  la  superficie  desarroUable,  cuando  pase  por  el  punto  A' 
de  la  directriz;  y  las  otras  posiciones  A"B'',  A"'B'",....  se  hallarán  por 
un  medio  enteramente  semejante.  Para  justificar  esta  construcción, 
es  preciso  observar  que  cuando  la  recta  móvil  pasa  de  la  posición 
A'B'  a  otra  posición  A"B"  infinitamente  próxima,  podrá  mirarse  co- 
mo si  resbalase  sobre  las  tanjentes  A'A"T'  y  B'B"S'  que  coinciden 
con  las  verdaderas  directrices  en  el  intervalo  de  los  elementos  A'A"  y. 
B'B";  y  como  estas  dos  tanjentes  están  situadas  evidentemente  en 
un  plano  único,  que  es  plano  tanjente  que  hemos  tirado  al  cono  au- 
xiliar; sigúese  también  que  las  dos  jenaratrices  A'B'  y  A"B"  se  ha- 
llarán en  el  mismo  plano, 
FiG.  51.  ^^^'  -^^  suficiente  señalar  una  sola  directriz  para  determinar  com- 
pletamente la  superficie  desarroUable,  siempre  que  se  sujete  la  rec- 
ta móvil  a  que  permanezca  constantemente  tanjente  a  esta  curba.  Con 
efecto,  sea  VN'U  una  línea  cualquiera,  fija  en  el  espacio,  pero  que  de- 
bemos elejir  de  doble  curbatura,  si  no  queremos  recaer  eii  un  simple 
plano.  Construyamos  las  tanjentes  AMB,  A'M'B',  A"M"B",....  en  los 


(*)  A  menos  que  no  se  quisiera  dejar  inmóvil  el  punto  de  la  rea- 
ta  colocado  en  A  y  hacer  solo  resbalar  la  otra  estremidud  sóbrela 
curba  BC;  pero  de  este  modo  no  hallariamos  síjio  una  superficie  cóni-- 
ca.jénero  de  superficies  desarrollables  demasiado  particulares  para  que 
nos  detengamos  aquí  en  ellas. 
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puntos  M^M^M'S....  estremadamente  próximos  en  la  curba;  estas  se- 
rán otras  tantas  posiciones  de  la  recta  móvil;  y  ahora  decimos  qne  la 
superficie  que  es  el  lugar  de  todas  estas  posiciones,  será  desarrollahle. 
Porque  las  dos  jeneratrices  infinitamente  próximas  AMB  y  A'M*B' 
tienen  común  con  la  curba,  una  de  ellas  el  elemento  MM'  y  la  otra 
el  olemeuto  M'M":  luego  estas  jeneratrices  se  cortan  en  el  punto  M', 
y  por  consiguiente  están  situadas  sobre  un  mismo  plano.  Un  raciocinio 
enteramente  semejante  se  aplicaría  también  a  las  otras  jeneratrices  con- 
secutivas; y  así  es  cierto  que  la  superficie,  lugar  de  todas  estas  tan- 
jentes,  es  desarrollable;  y  en  el  caso  actual,  la  curba  directriz  VNU 
es  precisamente  la  arista  de  retroceso,  que  tiene  siempre  por  pla- 
nos osculadores  a  los  planos  tanjentes  (num.  177)  de  la  superficie 
desarrollable. 

He  aquí  algunos  otros  modos  de  enjendrar  una  superficie  desarro-. 
Hable. 

182,  Si  sobre  una  superficie  dada  que  indicaremos  sensillamente  fig,  53. 
por  S,  trazamos  uíia  curba  fija  sea,  cual  fuere  tal  como,  GND..-;  y 
en  seguida,  por  puntos  mui  próximos  entre  sí,  como  N,N',N"....  to- 
mado sobre  esta  línea,  tiramos  los  planos  tanjentes  P,P',P",...  a  la 
superficie,  los  que  en  el  presente  caso  están  figurados  solo  por  las 
rectas  NP,NT\.,.  tendremos  que  estos  planos  se  cortarán  consecuti^ 
vamente  según  las  rectas  AM,A'M',A"M''..;.  que  de  dos  en  dos  se  ha-- 
liarán  en  el  mismo  plano.  Efectivamente,  como  las  dos  primeras  re- 
sultan de  las  intersecciones  del  plano  P'  con  el  precedente  P  y  con 
el  siguiente  P'^  están  evidentemente  situadas  ambas  en  el  plano  P^; 
así  mismo  las  rectas  A'M'  y  A"M"  están  también  ambas  en  el  plano 
P",  y  así  en  seguida.  De  aquí  resulta  que  estas  diversas  intersec- 
ciones determinan  uua  serie  de  caras  planas  y  angulares  AMA^  A'M^A", 
A"M"A'",„..  que  se  aproximan  a  formar  una  superficie  continua  y 
evidentemente  desarrollable,  tanto  mas  exacta  cuanto  mas  próximos 
se  hayan  tomado  los  puntos  de  contacto  N,N',N"\,..  sobre  la  cur- 
ba CD.  Pero  para  llegar  a  este  límite,  es  suficiente  que  nos  imajine- 
mos qne  el  plano  P  rueda  .sobre  la  superficie  S  con  un  movimiento 
continuo,  siéndole  constantemente  tanjeute  en  toda  la  ostensión  de  la 
curba  dada  OND;  eu  cuyo  caso  se  dice  que  la  superficie  desarro- 
llable de  que  tratamos  es  la  envolvente  de  las  posiciones  que  toma  el 
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plan0  móvil,  porque  efectivamente  esta  superficie^e^  tocada  por  di 
cho  plano  en  cada  una  de  sus  posiciones^  pues  estas  no  son  otra  co- 
sa  que  las  proloagaciones  de  los  pequeños  elementos  superficiales 
AMA',A'M*A*',...,  que  componen  la  superficie^ 

183.  Esto  no  es  particular  a  la  superficie  que  nos  ocupa,  y  po- 
dremos decir  jieneralmente  que  toda  superficie  de^arrollable  es  la  #• 
tolvente  de  las  posiciones  de  un  plano  mótil  sujeto  a  moverse  según  aata 
ley  determinada.  Con  efecto,  en  el  caso  jeneral,  hemos  visto  (núm* 
177)  que  la  superficie  era  tocada  en  todo  el  largo   de  la  jeneratriz 

51.  AB,  por  un  plano  único  qu?  contenia  a  la  Jeneratriz  infinitameote 
próxima  A'B',  y  que^  por  consiguiente,  era  la  prolongación  del  ele- 
mento snperficial  AM'A';  así  mismo  el  plano  tanjente  consecutivo  se- 
rá la  prolongación  del  elemento  A'M'*A",  y  estos  dos  planos  sé  cor- 
taran  según  la  recta  A'M'B^;  de  modo  que  siendo  las  diversas  ge- 
neratrices, las  intersecciones  de  los  planos  tanjentes  consecutivos,  po- 
dremos obtener  estas  rectas,  o  bien  enjendrar  la  superficie  desairo- 
Uable,  haciendo  mover  un  plano  indefinido,  de  modo  que  tome  sub- 
cesívamente  las  posiciones  AM' A',  A'M"A%.*..  Pero  el  movimiento  del 
plano  móvil  deberá  en  cada  superficie  particular  estar  arreglado  a 
una  Ley  determinada^  es  decir,  por  medie  de  tales  condiciones  que 
este  plano  no  pueda  tomar  sino  una  sola  posición,  respecto  a  cada 
punto  del  espacio  por  el  cual  pase.  ' 

184.  Y  así  por  ejemplo,  puede  sujetarse  el  plano  móvWj^  rodar 
sobre  dos  superficies  fijasj  permaneciendo  constantemente  tanjente  a 
estas  dos  superficies,  con  tal  que  ademas  no  sean  ni  una  ni  otra  de- 
sarrollables;  porque  debemos  conocer  que  la  condición  de  tocax  a  u- 
na  superficie  de  este  ultimo  jénero,  aun  que  sea  en  un  punto  indeter- 
minado, equivaldría  a  dos  condiciones  distintas,  porque  el  contacto  ne- 
cesariamente se  estendería  en  todo  el  largo  de  una  misma  jenera- 
triz (núm.  177).  Esta  restricción  es  apáloga  a  la  que  hemos  dicho 
hablando  de   los  cilindros  y  conos  en   los   números  118  y  125. 

185.  Puede  también  exijirse  que  el  plano  móvil  sea  constantomen- 
te  osculador  (núm.  167)  a  una  curba  fija,  tal  como  la  línea  VNU 
de  la  fig.  51;  es  decir  que  siempHre  pase  por  dos  elementos  con-- 
secutivos  de  esta  línea,  en  cuyo  chao  mcmifiestamente  se  converti- 
rá en  arista  de  retroceso  de  la  superficie  desarrollaUe,  formada  pipir 
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las  intersecciones   subcesivas  del  plano    móvil. 

186«  Finalmente  podremos  hacer  mover  a  este  plano  de  modo  que 
constantemente  permanezca  nortnal  (núm.  168)  a  una  curba  dada 
VNU,  porque,  lo  mismo  que  en  el  núm.  182,  reconoceremos  que  es- 
tas diversas  posiciones  se  cortaran  consecutivamente  según  rectas  que 
se  hallarán  situadas  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano  y  así  for- 
marán una  superficie  desarroUable.  Esta  superficie  se  reduciria  evi- 
dentemente a  un  ciUndrOf  sifucso  la  curba  dada  VNU  sea  plana, 
porque  entonces  todos  los  planos  normales  se  cortarían  según  rec- 
tas perpendiculares  al  plano  de  VNU,  y  por  consiguiente  paralelas 
entre  sí. 

187.  Examinemos  ahora  la  condición  con  que  debe  cumplir  u- 

na  curba  PP'X  trazada  sobre  una  superficie  desarroUable,  sea  esta,  fig.  ji 
cual  fuere  para  que  sea  la  línea  mas  corta  entre  dos  de  sus  pun- 
tos P  y  X.  Es  preciso  y  suficiente  que  después  de  desarrollada  la  su- 
perficie dicha  linea  sea  rectcr^  porque,  en  esta  operación,  sabemos 
(nüm.  179,  4?)  que  cada  transformada  conserva  la  misma  lonjitud  que 
la  curba  primitiva;  y  cuando  la  superficie  está  estendida  sobre  un  pla- 
no, es  mui  cierto  que  una  recta  es  la  línea  mas  corta  entre  dos  de 
sus  puntos:  luego  &c. 

Pero,  para  que  la  curba  PP'X  se  convierta  en  una  transformada 
rectilínea,  es  necesario  y  bastante  que  dos  elementos  consecutivos  for- 
men siempre  ángulos  iguales  con  la  jeneratriz  intermediaj  es  decir 
que  respecto  a  cada  punto  de  la  curba  debe  tener  lugar  la  relación 
siguiente 

(ingulo  MPR=MPT" 

Con  efecto,  como  estos  dos  ángulos  permanecen  de  magnitud  in- 
variable después  de  haber  hecho  jirar  el  primero  alrededor  del  lado 
común  MP',  es  evidente  que  cuando  se  hayan  trasladado  al  mismo 
plano,  los  dos  elementos  PP'  y  PT"  se  hallarán  en  la  prolongación 
uno  de  otro,  siempre  que  se  verifique  la  relación  precedente.  Tal  es 
por  consiguiente  la  condición  que  debe  llenar  la  curba  PX,  para  ser 
mínimo:  pero  de  aquí  resulta  otra  propiedad  que  debe  observarse. 

188.  La  curba  PX,  correspondiente  a  un  mínimo j  tiene  todos  sus 
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jylanos  oscuíadores  normales  «  la  superficie  desarrollahle  sobre  quo 
está  trazada.  Para  demostrarlo,  observaroiTios  que,  según  la  relación 
admitida  en  el  numero  precedente,  las  dos  tanjentes  consecutivas  PP'R 
y  P'P"B'  forman  ángulos  iguales  con  la  jencratriz  A'M';  de  aquí  se 
sigue  que  estas  dos  tanjentes  son  dos  aristas  de  un  cono  recto  qtfe 
tiene  a  la  línea  A'M'  por  eje;  y  como  suponemos  que  están  infini- 
tamente próximas,  debemos  mirar  al  plano  RP'R'  como  que  es  tan- 
j  ente  al  cono  de  que  tratamos,  en  todo  el  largo  déla  arista  RP\  Pe- 
ro en  toda  superficie  de  revolución,  el  plano  tanjente  f  nám.  129^  es 
perpendicular  al  plano  meridiano  que  pasa  por  el  punto  de  contac- 
to; luego  en  el  caso  presente  el  plano  RP'R'  es  perpendicular  al  pla- 
no AM'A'  que  contiene  al  eje  del  cono  y  a  la  arista  de  contacto 
P'R.  Y  como  el  primero  de  estos  planos  no  es  otra  cosa  que  el  plano 
osculador  PPT"  de  la  curba  propuesta,  y  el  segundo  es  precisamen^ 
te  el  plano  tanjente  de  la  superficie  desarroUable;  podemos  por  con-^ 
siguiente  decir  con  certeza  que  cada  plano  osculador  de  la  curba 
que  es  un  mínimo,  es  normal  a  esta  última  superficie. 

189.  Ksta  propiedad  de  que  goza  la  curba  mínima,  es  tanta 
mas  notable  por  cuanto  se  verifica,  igualmente  sea  cual  fuere  la  su-« 
FiG.  53.  perfície  sobre  que  esté  trazada  una  curba  de  esta  naturaleza.  Sea 
en  efecto,  CND  la  línea  mas  corta  de  todas  las  que,  sobre  una  su- 
perficie cualquiera  S,  reúne  los  dos  puntos  C  y  D;  si  por  todos  los. 
puntos  N,N^N''.«..  de  esta  curba,  tiramos  planos  tanjentes  a  S,  dichoa 
planos  formarán,  según  hemos  visto  (núm.  182),  una  superficie  de- 
sarroUable S'  circunscripta  a  S,  que  tendrá  evidentemente  los  mismoa 
planos  tanjentes  que  esta  última  en  todo  el  largó  de  la  curba,  n^í- 
nima.  De  aquí  se  sigue  que,  en  la  dirección  CND,  cada  elemento 
superficial  (infinitamente  pequeño  en  todos  sentidos)  de  la  superficie 
S  será  común  a  la  superficie  S',  y  que  así  la  curba  CND  que  su- 
ponemos que  es  mínima  sobre  la  primera,  deberá  también  ser  míni- 
ma sobre  la  segunda:  pero  por  esta  última  condición,  la  curba  CND 
tendrá  sus  planos  oscuíadores  perpendiculares  (núm.  188)  a  los  pla^ 
nos  tanjentes  de  la  superficie  desarroUable  S\  y  como  estos  son  los 
mismos  que  los  planos  tanjentes  de  S,  estamos  en  el  caso  de  cou^ 
cluir  que,  sobre  una  superficie  cualquiera,  la  curba  mínima  tiene  to- 
dos sus  planos  oscuíadores  normales  a  esta  superficie^ 


CAPITULO  I!. 
De  las  superficie»  enrolventes. 

190.  Se  llama  superficie  eircoltentef  o  seiicillaüíeiite  enwlrenie  al 
lugar  de  lüs  iuterHeccioiics  consecutivas  de  una  superficie  móvil,  que 
varía  de  posición  y  aun  de  forma,  según  una  ley  determinada.  A  es- 
te lugar  que  tiene,  según  vamos  a  ver,  la  propiedad  de  tocar  al  largo  de 
una  curbu  a  cada  una  de  las  posiciones  de  la  superficie  müvil>  se 
llama  con  razón  la  envolvente  de  todas  estas  posiciones,  y  a  es- 
tas se  les»  da  el  nombre  de  involutas.  Ademas,  por  un  motivo  que 
esplicaremos  mas  tarde  (núm,  203),  se  da  el  nombre  de  caracterís- 
tica a  la  intersección  de  dos  involatas  consecutivas,  y  «i  largo  de 
esta  característica  es  donde  tiene  lugar  el  contacto  de  la  envolven- 
te e  iuvoluta.  Y  así,  cuando  un  plano  se  mueve  según  una  ley  deter- 
minada (  num.  182-186 ),  admite  por  envolvente  a  una  superficie 
desarrollable,  lugar  de  sus  intersecciones  subcesivus,  que  en  el 
caso  presente  son  rectas,  y  he  aquí  las  características;  en  tanto 
que  las  involutas  son  las  diversas  posiciones  del  plano  móvil,  ca- 
da una  de  las  cuales  toca  a  lu  tjnvolvente  según  una  de  estas  ca- 
racterísticas. Pero  para  aclarar  mas  estas  nociones  jenerales,  os  pre- 
ciso que  consideremos  ejemplos  menos  particulares,  y  en  los  cuales 
las  involutas  sean  superficies  curbas. 

191.  Supongamos  que  sea  una  esfera  móvil,  cuyo  centro  O  re-  "«•  ^^ 
corra  la  vertical  OZ,  y  cuyo  radio  OA  vario  según  cierta  ley;  de 
modo,  por  ejemplo,  que  subcesivamente  coincida  con  las  diferentes 
ordenadas  OA,  O'A',  Ü"A'V...  de  una  curba  AA'X  trazada  en  el  pla- 
no vertical  de  la  figura.  En  este  caso  dos  esferas  infinitamente  pró- 
ximas, O  y  O',  se  cortarán  evidentemente  según  un  círculo  horizon- 
tal proyectado   sobre  la  cuerda  liC;   así  mismo  la  esfera  O'  cortara 

a  la  tercera  O",  según  el  circulo  B'C,  y  así  de  las  demás.  Pero  to- 
dos estos  círculos  qmi  tienen  sus  centros  sobre  OZ  y  sus  planos  per- 
pendicidares  a  esta  recta,  pertenecerán  (núm.  78)  a  una  superficie  de 
revolución  qne  tocará^  envolviendo  a  cada  una  de  estas  esferas  mó- 
viles. Con  efecto,  como  los  dos  círculos  infinitamente  próximos  BC  y 
B'C  se  hallan  a  un  mismo  tiempo  sobre  la  superficie  de  revolución  y 
sobre  la   esfera  0\  sigúese  que  estas  dos  superficies  tienen  comu- 
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nes  todos  los  elementos  superficiales  situados  sobre  la  zona  infini- 
tamente  angosta  BB^C'C:  por  consiguiente  ambas  tienen  los  mismo» 
planos  tanjentes,  o  bien  las  dos  se  tocan  en  todo  el  largo  de  esta 
zona.  Así  mismo,  la  superficie  de  revolución  será  tanjente  a  la  es« 
fera  O"  al  largo  de  la  zona  B'B"C"C';  y-  así  esta  superficie  jencrat 
es  la  envolvente  de  todas  las  esferas  que  son  las  involutas,  y  el  con-* 
tacto  con  cada  una  de  ellas  tiene  lugar  al  largo  de  uno  de  los  cír- 
culos BC,  B'C^.•.  que  son  las  características  o  las  intersecciones  de  doa 
involutas  consecutivas. 

192.  Bi  por  un  instante,  no  consideramos  sino  los  círculos  má^ 
ximos  de  las  esferas  móviles  que  están  situados  en  el  plano  verti-^ 
cal  de  la  figura,  veremos  que  cortándose  entre  sí  sus  ciri^unferencias» 
forman  una  serie  de  arcos  BB',B^B'\...  cnyajinea  envuelta  nos  da- 
rá evidentemente  el  mmdiano  DBB'F  de  la  superficie  de  revolución. 
La  forma  de  este  meridiano  dependerá  de  la  ley  según  la  cual  va- 
ríen los  radios  OA,0'AV...;  si,  por  ejemplo,  todos  estos  radios  fueseis 
constantes  de  magnitud,  las  características  serian  todas  círculos  má- 
ximos iguales  entre  sí,  y  el  meridiano  una  recta  paralela  a  OZ.  Y 
así,  siempre  que  una  esfera  constante  de  radio^  tenga  su  centro  en  tno- 
vimienío  sobre  una  recta,  la  envolvente  del  espacio  que  recorre,  » 
un  cilindro  de  revolución. 

193.  Por  el  contrario,  cuando  con  anticipación  se  nos  da  el  me- 
ridiano DBF  de  una  superficie  de  revolución,  es  preciso  evidentemen- 
te hacer  que  cada  una  de  las  involutas  esféricas^  sea  tanjente  a  este  me-* 
ridiano,  tomando  por  radios  de  estas  diferentes  esferas  a  las  norma- 
les BO,B'0',..^.;  y  así  podemos  decir  jeneralmente  que  toda  superfi^ 
cié  de  revolución  es  la  envolvente  del  espacio  recorrido  por  una  es- 
fera móvil,  que  tiene  por  radio  vcniable  la  porción  de  cada  normal 
comprehendida  entre  el  meridiano  y  el  eje. 

194.  Las  superficie»  de  revolución  admiten  también  por  involu- 
tas otra  superficie    jeneratriz    cuya  forma    simple  es  causa  de  que 

^  su  uso  sea  mui  útil  en  ciertas  artes.  Figurémonos  que  habien- 
do tomado  sobre  el  meridiano  FD Y  los  puntos  M,M',M",.-«  mui  pró- 
ximos se  le  hayan  tirado  las  tanjentes  MT,M'T',M"T"  y  que  se  las 
haga  jirar  al  mismo  tiempo  que  al  meridiano,  alrededor  del  eje  YZ.  En 
virtud  de  esto;  estas  tanjentes  enjendrarán  conos  rectos  que  tocarán  a  la 
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superficie  de  revolacion  en  toda  la  estension  de  un  paralelo;  porque 
como  la  tanjente  MT  tiene  con  el  meridiano  el  elemento  MM'  co- 
mún: todos  los  elementos  superficiales  situados  sobre  la  zona  MM'N'N 
infinitamente  estrecha,  serán  comunes  al  cono  TMN  y  a  la  superficie 
jeneral:  luego  estas  dos  superficies  serán  tanj entes  una  a  otra  en  to- 
da la  ostensión  de  esta  zona.  Ademas,  dos  conos  consecutivos  TMN 
y  T'M'N'  se  cortarán  evidentemente  según  el  paralelo  M'N'  que  íeu- 
ne  las  dos  zonas  de  contacto:  de  donde  resulta  que  a  toda  superfi- 
cie de  revolución  puede  también  mirarse  como  la  envolvente  (*)  del 
espacio  recorrido  por  un  cono  recto  variable  TMN,  que  se  mueve  de 
modo  que  su  cúspide  permanece  sobre  el  eje,  mientras  que  su  jene- 
neratriz  rectilínea  es  constantemente  tanjente  a  la  meridiana. 

195.  Por  este  medio  de  jeneracion  es  por  el  que  los  torneros  e- 
jecutan  las  superficies  de  revolución.  Con  efecto,  cuando  presentan 
al  sólido  animado  de  una  velocidad  de  rotación,  el  corte  rectilí- 
neo del  escoplo,  producen  sobre  este  sólido  un  tronco  de  cono  que 
es  una  de  las  ínvolutas  de  la  superficie  jeneral  que  quieren  obte- 
ner: variando  en  seguida  convenientemente  la  inclinación  del  esco- 
plo enjendrarán  una  serie  de  zon^  cónicas  que  saben  en  seguida 
arreglar  unas  a  otras,  intercalando  nuevas  involutas  hasta  tanto  que 
llegan  a  una  superficie  que  eensiblemente  es  continua. 

Con  el  auxilio  también  de  las  envolventes  es  como  los  hojalate- 
ros ejecutan  superficies  desarrollables;  porque  hacen  uso  de  un  yun- 
que cilindrico  o  cónico,  para  doblar  poco  a  poco  la  hoja  de  lata  al 
largo  de  una  serie  de  rectas  trazadas  en  su  plano;  y  este  se  con- 
vierte entonces  la  involuta  móvil  cuyas  pequeñas  zonas  elementales  com- 
ponen la  superficie  jeneral,  resultando  así  ser  esta  la  envolvente  de 
todas  las  posiciones  que  ha  tomado  el  plano  móvil  de  la  hoja  de 
metal. 

196.  Ademas  de  las  involutas  esféricas  o  cónicas  que  admi- 
ten  las  superficies  de  revolución,  puedep  también  producirse  estas 

(*)  Es  preciso  que  no  adjuntemos  a  la  palabra  envolvente  la  i- 
dea  de  contener  a  otras  en  su  interior.  La  envolvente  puede  estar  fue- 
ra o  dentro  de  la  involuta,  y  solo  se  quiere  espresar  que  aquella  to- 
ca a  cada  una  de  estás  en  toda  la  estension  de  una  curba. 
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por  el  movimiento  de  un  ciiindro.  Con  efecto,  si  por  todos  los  puti* 
tos  de  la  meridiana  tiramos  rectas  perpendiculares  a  nn  plano  y  ha'* 
eemos  jirar  este  cilindro  alrededor  del  eje,  la  envolvente  de  todas 
sus  posiciones  será  necesariamente  la  misma  superficie  que  produ^ 
ciria  la  rotación  de  la  meridiana;  porque  cada  arista  de  este  cilin-^ 
dro  móvil,  evidentemente  tiene  por  curba  envolvente  de  todas  síu8 
posiciones  individuales  al  paralelo  de  la  superficie  que  hubiera  des- 
crito el  punto  correspondiente  de  la  meridiana*  . 

Antes  de  pasar  a  tratar  de  una  especie  mni  jeneral  de  jsuperficies 
envolventes,  que  nos  manifestará  una  circunstancia  digna  de  observarse 
producida  por  las  intersecciones  de  las  características,  estudiemos  al- 
gunas propiedades  de  las  lineas  envohentes  con  relación  a  las  cnr- 
bas  planas. 
FiG.  r>t>.  197.  EvoLüTAs  de  las  curhas  planas.  Sea  ABX  una  eurba  cual- 
quiera trazada  en  un  plano;  concibámosla  dividida  en  los  elementos 
iguales  BB'=B'B'=B"P/"....  y  por  el  raiedio  de  estos  elementos,  ti- 
remos las  normales  infinitamente  próximas  MC,M'C',M"C",*...  que,  por 
medio  de  sus  intersecciones  subcesivas,  formarán  una  curba  CC'C"...* 
a  la  que  todas  ellas  serán  tanjontes.  A  esta  curba  DCY,  enwlvenU  de 
todas  las  normales  a  la  línea  primitiva  ABX,  se  llama  la  intoluta 
de  osta  última;  mientras  que  la  línea  4J^X  recibe  el  nombre  de  vvlu" 
ta  con  respecto  a  la  curba  DGY;  estas  denominaciones  se  van  a  justifi- 
car por   medio  de  la  relación  siguiente. 

El  punto  C  en  que  se  cortan  las  dos  normales  MC  y  M'C,  levanta- 
das 011  medio  de  los  elementos  iguales  BB'y  B'B",-  se  hallan  eviden* 
íemento  a  igual  distancia  de  los  tres  puntos  B,B',B";  por  consiguien- 
te C  es  el  centro  de  un  círculo  que  tendrá  con  la  curba  AX,  dos  «- 
¿ementas  comunes  BB'  y  B'B".  Y  como  no  se  puede  sujetar  una  cir. 
cntifereucia  a  que  pase  por  mas  de  tres  puntos,  este  es  por  consiguien- 
te el  que  entre  todos  los  otros  círculos  se  aproxima  mas  a  con- 
fundirse con  la  curba  AX  en  la  proximidad  de  B;  y  por  esta  razón 
se  llama  círculo  osculador  de  esta  línea  respecto  al  punto  B.  En 
cnanto  al  radio  de  este  círculo  osculador,  rigurosamente  seria  una 
de  las  tres  líneas  CB=CB'=::CB";  pero  les  podemos  sustituir 
CM=CM',  porque  estas  diversas  rectas  son  los  radios  de  dos  círcu- 
los circunscritos  c  inscritos  al  mismo  poligono  BB'B',  y  sabemos  que 
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en  el  estado  de  límite,  o  respecto  a  elementos  infinitamente  peque- 
ños, coinciden  estas  dos  circunferencias  (*).  De  aquí  resulta  que  el 
centro  C  y  el  radio  MC  del  círculo  osculador,  quedan  determinados 
por  medio  del  encuentro  de  dos  normales  infinitamente  próximas. 

198.  A  esta  recta  MC  se  le  da  también  el  nombre  de  radio  de 
curbatura  de  la  línea  ABX  en  el  punto  M,  porque  su  lonjitud  ma- 
yor o  menor  indica  una  curbatura  menos  o  mas  pronunciada.  Con 
efecto,  si  queremos  adquirir  una  idea  mas  clara  de  la  curbatura  de 
una  línea  ABX,  mirémosla  como  un  polígono  que  se  ha  formado 
plegando  subcesivamente  una  recta  BB'¿''6"\...  de  este  modo,  es  evi- 
dente que  la  curbatura  en  el  punto  B'  estará  expresada  por  el  des- 
vio que  se  haya  dado  a  los  elementos  B'é'  y  B'B",  es  decir  por  el 
ángulo  de  continjcncia  TB'T',  o  mas  bien  por  el  arco  e  que  mida 
a  este  ángulo  en  un  círculo  cuyo  radio  sea  la  unidad.  Pero  co- 
mo el  ángulo  TB'T'  es  igual  al  ángulo  MCM',  y  este  comprehen- 
de  un  arco  de  curba  MB'M'  que  se  confunde  con  el  círculo  oscu- 
lador  descrito  con  el  radio  MC;  sígnese  que  el  arco  e,  semejante  al 
MB'M',  y  descrito   con  un  radio  igual  a  la  unidad,  tendrá  por  valor  a 

MB'M'        BB'        ds 

MC  MC         p 

Pero  como  la  curba  ABX  está  dividida  en  elementos  que  todos 
son  iguales  entre  sí,  la  cantidad  ds  será  constante;  y  del  valor  prc- 


C^j  Las  lineas  CM  y  CM'  son  iguales  en  atención  a  que  siendo  en 
el  caso  presente  los  elementos  BB,  y  B'B"  de  la  misma  Imijitudy  se- 
rán iguales  los  triángulos  rectángulos  CMB'  y  CM'B'.  Por  otra  par- 
te el  primero  de  estos  triángulos  nos  da 

MB'2  j 

CM=  f^CB'2_MB'^  =  CB'(^--^^)   ; 

y  desarrollando  esta  csprcsiony  veremos  que  cuando  MB'  sea  infini- 
tamento  pequeña,  la  diferencia  entre  CM  y  CB'  no  será  otra  cosa 
que  un  infinitamente  pequeño  del  segundo  orden,  cuya  cantidad  de- 
he  despreciarse,  aun  comparada  con  /aMB'. 
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cedente  resultará  que  la  curbatura  medida  por  é,  variará  de  un  pun^* 
to  a  otro  de  la  línea  ABX,  en  razón  inversa  del  radio  MC  =  p. 
FiG.  56.  199.  Si  ahora  doblamos  un  hilo  flexible  MCC*C"Y  al  largo  de 
la  evoluta,  y  después  de  haber  asegurado  fijamente  uno  de  los  pun- 
tos del  hilo,  por  ejemplo  el  punto  Y,  se  da  a  la  parte  rectilínea  CM 
una  lonjitud  tal  que  su  estremo  M  termine  en  la  voluta  ABX,  este  es- 
tremo  recorrerá  exactamente  la  línea  ABX,  cuando  subcesivamente 
desarrollemos  el  hilo  manteniéndole  siempre  tirante.  Con  efecto,  cuan- 
do el  contacto  del  hilo  con  la  evoluta  haya  pasado  de  G  a  C\  la 
parte  rectilínea  del  hilo  MC  =  M'C  habrá  crecido  la  cantidad  CC^ 
y  entonces  tendrá  por  lonjitud  total  a  M*C  +  CC  =*=  M'C;  y  por  ser 
esta  última  línea  (núm.  197)  igual  a  M'^C,  sigúese  que  la  estremi- 
dad  móvil  M  terminará  precisamente  en  JVT*.  Esto  mismo  sucederá 
con  todas  las  posiciones  subcesivas  del  hilo,  que  según  vemos  pue* 
de  servir  para  describir  la  voluta  con  desarrollarle  de  encima  de  la 
eioluta\  resulta  ademas  de  aquí  que  un  arco  cualquiera  CC'C'^  de 
la  ecoluta,  es  igual  a  la  diferencia  de  los  dos  radios  de  corbatura 
MC  y  M'^C  que  terminan  en  los  estremos  de  dicho  arco. 

Observemos  ademas  que  a  una  curba  determinada  ABX  no  le  cor- 
responde nunca  sino  una  sola  evoluta,  pero  que  la  misma  evoluta 
DCY  pnede  producir  una  infinidad  de  volutas,  porque  tomando  en 
el  hilo  MCC'Y  diferentes  puntos  M,m,....  estos  describirán  también 
las  diferentes  curbas  MM'M^X,  mni'm^^z,..,.  que  serán  otras  tantas 
volutas  de  la  misma  evoluta  DCY.  Todas  estas  volutas  tendrán  pa- 
tentemente sus  normales  comunes  y  en  la  dirección  de  estas  norma- 
les estarán  todos  sus  puatos  equidistantes;  pero  se  diferenciarán  mu- 
cho unas  de  otras,  en  cuanto  a  sus  propiedades  y  equaciones. 

200.  Por  citar  algunos  ejemplos  simples  de  la  teoría  de  tes  e- 
volutas,  diremos  que  si  la  curba  ABX  (Jig.  56)  fuese  una  parábo- 
la de  segundo  grado,  su  evoluta  se  compondría  de  dos  ramas  infi- 
nitas, tales  como  las  DCY  y  DY',  colocadas  una  encima  y  otra  de- 
bajo del  eje  AD,  que  vendrían  a  reunirse  formando  un  retrom- 
so  en  el  punto  D.  Este  punto  dista  del  vértice  A,  una  cantidad 
AD  =  2AF=  al  semiparámetro,  y  esta  misma  recta  AD  es  también 
el  radio  de  curbatura  de  la  parábola  respecto  al  vértice  A. 

En  una  olípsc  ABDE  (Jig.  76j  cuyos  semi-ejes  son  OA  =  a,OB=:6 
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la  evoluta  es  una  curba  aS^B  compuesta  de  cuatro  ramas  que  pre- 
sentan otros  cuatro  puntos  de  retroceso,  colocados  a  las  distancias 

Aa^D»^  —  ,  36=Ee=— ; 

a  h 

estas  son  también  las  magnitudes  de  los  radios  de  curhatura  corres- 
pondientes a  los  vértices  A  y  B;  porque  las  dos  ramas  ag  y  gí  sir- 
ven para  describir  la  semi-elipse  ABD,  y  las  otras  dos  ai?  y  ecí  se  re- 
fieren ala  porción  inferior  AED. 

En  un  círculo,  la  evoluta  se  reduce  a  un  solo  punto,  que  es  el  cen- 
tro, y  el  radio  de  curbatura  es  constantemente  igual  al  mismo  radio 
del  círculo  dado. 

201.  Pero,  para  obtener  resultados  mas  interesantes  en  las  aplica-  fio,  ¿i. 
Clones  que  vamos  a  hacer  a  las  superficies  envolventes,  concederemos 
que  en  el  caso  presente  se  nos  há  dado  inmediatamente  una  evoluta 
circular  YDFE,  y  que  de  ella  hemos  deducido  la  voluta  YO"0'OX, 
con  desarrollar  un  hilo  que  estaba  doblado  sobre  el  círculo,  y  cuyo 
estrerao  móvil,  ha  coincidido  en  un  principio  con  el  punto  Y,  Para 
trazar  gráficamente  esta  curba,  dividiremos  la  circunferencia  en  par- 
tes iguales,  por  ejemplo  en  doce\  y  tomando  en  seguida  sobre  las  tan- 
jcntes  FO,F*0',F"0",....  lonjitudes  iguales  a  J^,  ^,  .1,....  de  esta  cir- 
cunferencia, obtendremos  (núm,  .199)  los  diversos  puntos  0,0',0",.... 
que  uniremos  después  por  medio  de  un  trazo  continuo.  Elsto  se- 
rá tanto  mas  fácil,  cnanto  que^  para  ello  podremos  emplear  arcos  pe- 
queños de  círculos  descritos  con  los  radios  FO,F'0'F''0'',....  porque 
estas  distancias  son  precisamente  (núm.  197)  los  radios  de  los  cir- 
cuios osculadcres  de  la  curba  XOY. 

Esta  voluta  XOY  será  una  espiral  indefinida,  que  tendrá  por  o- 
ríjen  al  punto  Y;  y  también  podremos  mirar  a  la  espiral  Y^'Va:,  si- 
métrica con  la  precedente,  como  que  es  otra  segunda  rama  de  la  mis- 
ma voluta,  y  como  que  no  forma  con  la  primera  eino  una  sola  cur- 
ba cuyas  partes  todas  están  descritas  por  el  tncvimiento  continuo  de  ua 
punto  único.  Con  efecto,  si  en  lugar  de  un  hilo  envuelto  en  la  e- 
voluta,  concebimos  una  recta  inflexible  e  indefinida  ABFaé  qneper- 
nmncciehdo  tanjente  al  círculo  CY,  ruede,  sin  resbalar^  sobre  esta  cir- 
ciMiferencia,  es  claro  que  un  punto  O,  fijo  sobre  esta  recta,  vendrá 


íHi    54 
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a  colocarse  subcesivamante  en  0',0"  e  Y;  si  en  seguida  continua  la 
rotación  de  la  recta  en  el  mismo  sentido,  este  punto  O  se  halla- 
rá desde  luego  detras  del  punto  de  contacto  y  describirá  sin 
descontinuidad  la  rama  Yox.  Fuera  de  esto,  debemos  apercibir  qne 
este  modo  de  describir  una  voluta,  sea  cual  fuere,  por  medio  de  la  ro 
tacion  de  una  recta  inflexible  que  se  mueve  sobre  la  evoluta,  equi- 
vale a  la  jeneracion  indicada  num.  199;  pero  el  modo  actual  es  mas 
jeneral,  y  aun  llega  a  ser  necesario  cuando  la  evoluta  presenta  puntos 
de  retroceso,  como  sucede  en  la  elipse,  parábola,.,,,  porque  de  otro 
modo,  seria  preciso  cambiar  a  menudo  el  punto  de  aderencia  del  hilo, 
para  trasportarlo  de  una  rama  a  otra« 

202.     Superficies  canales.  Sentado  todo  esto,  figurémonos  qne  u- 
na  esfera  de  un  radio  constante,  representado  por  OA=OB,  se  mue- 
ve de  modo  que  su  centro  siga  la  curba  horizontal  XOYox;  el  invo- 
lucro de  todas  las  posiciones  de  esta  esfera  móvil  estará  formado  (núm. 
190)  perlas  intersecciones  in volutas  consecutivas;  y  así,  examinemos 
lo  que  en  el  caso  presente  son  estas  intersecciones.  Respecto  a  dos 
posiciones  próximas  O  y  O^  del  centro  móvil,  las  dos   esferas  iguales 
Ee  cortarán  según  un  círculo  menor,  cuyo  plano  será  evidentemente 
perpendicular  en   medio  de  la  recta  OO'  que  une  sus  centros;  por 
consiguiente  este  círculo  menor  estará  proyectado  en  el  plano  del  de- 
purado que  presentamos,  que  es  horizontal,  según  una  recta  perpen- 
dicular a  la  cuerda  OO',  y  pasará  por  medio  de  ella.  Pero  a  medida  que 
el  centro  O'  se  aproxima  a  O,  la   cuerda  OO'  prolongada  indefinida- 
mente, se  aproximará  también,  cada  vez  mas,  a  la  tanjente  a  la  curba 
XOY,  y  coincidirá  con  esta  tanjente  en  el  estado  de  límite:  luego, 
respecto  a  dos  esferas  infinitamente  próximas,  la  curba  de  intersección 
es  un  circulo  máximo  proyectado  sobre  la  normal  AOB  de  la  direc- 
triz XOY.    De  aquí  se  sigue  que,  el  involucro  puede   mirarse  como 
enjendrado  por  el  círculo  máximo  vertical  AOB,  cuyo  centro   recor- 
re a  la  línea  XOY  en  tanto  que  su  plano  permanece  normal  a  es- 
ta línea;  y  así  este  involucro  presentará  la  forma  de  un  canal  curhi- 
lineoy  que   tendrá  por  eje  a  la  la  curba  directriz  XOY,  y  cuyas  seccio- 
nes normales  a  este  eje,  serán  todas  círculos  de  un  radio  constante. 

203.     Es  evidente  que,  continuatrán  teniendo  lugar  estas  consecuen- 
cias, sea  cual  fuere  la  línea  XOY:  es  decir  que,  si  adoptamos  sub- 
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cesivamciite  diferentes  curbas  por  directrices  del  centro  de  la  esfera 
móvil,  obtendremos  involucros  de  formar  mui. variadas,  pero  que  cada 
uno  de  ellos  tendrá  por  sección  normal  un  círculo  de  un  radio  OA.  Y 
así  es  que,  este  círculo  se  convierte  en  una  jeneratriz  de  forma  inta- 
riabUi  común  a  todas  las  superficies  que  envuehen  el  espacio  recorrido 
por  una  esfera  de  un  radio  constante;  esto  imprime  a  toda  esta  fami- 
lia de  envolventes,  un  carácter  distintivo  e  independiente  de  la  natu- 
raleza de  la  directriz  XOY;  y  esta  es  la  razón  porque  Monge  ha  da- 
do el  nombre  de  característica  a  este  círculo  máximo  normal;  y  je- 
neralmente  llama  así,  a  la  intersección  de  dos  involutas  consecutivas, 
en  cada  familia  de  involucros  enjendrados  por  una  misma  superfí- 
cíe  móvil,  sea  cual  fuere  la  ley  del  movimiento  de  esta  última  su- 
perficie. 

204.  Hemos  dicho  (nám.  190)  que  la  envolvente  tocaria  precisa- 
mente a  cada  una  de  las  involutas  particulares  en  toda  la  estension 
de  la  característica,  que  en  el  caso  presente  es  el  circulo  máximo  ver- 
tical y  móvil,  AOB.  Con  efecto,  tres  posiciones  infinitamente  próxi- 
mas, S,S\S*',  de  la  esfera  móvil,  se  cortarán  según  dos  círculos  si- 
tuados ambos  sobre  la  esfera  S'  y  comprehenderán  en  ella  una  zona 
infinitamente  angosta,  de  anchura  desigual,  pero  que  será  común  a  S' 
y  a  la  envolvente,  de  modo  que  teniendo  estas  dos  últimas  superficies 
los  mismos  elementos  superficiales,  o  los  mismos  planos  tanjentes  en 
toda  la  estension  de  esta  zona,  serán  también  tanjentes  una  a  otra  en 
estarejion  común,  que  ademas  comprehenderá  ácia  su  medio,  a  la  ver- 
dadera caraterística  o  al  círculo  máximo  normal  alacurba  XOY.  Y  asi, 
podremos  decir  con  verdad  que  tiene  lugar  el  contacto  en  toda  la  es- 
tension de  esta  característica. 

205.  Ahora,  comparemos  cntresí  las    diversas  características  que  no.  54. 
en   el   caso  presente  están  proyectadas  sobre  AOB,A'0'B',....  y.para 

que  resalten  mas  las  circunstancias  bastante  delicadas  de  sus  inter- 
secciones, imitimos  el  procedimiento  indicado  ácia  el  fin  del  núm.  201 
para  describir  las  volutas:  es  decir,  figurémonos  que  el  plano  vertical 
AOBF  de  la  característica  es  inflexible  e  indefinidamente  prolonga- 
do; en  seguida,  hagásmolc  rodar,  sin  resbalar,  sobre  el  cilindro  verti- 
cal FDYE  al  cual  permanecerá  tanjente;  en  este  caso,  el  círculo  AOB, 
arrastrado  con  el  plano  móvil,  necesariamente  recorrerá  la  envolven- 
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te  de  que  tratamos,  supuesto  que  las  condiciones  precedentes  se  re- 
ducen evidentemente  a  decir  que  el  centro  de  este  círculo  se  move- 
rá sobre  la  voluta  XOY,  en  tanto  que  su  plano  permanecerá  normal  a 
esta  curba.  Ademas,  todos  los  puntos  de  esta  circunferencia  móvil, 
que  están  proyectados  en  B,R,....A,  describirán  otras  espirales  BD, 
RL,.«..AA'E,  que  serán  otras  tantas  volutas  del  círculo  FDY,  entre 
lafi  cuales  la  primera  y  la  última  formarán  el  contorno  aparente  del  in-^ 
volucro. 

206.  Sentado  esto,  mientras  que  por  la  rotación  del  plano  ver- 
tical AF  sobre  el  cilindro  FDY,  no  haya  llegado  la  estremidad  B 
del  círculo  móvil  a  encontrar  a  la  evoluta,  no  se  cortarán  dos  caracte- 
rísticas consecutivas;  porque  sabemos  (núm.  197)  que  una  norma) 
cualquiera  A'F'  a  la  curba  XOY,  no  podrá  ser  encontrada  por  la  nor- 
mal infinitamente  próxima,  sino  en  el  punto  F'  situado  sobre  la  evo- 
luta, y  este  punto  se  halla  fuera  del  diámetro  A'B'  que  limita  la  pror 
yeccion  de  la  característica.  Pero  tan  pronto  como  B  haya  tocado  al  ci- 
lindro en  D,  principiarán  acortarse  las  características  consecutivas;  con 
efecto,  la  normal  GL^^,  por  ejemplo,  encontrará  a  la  normal  infinita- 
mente próxima  en  el  punto  L  situado  sobre  la  evoluta;  y  como  este 
punto  se  halla  dentro  del  diámetro  G^  =  AB,  resulta  de  aquí  que 
las  dos  características  proyectadas  sobre  G^  y  sobre  la  normal  infi- 
nitamente próxima,  se  cortarán  en  dos  puntos  proyectados  en  L  y  si-^ 
tuados  uno  encima  y  otro  debajo  del  plano  horizontal  del  depurado. 
Sin  embargo,  para  justificar  completamente  esta  aserción,  es  preci- 
so agregar  que  estas  dos  características  están  colocadas  f^núm.  204) 
sobre  una  misma  posición  de  la  esfera  móvil;  de  lo  contrario,  los  pla- 
nos de  estos  dps  círculos  podrian  mui  bien  cortarse  según  la  verti- 
cal L,  sin  que  sus  circunferencias  tuviesen  puntos  comunes. 

De  aquí  resulta  que  partiendo  de  la  posición  DI,  las  diversas  ca- 
racterísticas circnlares  están  cada  una  divididas  por  sus  intersecciones 
consecutivas,  en  dos  segmentos  que  están  proyectados. 

sobre  LG,  MH,  YP,  VQ,  UT,     (N;, 

y  sobre  hg,  MA,  Yp  \g   Vt        (w), 

*   Los  segmentos  de  la  primera  serie  formarán  una  napa  que  desig- 
naremos por  (Njy  a  la  cual  pertenecerán  las  características  totales  AB, 
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A'B',....  mientras  que  los  segmentos  de  la  otra  serie  darán  lugar  a  o- 
tra  segunda  napa  (n),  que  principiará  por  quedar  encerrada  en  el  in- 
terior de  la  primera,  pero  que  saldrá  mui  pronto  de  ella  para  estén- 
derse  indefinidamente  hasta  las  características  totales  a^h\ab^....  Ade- 
mas, estas  dos  napas  del  involucro  se  reunirán  una  a  otra  formando  u- 
na  línea  de  doble  curbatura  que  se  proyectará  sobre  DLMYVUE,  y 
que  no  es  otra  cosa  que  ,el  círculo  vertical  AB,  cuyo  plano  estaba 
plegado  y  enrollado  sobre  el  cilindro  de  laevoluta. 

207.  Observemos  ademas  que  esta  línea  de  doble  curbatura  DYE>  fig.  54. 
es  una  verdadera  arista  de  retroceso  respecto  al  involucro  total.   Por- 
que, recordando  (núm.  205)  que  un  punto  cualquiera  Z  de  la  carac- 
terística móvil,  describe  las  dos  ramas  ZagM  y  Mydz  de  una  espiral 

cuyo  retroceso  está  en  M,  debemos  percibir  que,  cuando  el  punto  mó- 
vil Z  está  en  a  o  en  §,  todavia  se  halla  sobre  la  napa  (N)  colocada  mas 
allá  de  los  puntos  de  contacto  D  o  L;  pero  tan  pronto  como  este  pun- 
to llega  a  y  o  a  d,  dicho  punto  pertenece  a  la  napa  (n)  colocado  mas 
acá  de  los  puntos  de  contacto  Y  o  V;  por  consiguiente  el  paso  de  es- 
te punto  móvil  de  una  napa  a  otra,  tiene  lugar  próximamente  en  M^  y 
la  forma  de  la  espiral  en  este  sitio,  prueba  mui  bien  que  este  paso  se 
efectúa  por  un  verdadero  retroceso.  Como  esto  mismo  diríamos  de  los 
demás  puntos  de  la  característica  AB,  debemos  concluir  de  aquí  que 
la  curba  proyectada  sobre  DMYE  es  una  línea  de  retroceso  para  las 
dos  ramas  del  involucro. 

Una  circunstancia  análoga  se  reproduce  en  todos  los  involucros,  cea 
cual  fuere  la  superficie  móvil  que  los  enjendre;  y  esta  es  la  razón  por- 
que MoNGE  ha  dado  el  nombre  jeneral  de  arista  de  retroceso  de  un  in- 
volucro, a  la  línea  formada  por  las  intersecciones  consecutivas  de  las 
diversas  características:  hemos  hallado  ya  un  ejemplo  'notable  de  es- 
to (núm.  178)  en  las  superficies  desarroUables  en  que  las  carácterís-  - 
ticas  eran  líneas  rectas  (núm.  190). 

208.  Volvamos  a  la  envolvente  particular  que  nos  ocupaba,  y  ob- 
servemos que  los  segmentps  de  características  L^,  M/;,....;  que  perte- 
necian  a  la  napa  (n)  deben  ser  puntuados,  porque  son  invisibles  co- 
mo que  están  encerrados  en  el  interior  de  la  napa  (N^.  Con  efecto, 
tenemos  que 
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de  donde  restando  la  parte  común  L  c»  nos  queda  que 

por  consiguiente,  si  volvemos  a  colocar  sobre  el  círculo  AOB  los  dos 
puntos  proyectados  en  e  que  pertenecen  el  uno  al  segmento  LG  y 
el  otro  al  MA,  el  primero  vendrá  a  ocupar  una  posición  e'  mas  pró- 
xima al  punto  Z  y  por  consiguiente  al  punto  O,  que  lo  que  está  la  po* 
sicion  e''  en  que  viene  a  colocarse  el  segundo;  luego  el  punto  c'  es- 
tá mas  elevado  que  s^  y  por  consiguiente  el  segmento  LG  pasa  por 
encima  del  segmento  Mk.  Valiéndonos  de  consideraciones  análogas, 
esplicaremos  los  diversos  modos  dé  puntuación  que  se  han  emplea- 
do en  el  depurado;  sin  embargo,  haremos  todavía  observar  que  ha- 
llándose los  puntos  Ry  p,  Z  y  5,....  del  círculo  móvil  AOB,  respecti- 
vamente a  la  misma  altura,  describirán  espirales  que  se  encontrarán 
de  dos  en  dos;  de  modo  que  las  dos  napas  (N)  y  (n)  del  involucro, 
se  atravesarán  mutuamente  según  una  línea  de  intersección  proyecta- 
da sobre  la  recta  YW. 

Las  superficies  que  hemos  examinado  en  este  capítulo,  y  sobre 
todo  la  última  que  acabamos  de  discutir  en  detalle,  porque  presen- 
ta en  sí  misma  circunstancias  interesantes,  bastarán  sin  duda  para  dar 
al  lector  una  idea  suficientemente  completa  de  los  involucros  y  sus  par- 
ticularidades; fundados  en  esta  razón  vamos  a  pasar  al  problema  impor- 
tante de  las  intersecciones  de  las  superficies. 
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CAPITULO  PRIMERO. 


Principios  jenerales. 


209.  Para  dar  una  idea  jenersd  de  los  métodos  por  donde  lie 
gamos  a  determinar  la  intersección  de  dos  superficies^  supongamos 
que  en  primer  lugar  se  trata  de  un  caso  mui  simple,  cual  es  e] 
de  una  superficie  S  cortada  por  un  plano  dado  horizontal.  Su- 
puesto que  consideramos  a  la  superficie  conocida  y  definida,  cono- 
ceremos también  la  forma  de  la  jeneratriz  (núm,  70)  y  la  ley  que  si- 
gue en  su  variación;  por  consiguiente,  podemos  construir  sobre  los  dos 
planos  de  proyección,  varias  posiciones  de  esta  jeneratriz  y  en  tanto  nú- 
mero y  tan  próximas  unas  a  otras  cuanto  queremos.  Representemos 
las  proyecciones  de  estas  líneas  por  (G,G'),  (62,62'),  (63,63)....  y  ob- 
servemos en  segiiida  que  el  plano  secante  P,  que  es  perpendicular  al 
plano  vertical,  corta  a  la  línea  (^6,6'J  en  un  punto  que  debe  proyec- 
tarse verticalmente  en  el  punto  de  encuentro  de  6'  con  la  traza  del 
plano  P;  por  consiguiente,  si  referimos  este  a  la  línea  6  por  me- 
dio de  una  perpendicular  a  la  línea  de  tierra,  obtendremos  la  proyec- 
ción orizontal  m  de  un  panto  de  la  intersección  de  S  con  P.  Repi- 
tiendo la  misma  operación  en  cada  jeneratriz,  hallaremos  una  serie  de 
puntos  771,^2,7^3,7^4.,.,;  y  si  están  bastante  próximos  unos  de  otros,  los 
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podremos  reunir  fácilmente  por  medio  de  una  linea  continua  (*)  que 
nos  dará  a  conocer,  sobre  el  plano  horizontal,  la  curba  según  laque 
el  plano  P  corta  a  la  superficie  S.  En  cuanto  a  la  proyección  verti- 
cal de  esta  misma  curba,  es  evidente  que,  en  el  caso  actual,  se  redu- 
ce a  la  traza  misma  del  plano  secante. 

210.  Consideremos  ahora  dos  superficies  cualesquiera  S  y  S'y  pa- 
ra hallar  su  intersección,  cortémoslas  con  una  serie  de  planos  horizon- 
tales P,P2,P8,....  Cada  uno  de  estos  planos  auxiliares,  el  P  por  ejem- 
plo, cortará  a  la  supuerficie  S  según  una  línea  mm^m^....  y  a  la  superfi- 
cie S'  según  otra  línea  m^m\m\..^.\  estas  dos  líneas  se  construirán  se- 
gún lo  hemos  dicho  en  el  número  precedente,  y  si  estas  mismas  líneas 
se  cortan  eutre  sí  sobre  el  plano  orzontal  en  uno  o  mas  puntos 
M,N....  eotos  serán,  evidentemente,  las  proyecciones  horizontales  de  los 
diversos  puntos  que  son  comunes  a  las  superficies  S  y  S',  y  que 
por  lo  tanto  pertenecen  a  la  interseceion.  En  cuanto  a  las  proyec- 
ciones verticales,  las  deduciremos  de  estas  refiriendo  a  la  traza  del 
plano  auxiliar  P,  los  puntos  M,N..,.  por  medio  de  perpendiculares 
a  la  línea  de  tierra.  Si  ahora  repetimos  operaciones  semejantes  res- 
pecto a  los  otros  planos  P2,Ps....;  obtendremos  en  cada  plano  de 
proyección,  una  serie  de  puutos  tales  como  M,M2,M3....  N,N2N3.... 
que  será  preciso  reunir  por  medio  de   una  línea  continua,  teniendo 

C^)  No  kai  duda  ninguna  que  se  necesita  ejercicio  para  reunir 
per  medio  los  puntos  situados  a  alguna  distancia  de  una  linea 
que  no  f arme  ondulaciones  ni  varié  rápidamente  de  curbatura;  debemos 
pues  trabajar  a  fin  de  acostumbrar  el  ojo  y  la  mano  a  esta  clase  de  cons- 
trucciones ejecutándolas  continuamente j  con  el  fin  de  adquirir  el  smii- 
mieiito  de  continuidad  en  las  curbas^pues  que  la  construcción  de  las  inter- 
secciones de  las  superficies  es  uno  de  los  problemas  tnas  útiles^  ya  se  con- 
sidere como  medio  de  indagación^  o  ya  en  las  aplicaciones  prácticas 
de  la  jeometrla  descriptiva  a  la  perspectiva,  al  corte  de  piedras^  a  la 
carpintería,  S^c.  Sin  embargo,  debemos  hacer  observar  que,  no  siempre 
es  ventajoso  el  multiplicar  con  exceso  la^  construcciones  auxiliares  que 
sirven  para  determinarlos  diversos  punto»  m,m2,m^....  porque  lospe- 
qucTws  errores,  inseparables  de  toda  operación  ma7iual,  afectan  a 
los  yun:.j3  que  se  hallan   mui  próxirrios.  y  producen  ¡as  sinuosidades. 
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cuidado  siempre  de  distinguir  los  puntos  que  pertenecen  a  una  de  las 
ramas  de  la  curba^  de  los  que  pertecen  a  otra.  Esta  distinción  es  algu- 
nas veces  bastante  delicada;  pero  llegaremos  a  conseguirlo^  siguiendo 
con  atención  y  subcesivamente,  los  resultados  que  nos  den  los  pla- 
nos auxiliares  consecutivos.  Ademas,  si  una  de  las  superfídied  S  o  S' 
tuviese  dos  napas  distintas,  como  sucede  en  un  cono,  será  preciso  que 
no  reunamos  los  puntos  que  estén  colocados  en  napas  opuestas. 

211.  El  método  que  acabamos  de  esponer  es  jeueral  y  suficiente  para 
obtener  en  todos  casos  las  intersecciones  de  dos  superficies  cualquiera 
S  y  S';  pero  podemos  ademas  dar  a  los  planos  secantes  P,  P^,  P^....  la 
dirección  que  queramos,  con  tal  que  sepamos  construir  cómodamente 
las  curbas  ausiliares  mm^....  y  ni*m\....  Así  es  que,  en  cada  problema, 
será  ventajoso  elejir  los  planos  secantes,  de  modo  que  las  secciones  ausi- 
liares sean,  si  es  posible,  líneas  retíos  o  círculos^  porque  estas  líneas  se 
trazan  fácilmente  por  medio  de  dos  datos.  Si,  por  ejemplo,  se  trata  de 
dos  cilindros,  elejirémos  los  planos  P,  Pj,...  paralelos  a  un  mismo  tiem- 


u  otros  defectos  chocantes^  que  no  hubieran  sido  sensibles  a  mayor  dis- 
tancia. Es  preciso  pues^  repetir  estas  construcciones  con  iinoy  consultan- 
do siemp7'e  los  buenos  modelos,  y  multiplicarlas  mas  en  aquellas  partes 
en  que  la  curba  parece  presentar  alguna  forma  singular  que  necesite- 
mos verificar.  Debemos  también  aprovecharnos  délas  nociones  que  po- 
dam4)s  con  anticipación  tener  respecto  a  la  naturaleza  de  la  intersección 
que  buscamos;  si,  por  ejemplo,  supiésemos  que  la  proyección  debe  ser  una 
curba  de  segundo  o  de  cuarto  grado,  no  deberá  existir  ningún  arco  que 
pueda  ser  cortado  por  una  recta  cualquiera,  en  mas  de  dos  o  cuatro 
puntos;  y  si  sucediese  lo  contrario,  seria  preciso  rehacer  las  construccio- 
nes relativ€is  a  estas  partes,  para  rectificarlas.  La  determinación  de  las 
tanjentes,  que  tamhicn  ensenaremos  a  ejecutar,  es  asi  mismo  u?i  medio  de 
correjir  la  forma  de  una  curba ,  porque  el  conocimiento  de  esta 
recta,  nos  hará  fácilmente  sentir  si  el  arco  que  precede  o  sigue  al  punto 
de  tanjencia,  debe  elevarse  o  bajarse  para  que  sea  el  contacto  completo. 
Finalmente,  los  preceptos  jenerales  sobre  esta  materia  no  son  suficientes, 
y  es  preciso  llamar  en  su  ayuda,  en  cierto  número  de  ejemplos  bien 
elejidos,  los  consejos  de  un  práctico  hábiL 
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po  a  las  jeneratrices  de  las  dos  superficies;  si  de  dos  conos,  hab- 
remos pasar  todos  los  planos  secantes  por  la  recta  que  une  las  doe 
cúspides.  También  se  emplean  algunas  veces  para  cortar  las  superficies 
S  y  S\  no  planos,  sino  superficies  curbas,  tales  como  esferas  concéntn- 
cas,  que  en  en  este  caso  nos  pueden  dar  círculos  por  secciones  ausilia- 
res  en  las  dos  superficies  propuestas. 

212.  Después  de  haber  construido  las  dos  proyecciones  de  la  inter^ 
sección  pedida,  esta  curba  queda  realmente  determinada;  pero  si  es 
plana,  es  preciso,  ademas,  para  manifestar  mas  claramente  su  forma^ 
ejecutar  el  abatimiento  sobre  uno  de  los  planos  de  proyección.  Cuando 
una  de  las  dos  superficies  es  desarrolláble,  debemos  también  ejecutar 
el  desarrollo  de  esta  superficie,  y  construir  la  transformada  (núm.  175) 
de  la  intersección :  porque  es  necesario  conocer  esta  nueva  carba  en  lai» 
aplicaciones  de  la  estereométria.  Finalmente,  como  la  determinación 
de  las  tanjentes  a  una  curba  es  un  medio  para  dibujar  con  mas  exac- 
titud el  curso  de  esta  línea,  y  ademas  este  conocimiento  es  útil  en  di- 
versos casos;  será  preciso  ejercitarnos  en  su  su  determinación,  tanto  en 
la  intersección  primitiva,  cuanto  en  su  abatimiento  y  transformada;  pero 
como  las  tanjentes  a  estas  dos  últimas  curbas,  se  deducen  siempre  fa- 
cilmente  de  la  tanjente  a  la  primera,  nos  limitaremos  a  dar  respecto  a 
esta  un  método  jeneral. 

213.  Representemos  las  superficies  propuestas  por  S  y  S',  y  sea  AMO 
su  intersección,  cuya  tanjente  es  preciso  hallar. 

FiG  57  Como  esta  curba  está  situada  a  un  mismo  tiempo  sobre  las  dos  su- 
perficies, su  tanjente  MT  en  un  punto  cualquiera  M,  debe  hallarse  al 
mismo  tiempo  (núm.  95)  en  el  plano  que  toca  a  la  superficie  S  en  M^ 
y  en  el  que  toca  a  S'  en  el  mismo  punto :  luego  la  tanjente  MT  será  la 
intersección  de  los  planos  tanjentes  a  las  dos  superficies.  Por  consiguiente, 
bastará  conocer  estos  dos  planos  por  los  métodos  espuestos  anterior- 
mente, y  determinar  la  recta  según  la  cual  se  cortarán  :  podremos  tam- 
bién limitarnos  a  hallar  solo  un  punto  de  esta  recta,  por  estar  ya  seña- 
lado el  punto  M  por  la  cuestión. 

Cuando  una  de  las  superficies  propuestas,  la  S  por  ejemplo,  es 
un  plano,  o  sino  cuando  sepamos  que  la  curba  AMB  es  plana,  aun 
cuando  las  dos  superficies  cuya  intersección  es,  sean  curbas;  veremos 
patentemente   que   la  regla   precedente  se  reducirá  a  hallar  la  in- 
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terseccion   del  único  plano  tánjante  de  S  con  el  plano  S',  o   con  el 
plano  AMB. 

214.  Otro  método.  Si  construimos  la  normal  MN  de  la  superficie  S 
respecto  al  punto  M,  y  la  normal  MN'  de  la  superficie  S'  respecto  al 
mismo  punto,  es  evidente  que  el  plano  NMN'  de  estas  dos  rectas,  será 
perpendicular  a  cada  uno  de  los  planos  tanjentes,  y  por  consiguiente  lo 
será  también  a  su  común  intersección  que  es  MT.  Y  así,  la  tanjente  a  la 
intersección  de  dos  superficies  es  una  recta  perpendicular  al  plano  de  las 
dos  normales  a  estas  superficies :  ademas,  este  plano  coincide  con  el  pla- 
no normal  (num.  168)  de  la  curba  AMB.  Por  consiguiente,  bastará  cons- 
truir estas  dos  normales  y  el  plano  que^  estas  determinan,  y  en  seguida 
tirarle  una  perpendicular  por  el  punto  dado  M,  Este  método  (*)  es  mui 
precioso,  1,  ®  porque  hai  superficies  en  que  la  normal  se  determina  de 
un  modo  mucho  mas  simple  que  el  plano  tanjente,  e  independiente  de 
este  (núm.  136):  2.  ^  porque  algunas  veces  se  hallan  puntos  singulares, 
respecto  a  los  cuales  los  dos  planos  tanjentes  son  perpendiculares  a  un 
mismo  plano  de  proyección,  en  cuyo  caso  el  procedimiento  del  nüm.  213 
no  nos  da  resultado  determinado  respecto  a  la  tanjente  de  la  curba' 
proyectada  sobre  este  plano,  mientras  que  el  método  de  las  dos  norma- 
les puede  aun  aplicarse,  a  causa  de  ciertas  relaciones  que,  en  el  límite, 
no  son  indeterminadsLS.  Veremos  ejemplos  de  esto  en  muchos  depurados 
de  jeometría  (núm.  340,  488)  y  de  corte  de  piedras. 

215.  Cuando  las  superficies  en  cuestión  están  colocadas  de  modo 
que  se  toquen  a  lo  largo  de  la  línea  que  les  es  común,  esta  intersección 
particular  toma  el  nombre  de  linea  de  contacto j  y  en  este  caso  decimos 
que  una  de  las  superficies  está  circunscrita  a  la  otra;  siempre  podremos 
construir  esta  curba  sirviéndonos  del  proceder  jeneral  del  núm.  210,  pe- 
ro no  sabremos  tirarle  una  tanjente,  porque  según  la  hipótesis  actual,  los 
dos  planos  tanjentes  cuya  intersección  fíiese  esta  recta,  estarían  confun- 
didos uno  con  otro.  La  misma  indeterminación  resultaría  del  método  de 
las  dos  normales;  porque  estas  rectas  coincidirian  entre  sí  al  mismo  tiem- 


(*)  Debemos  este  7nétodo  a  M*  J*  Binet,  quien  ha  hecho  aplicación 
nes  interesantes  de  él  a  diversos  depurados  de  jeometría  y  de  corte  de 
piedras. 
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po  que  los  planos  tanjentesi  y  el  plano  normal  para  cuya  fijeza  debían 
servir,  quedará  aun  indeterminado.  Y  así,  para  las  líneas  de  contacto  de 
dos  superfíciesi  no  da  la  geometría  método  gráfico  propio  para  hallar  sus 
tanjentes  (*),  a  no  ser  que  la  línea  de  contacto  sea  plana;  porque  en 
este  caso»  la  combinación  de  su  plano  con  el  plano  tanjente  común  a  las 
dos  superficies^  no  daría  a  conocer  la  tanjente  que  buscábamos. 

216.  Después  de  haber  espuesto  estas  nociones  jenerales  sobre  la» 
intersecciones  de  las  superficies»  vamos  a  aclararlas  resolviendo  varios 
problemas  de  este  jénero,  en  los  que  ademas  hallaremos  ocasión  de  esh 
plicar  algunas  particularidades  notables,  tales  como  la  indagación  de  las 
ramas  infinitas  y  las  de  las  asymtotas,  de  las  cuales  no  podemos  hablar 
ahora  sino  de  un  modo  vago  y  obscuro^ 


CAPITULO  11. 
De  las  secciones  planas. 

Problema  i.  Hallar  1,^  la  intersección  de  un  cilindro  recto  y  de^ 
tm  plano  dados;  2.  ®  el  abatimiento  de  esta  intersección  y  su  tanjente  ^ 
3.  ®  el  desarrollo  del  cilindro^  y  la  transforma  de  la  intersección  con  su 
tanjente. 

FiG.  58.  217.  Ya  hemos  dicho  (nfim,  160)  que  por  cilindro  recta  entendemos 
un  cilindro  que  tiene  por  base  o  por  directriz  a  una  curba  plana  per- 
pendicular a  las  jeneratrices  rectilíneas  de  esta  superficie,  sin  exijir  que 
esta  base  sea  un  círculo;  así  es  que  adoptando  en  el  caso  presente  esta 


(*)  Sin  embargOy  indicaremos  en  el  núm.  584  un  método  propio  para 
conseguir  este  objeto^  pero  mui  complicado  para  ser  verdaderamente  útit 
en  la  práctica,  y  solo  notable  bajo  el  punto  de  vista  de  teoría  que  con  su 
ausilio  quedara  completa. 
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Última  forma  por  ejemplo,  raciocinaremos  de  un  modo  jeneral  y  aplica 
ble  a  cualquiera  otra  curba.  Ademas,  como  en  cada  problema  conviene 
elejir  los  planos  de  proyección,  en  direcciones  acomodadas  a  la  simpli- 
ficación de  las  operaciones  gráficas,  adoptaremos  el  plano  de  la  base 
ABDC  por  plano  horizontal,  y  el  plano  vertical  lo  elej  iremos  de  modo  que 
sea  perpendicular  al  plano  secante,  dicho  plano  vertical  tendrá,  según  esto, 
por  trazas  a  PQ  y  QR\  En  cuanto  al  cilindro,  estará  representado  por 
curba  ABDC  que  es  el  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal; 
y  sobre  el  plano  vertical,  el  contorno  aparente  estará  formado  por  las 
dos  rectas  GG'  y  YY\  que  manifiestamente  son  las  trazas  de  dos  pla- 
nos tanjentes  perpendiculares  a  este  plano  de  proyección  (núm.  106), 
Supondremos  ademas  que  el  cilindro  está  terminado  en  los  dos  planos 
horizontales  GV  y  G'V. 

218,  Esto  supuesto,  el  plano  PQR'  cortará  al  cilindro  vertical  se* 
gun  una  curba  que,  según  la  actual  posición  de  los  planos  de  proyec- 
ción, estará  evidentemente  proyectada  según  ABDC  sobre  el  plano  ho-* 
rizontal,  y  sobre  el  plano  vertical  según  la  porción  A'D^  de  la  traza  del 
plano  secante.  Y  así  es  que,  en  el  sencillo  caso  que  nos  ocupa,  las  pro^ 
yecciones  de  la  intersección  nos  serán  inmediatamente  conocidas^  y  por 
consiguiente,  no  habrá  necesidad  de  emplear  el  método  jeneral  espuesto 
en  el  núm.  210. 

219.  Abatimiento.  Para  conocer  la  verdadera  forma  de  la  intersec« 
cion,  abatamos  el  plano  que  la  contiene,  sobre  el  plano  horizontal,  ha- 
ciéndole jirar  al  rededor  de  PQ;  o  mas  bien,  para  obtener  un  resultado 
dispuesto  simétricamente,  hagamos  jirar  el  plano  PQR^  al  rededor  de 
la  recta  (BC,  B'),  hasta  que  llegue  a  ser  paralelo  al  plano  horizontal. 
Por  medio  de  esta  revolución,  tendremos  que  la  traza  vertical  QR'  se 
convertirá  en  la  horizontal  qW^  y  un  punto  cualquiera  de  la  curba,  el 
(M,  M'),  por  ejemplo,  describirá  un  arco  de  círculo  perpendicular  al  eje 
de  rotación;  por  consiguiente,  este  arco  estará  proyectado  verticalmen- 
te  sobre  un  arco  igual  M'm'  descrito  desde  el  centro  B',  y  horizontal- 
mente  sobre  la  recta  indefinida  MF  paralela  a  la  línea  de  tierra.  En  cu- 
yo caso  tendremos  que,  supuesto  que  el  punto  M'  se  ha  transladado  a 
m\  si  proyectamos  este  último  a  m  sobre  MF,  conoceremos  la  posición 
(7/7,  m^)  que  toma  el  punto  (M,  M')  de  la  curba  propuesta,  después  del 
abatimiento.  Operando  del  mismo  modo  con  todos  los  demás  puntos, 
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tales  como  A,  E,  D^  F...  (*),  veremos  que  estos  se  abaten  en  a,df  e,f...* 
y  reuniendo  estos  últimos  por  medio  de  nn  trazo  contínuoi  hallaremos 
que  la  línea  aníBdCna  representará  la  intersección  que  buscamos  en 
sus  verdaderas  dimensiones. 

220.  Esta  intersección  es»  en  el  caso  presenté»  una  elipse»  porque 
comparándola  con  el  círculo  A6DC,  vemos  que  para  las  mismas  absci- 
isas  contadas  sobre  la  reeta  BC,  han  aumentado  todas  las  ordenadas  per* 
pendiculares  a  esta  linea,  en  la  razón  constante  de  OA  a  B'A*;  y  sa- 
bemos que  una  modificación  de  esta  naturaleza  cambia  a  un  circulo. 
en  iina  elipse.  Ademas,  como  existian  dos  puntos  M  y  N  de  la  curba 
primitiva,  que  ambos  tenían  a  M'  por  proyección  vertical,  y  estos  dos 
puntos  so  han  trasladado  a  una  cuerda  mn,  que  evidentemente  es  per» 
pendicular  a  Oa,  y  cuyo  medio  se  halla  sobre  esta  recta,  sigúese  de  oquf 
que  la  línea  aOd  divide  en  dos  partes  iguales,  y  formando  ángulo  recto» 
en  la  curba  abatida,  a  una  serie  de  cuerdas  paralelas:  hiego  aOd  es  un 
eje  4¿la  é(|ps0iy  por  consiguiente  BOC  es  el  otro. 

^1.  Determinemos  ahora  la  tanjente  de  la  intersección  en  uñ  pan* 
to  cualquiera  (M,  M').  Según  la  regla  jeneral  (núní.  213),  como  ésta 
recta  debe  estar  situada  a  un  mismo  tiempo  en  el  plano  PQR*  y  eiT^el 
plano  tanjente  al  cilindro  que  es  el  plano  vertical  MT,  resulta  isníe- 
diatamente  de  aquí  que  dicha  tanjente  tiene  por  proyecciones  a  MT  y 
M'Q.  Si  en  seguida  queremos  hallar  esta  tanjente  en  el  abatimiento 
de  la  intersección,  observaremos  que  el  pie  (T,  Q)  de  esta  recta  des- 
cribe, como  lo  hemos  esplicado  respecto  al  punto  (M,  M'),  un  arco 
de  círculo  perpendicular  a  lá  chamela  (BC,  B*);  de  modo  que  el  pie  de 
la  tanjente  se  trasladará  a  í,  y  como  el  punto  de  contacto  a^  venidt)  á  pá* 
rar  a  7n,  es  por  consiguiente  tni  la  tanjente  abatida. '  Esta  f reita^débdríL 
tocar  exactamente  a  la  curba  ámB¿.  ^      ,      '.  ''^^'•'  ^J^'^J"^'^ 

Podemos  observar  aunque  la  tanjente /TMS  de  la  inteiítecdon  pri- 
mitiva encontraba  a  la  chamela' en  un  punto- (S,  B^,  cuyo  punto  debe 


(*)  Aun  cuando  en  el  casóücfuál^  podemos  tomar  estos  puntos  arbi- 
tr ariamente  sobre  la  base  ABDC,  es  ño  obstante  mui  bueno  el  que  para 
las  ulteriores  operaciones  del  desarrollo,  los  elijamos  todos  de  modo  que 
dividan  a  la  circún^erericia  en  peirteé  iguales. 
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"permanecer  inmóml  en  todo  el  movimiento  de  rotación,  y  en  conformi- 
dad con  esto,  es  preciso  que  la  recta  tnif  ya  determinada,  pase  precisa- 
mente por  el  panto  8. 

222.  Desarrollo.  Hemos  visto  (núm,  161)  que  cuando  se  desarrolla  Fio.  58, 
un  cilindro,  la  sección  recta^  que  en  el  caso  presente  es  la  base  ABDC, 
es  rectilínea,  sin  cambiar  de  lonjitud  absoluta ;  y  que  las  aristas 
permanecen  siéndole  siempre  perpendiculares.  En  virtud  de  esto,  si 
suponemos  que  se  abre  el  cilindro  a  lo  largo  de  la  arista  (D,  VV),  y  si 
sobre  una  recta  indefinida,  tomamos  las  loujitudes 

D"E' =DE,  E"P'=EF,  F'B"=FB,  B''M^=BM....  (*)  , 

y  por  los  puntos  D",  E",  F",....  levantamos  perpendiculares  iguales  a  la 
altura  VV  del  cilindro,  hallaremos,  por  desarrollo  de  esta  superficie,  el 
rectángulo  D"V"D'"V'".  Hecho  esto,  traslademos  a  este  rectángulo  los 
puntos  de  la  intersección;  y  para  el  efecto,  recordemos  (núm.  162)  que 
las  porciones  de  jeneratrices  del  cilindro,  comprendidas  desde  la  base 
hasta  esta  curba,  deben,  después  del  desarrollo,  conservar  sus  lonjitudes 
primitivas.  Por  consiguiente,  si  colocamos  sobre  las  verticales  del  de- 
sarrollo, las  distancias 

D"d=VD',  E*'e=KE^  F'<p=IF,.... 

y  en  seguida  reunimos,  por  medio  de  un  trazo  continuo,  los  estremos  de 


C^)  Observemos  en  este  lugar ,  que  cuando  la  curba  ABDC  es  cual- 
quiera^  es  preciso  que  para  rectificar  los  arcos  DE^  EF^....  los  midamos, 
empleando  para  ello  una  abertura  de  compás  que  represente  una  cnerda 
tan  pequeña  que  se  confunda  sensiblemente  con  el  arco  parcial  que  sub- 
tendCf  en  seguida  trasladaremos  sobre  la  recta  indefinida  D^^D^^^  el  mis- 
mo número  de  veces  esta  abertura  de  compás.  Pero  cuando  se  trata  de 
un  círculo,  como  sucede  en  el  ejemplo  actual,  es  mucho  mas  cómodo,  y 

m 

sobre  todo  mas  exacto,  tomar  inmediatamente  la  recta  D^^D^'*^  igual  a 
los  ^  del  diámetro  AD,  y  dividir  en  seguida  esta  recta  en  tantas  partes 
iguales  cuantas  contenga  la  circunferencia.  Esto  ademas  supone  que  los 
puntos  de  división  de  la  base  del  cilindro  se  han  elejido  a  distancias 
iguales,  coms  lo  hemos  recoinendado  en  la  nota  del  núm.  219* 


A    ^ 
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estas  alturas,  hallaremos  que  la  transformada  de  la  ititerseccioiiy  es  la 
curbade^Sf^ad'. 

223.  En  el  ejemplo  presente,  en  qne  la  base  del  cilindro  recto  esnn 
círculo,  la  transformada  se  compondrá  de  dos  partes  evidentemente  si- 
métricas aá  y  a&^;  porque  los  dos  arcos  iguales  AM  y  AN,  que  corres* 
penden  a  dos  puntos  de  la  sección  proyectada  en  M',  nos  darán  en  el 
desarrollo,  abscisas  y  ordenadas  respectivamente  iguales;  a  saber : 

Por  otra  parte,  cada  una  de  estas  porciones,  por  ejemplo  ad,  estará 
también  compuesta  de  dos  porciones  iguales  &aj  gd,  pero  colocadas  de 
un  modo  inverso  respecto  a  la  horizontal  qd3  :  osto  resulta  de  que  par-, 
tiendo  de  6,  los  puntos  ?  y  f^»  e  y  ^  provienen  de  los  puntos  del  cilindro 
F'  y  M',  E'  y  h\  que  se  hallan  a  alturas  respectivamente  iguales  encima 
y  debajo  del  punto  B\  Ademas,  la  trasformada  total  no  es  sino  una 
porción  de  curba  indefinida  (*),  que  según  la  relación  existente  entre 
estas  coordenadas,  admite  una  infinidad  de  ramas  sucesivas  e  idénticas 
con  d'ad.  Podemos  tambieui  por  medio  de  la  jeometría,  producir  estas 
diversas  ramas>  imojinándonos  que  el  plano  sobre  que  se  ejecuta  el  do- 
sarrolio  del  cilindro,  se  ha  enrollado  a  este  cuerpo  un  numero  inde- 


(*)  E$ta  curba  es  una  sinusoide;  porque,  si  se  llama  x  ala  abscisa 
horizontal  ey  ala  ordenada  vertical  del  punto  c^,  contadas  desde  el 
punto  6  como  oríjen,  y  en  segtnda  espresamos  por  x^=B^Ü  e  y'=jPí7, 
las  coordenadas  del  punto  análogo  F  con  respecto  al  punto  B\  es  evi- 
dente que  tendremos  las  relaciones 

y'=y,  \'=sen  BF=sen  B''F'=sen  x,  y'=ax'. 

representando  por  a  la  tanjente  trigonométrica  del  ángulo  JR'JJ'd'.  Yasíf 
eliminidando  de  aquí  los  variables  ausUiares  x\  y',  nos  resultará  por 
equracion  de  la  transformada- referida  al  ortjen  6> 


y  =  a  sen  x  \  o  bien  y  =  a/2  sen  -p  , 


contando^  según  se  estila  en  el  análisis,  los  senos  en  el  círculo  cuyo  raya 
es  la  unidad,  y  representando  por  R  el  radio  del  cilindro  de  que  tratamos* 
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finido  de  veces,  y  habíamos  repetido  también  las  construcciones  ante- 
riores sobre  la  prolongación  de  la  recta  D'"D'\ 

224.  Construyamos  ahora  la  tanjente  de  la  transformada  d'ad  en  un 
punto  cualquiera  f¿.  Sabemos  (núm.  162,3.'')  que  esta  recta  es  la  posición 
que,  después  de  desarrollado  el  cilindro,  toma  la  tanjente  (MT,  M'Q)  de 
la  curba  primitiva;  y  que  ademas,  el  ángulo  que  esta  tanjente  forma  con 
la  arista  del  cilindro,  permanece  invariable.  De  aquí  se  sigue  que  el  tri- 
ángulo rectángulo  formado  por  esta  tanjente,  la  vertical  (M,  M'H),  y  la 
subtanjente  MT,  permanece  también  inviariable  de  forma,  y  no  hace  mas 
que  jirar  al  rededor  de  esta  vertical  para  aplicarse  sobre  el  plano  del 
desarrollo;  es  por  consiguiente  suficiente  que  reproduzcamos  aquí  este 
triángulo  en  sus  verdaderas  dimensiones.  Pero  como  tenemos  ya  la 
altura  fíM"  =  M'H,  si  tomamos  a  M"T"  igual  a  la  subtanjente  MT,  la 
hipotenusa  T"/i  será  la  dirección  de  la  tanjente  que  buscamos. 

Podríamos  también  emplear  un  triángulo  rectángulo,  opuesto  por  el 
vértice  al  precedente,  y  que  tuviese  por  lados  a  la  vertical  (M,  M7¿)  y  a 
la  horizontal  (MS,  /¿B').  Este  triángulo  permanecería  también  de  forma 
invariable,  y  bastaría  tomar  a  fAtí=MV¿,  y  tirar  la  horizontal  ü)5S"=MS; 
en  cuyo  caso  uniendo  los  puntos  S^'  y, {i,  obtendremos  una  recta  que 
deberá  hallarse  en  la  prolongación  do  T"|i. 

225.  Es  importante  notar  que  en  los  dos  puntos  (A,  A')  y  (D,  D') 
de  la  intersección  del  cilindro  con  el  plano  PQR^  es  la  tanjente  a  esta 
curba  paralela  a  la  traza  PQ,  supuesto  que  el  mismo  plan  tanjente  del 
cilindro  en  A  o  en  D  es  paralelo  a  esta  traza.  De  aquí  resulta  que  en 
cada  uno  de  estos  puntos,  la  tanjente  de  la  sección  forma  un  ángulo 
recto  con  la  arista  del  cilindro;  y  como  este  ángulo  debe  permanecer 
invariable  (núm.  162,  3.  ^  )  en  el  desarrollo  de  la  superficie,  será  preciso 
que  en  los  puntos  a,  c^,  d^  corte  también  la  transformadñj  formando  án- 
gulos rectos,  a  las  verticales  A"a,  D"d,  D^^^d^* 

226.  Finalmente  observemos  que  en  el  punto  g  de  la  trasformada, 
hai  una  inflexión;  es  decir  que  si  construimos,  como  lo  hemos  hecho 
anteriormente,  la  tanjente  en  este  punto,  esta  línea  atravesará  a  la 
curba,  dejando  el  arco  %a  encima  de  ella,  y  al  gd  debajo.  Esto  no  obs- 
tante, no  debemos  mirarla  como  una  secante,  porque  bien  al  contrario 
tiene  en  esté  punto  singular  un  contacto  mas  íntimo  con  la  curba  que 
el  de  una  tanjente  ordinaria.  Con  efecto,  según  la  simetría  que  hemos 
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probado  existir  (num.223)  entre  las  dos  partes  ga  ygd,  si  tiramos  poret 
plinto  6  una  recta  cualquiera  que  encuentre  al  arco  inferior  en  fi,  esta  mis- 
ma linca  necosarianiente  cortará  al  arco  superior  en  otro  punto  ,  que 
estará  a  la  misma  distancia  de  g  que  la  que  está  fC;  haciendo  en  scgnidji 
jirar  esta  secante  al  rededor  del  punto  S,  los  dos -punto  fí  y  (p  se  apro- 
ximarán simultáneamente  a  g;  y  cuando  jLf  llegue  a  confundirse  con  gj 
también  9  lo  habrá  verificado,  y  en  el  mismo  instante.  En  lo  cual  vemos 
que  la  posición  límite  de  esta  secante  quedará  determinada,  no  por  la 
reunión  de  dos  puntos  de  sección,  sino  por  la  de  tres  puntos ^  de  este 
jénero,  y  así  esta  tanjente  particular  nos  presentará  un  contacto  de 
segundo  ordena  en  virtud  del  cual  tendrá  un  elemento  comua  con  el 
arco  ga,  y  también  otro  con  el  arco  gd.  Ademas,  estos  dos  arcos  se  ha- 
llarán manifíestamente  al  lado  opuesto  respecto  a  la  tanjente,  a  can- 
sa délos  movimientos' contrarios  que  simultáneamente  toman  las  dos 
porciones  de  secante,  cuando  jira  al  rededor  del  punto  g;  por  consi- 
guiente, abrá  allí  una  inflejcion  (*), 

Para  evitar  la  confusión  de  las  Kneas,  hemos  construido  esta  tanjen- 


(*)  Es  conveniente  observemos  que^  cualquiera  que  sea  la  base  de  un 
cilindro  cortado  por  un  planoj  siempre  presentará  la  transformada  un 
punto  de  inflexión  en  el  sitio  en  que  la  tanjente  a  la  sección  2^ri?nitita  era 
la  línea  de  la  mayor  pendiente  del  plano  secanteya  lo  menos  cuando  las 
aristas  del  cilindro  son  verticales;  y  en  jeneral,  tendrá  lugar  esta  in- 
flexión en  eljyunto  en  que  la  tanjente  forme  un  ángulo  mínimo  con  las  je- 
nerat rices.  Con  efectOy  si  nos  referimos  a  lafig.  49  y  suponemos  efectua- 
do el  desarrollo  del  cilindro  sobre  el j?lano  tanjente,  que  es  la  prolonga- 
ción del  elemento  superficial  ABB'A',  reremos  que  si  el  ángulo  BMM' 
esa  un  mismo  tiempo  ynenor  que  los  áftgulos  WJ^VM^^  y  LKM,  el  lada 
M'M"  vendrá,  después  del  desarrollo,  a  caer  encima  de  TMí,  en  tanto 
que  el  lado  ^IK  permanecerá  encima.  Así  mismo  y  teyídria  lugar  unain^ 
flexión  contraria,  si  el  ángulo  ^WSV  fuese  máximo; ^é'r^?  este  enunciado 
está  comprehendido  en  el  otro,  porque  la  tanjente  forma  con  la  arista 
un  ángulo  agudo  u  obtuso  de  los  cuales  el  j?rimero  es  mínimo  y  el 
segundo  máximo.  Esta  interesante  observecion  la  debemos  a  itf.  Th^ 
Olivier, 
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le  singular  en  el  punto  análogo  y,  tomando  la  subtanjenic  C"0"  igual  a 
C9,  y  uniendo  los  puntos  7  y  O''. 

227,  El  desarrollo  de  un  cilindro  es  una  operación  que  necesariamente 
se  emplea  en  ciertas  artes.  Si,  por  ejemplo,  queremos  formar  un  tubo  ci- 
lindrico de  planchas  de  fíerro  o  de  hoja  de  lata,  de  modo  que  se  termine  en 
dos  planos,  uno  de  ellos  perpendicular,  y  otro  inclinado  a  su  loiijitud,  es 
preciso  para  ejecutarlo  trazar  en  la  hoja  de  metal,  estando  todavía  plana 
la  cnrba  d^ocí,  y  recortar  esta  hoja  al  largo  de  esta  curba,  quitando  des- 
pués la  parte  superior;  hecho  esto,  podemos  estar  seguros  de  que  en- 
corbando  lo  demás  de  la  hoja  do  metal  por  medio  de  un  yungue  ci- 
lindrico, el  bordo  superior  nos  presentará  la  forma  de  una  curba  ^y/¿in¿7, 
que  tendrá  la  inclinación  que  por  la  cuestión  se  exija. 

Así  mismo,  si  después  de  haber  ejecutado  en  madera  o  piedra  un 
cilindro  recto,  quisiéramos  que  terminase  en  un  plano  inclinado,  seria 
preciso,  para  conseguirlo,  construir  sobre  un  cartón  flexible  el  desarrollo 
de  este  cilindro  con  la  transformada  d'ad  de  la  sección  de  que  se  trata; 
y  en  seguida  recortar  este  cartón  según  esta  curba,  y  enrrollarlo  des- 
pués sobre  el  cilindro.  En  este  estado,  el  borde  de  este  cartón  enrrollado 
adquirirá  la  forma  que  conviene  dar  a  la  sección  pedida ,  y  po- 
dremos trazar  ésta  sobre  el  sólido  siguiendo  con  un  lápiz  el  borde  de 
este  cartón  arrollado;  de  modo  que  como  el  obrero  conoce  por  este  me- 
dio el  contorno  de  la  parte  del  sólido  que  debe  quitar,  podrá  rematar  su 
obra  con  toda  la  exactitud  deseable.  Hallaremos  frecuentes  aplicacio- 
nes de  este  procedimiento  en  la  cantería  y  carpintería. 

228.  Otra  solución  de  la  intersección  de  un  cilindro  recto  con  un 
plano. 

Puede  mui  bien  suceder  que  alguna  circunstancia  de  la  cuestión  im-  piu.  59. 
pida  que  tomemos  el  plano  vertical  de  proyección  perpendicular  al  pla- 
no secante;  en  tal  caso,'este  ultimo  tendrá  por  trazas  las  rectas  cuales- 
quiera PQ  y  QR',  y  el  cilindro  estará  siempre  representado  por  la  base 
ABDC,  y  las  dos  verticales  ÜU'  y  VVque  forman  su  contorno  aparen- 
te sobre  ios  planos  fijos.  En  este  caso,  sigamos  el  método  jeneral  del 
núm.  210  y  cortemos  al  cilindro  y  al  plano  dado  PQR'  con  varloa planos 
horizontales,  como  el  K'N'M';  este  tendrá  por  sección  en  el  plano  dado, 
tiua  horizontal  (K'M',  KM),  y  por  sección   en  el  cilindro  una  curba 
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proyectada  sobre  la  base  ABDC;  por  consiguiente,  los  pnntos  M  y  N, 
que  son  comunes  a  estas  dos  secciones  ausiliares,  sobre  el  plano  hori- 
zontal, estarán  proyectadas  sobre  K'M',  y  nos  darán  a  conocer  dos  pnn- 
tos (M,  M')  y  (N,  N')  de  la  intersección  pedida.  Las  otras  se  obtendrán 
de  un  modo  enteramente  semejante,  tirando  a  discreción  paralelas  a  la 

línea  de  tierra,  tales  como  A'L',  ET' 

229,  Pero  es  mejor  que  interpretemos  de  otro  modo  estas  constrnc- 
ciones,  diciendo  que  a  discreción  se  tiren  planos  ausiliares  que  sean  rer- 
ticales  y  j?aralelos  a  la  traza  PQ,  como  el  MNK;  en  cuyo  caso  este  pla- 
no vertical  cortará  al  plano  PQR'  según  la  horizontal  (KM,  K'M'),  y  ai 
cilindro  según  dos  jeneratrices  proyectadas  sobre  XN*  c  YM';  por  con- 
siguiente, el  encuentro  de  éstas  últimas  con  la  línea  K'M'  nos  dará  do» 
puntos  (M,  M')y  (N,N')  déla  intersección  pedida.  Esta  marcha  nos- 
proporcionará  la  ventaja  de  poder  hallar  directamente  ciertos  punto» 
notables,  que  es  muí  importante  construir  con  preferencia  a  otros  que  es- 
tén mui  próximos  a  ello. 

1.  ^  Si  aplicamos  este  método  a  la  indagación  de  los  pnntos  situados  so* 
bre  las  aristas  (A,UU')  (D,  VV*),  que  forman  el  contorno  aparente  del 
cilindro  sobre  el  plano  vertical,  hallaremos  por  resultado  los  puntos  A* 
y  D'  que  separan  la  parte  visible  de  la  intersección  hallada,  de  la  parte 
invisible;  y  en  estos  puntos  deberá  tocar  la  proyección  vertical  A'B'D'C 
a  las  dos  rectas  UU' )  VV\  Con  efecto,  latanjente  de  la  curba  situada 
en  el  espacio  tirada  por  el  punto  (A,  A'),  está  precisamente  colocada  en 
el  plano  tanjentc  al  cilindro  que  lo  toca  en  todo  el  largo  de  la  arista 
(A,  UU');  pero  este  plano  es  en  el  caso  presente  perpendicular  al  plano 
vertical,  y  por  consiguiente  la  tanjente  en  cuestión  está  proyectada  so- 
bre su  traza  UU',  la  cual  debe  también  tocar  a  la  curba  A'B'D'C;  por- 
que hemos  demostrado  (níim.  102)  que  una  curba  y  su  tanjente  debian 
también  ser  tanjentes  una  a  otra,  cuando  se  las  -proyectaba  sobre  un  mis- 
mo plano, 

2.  ®  El  punto  mas  alto  y  el  mas  bajo  de  la  curba,  es  decir,  aquellos 
en  que  la  tanjente  es  horizontal,  se  obtienen  determinando  las  aristas  B  y 
C  en  que  el  plano  tanjente  del  cilindro  es  paralelo  a  la  traza  P(i-  Con 
efecto,  si  después  de  haber  conducido  en  esta  dirección  la  tanjente  BI  de 
la  base  ABDC,  y  de  haber  construido,  según  lo  hemos  hecho  arriba,  el 
punto  (B,  B^)  de  la  sección,  queremos  hallar  la  tanjente  relativa  a  este 


CAPITULO  II.   DE    LAS    SECCIONES    PLANAS.  141 

piiHto,  necesitaremos  para  ello  (núm.  213)  determinar  la  intersección 
del  plano  PQR'  con  el  plano  vertical  BIF  que  toca  al  cilindro  en  (B,  B'); 
pero  como  estos  dos  planos  tienen  sns  trazas  paralelas,  se  cortarán  pre- 
cisamente según  una  horizontal  FB',  que  será  la  tanjente  en  el  punto 
B'.  Esta  línea  es  también  un  límite  de  la  curba;  y  otro  límite  será  la 
tanjente  en  el  punto  (C,  C),  que  así  mismo  será  horizontal. 

230.  Conoceremos  la  tanjente  en  un  punto  cualquiera  (M,  M')  por 
medio  de  la  intersección  del  plano  PQR',  con  el  plano  tanjente  al  cilin- 
dro en  toda  la  ostensión  de  la  arista  vertical  M;  y  como  este  plano  tiene 
por  traza  a  la  recta  MT,  que  encuentra  a  PQen  el  punto  T,  sigúese  que 
sin  hallar  la  segunda  traza  de  este  plano  tanjente,  estamos  ciertos  que 
T  es  la  traza  horizontal  de  la  tanjente  pedida.  £n  virtud  de  esto,  si 
proyectamos  este  punto  a  la  línea  de  tierra,  y  le  unimos  con  el  punto 
de  contacto,  hallaremos  que  TM  y  T'M'  son  las  proyecciones  de  la 
tanjente. 

231.  Podríamos  ejecutar  el  abatimiento  de  la  curba,  haciendo  jirar 
el  plano  PQR'  al  rededor  de  su  traza  PQ,  para  abatirlo  sobre  el  plano 
horizontal;  y  como  en  este  movimiento  de  revolución,  no  saldrá  el  pun- 
to arbitrario  (M,  W)  fuera  del  plano  vertical  PM,  que  es  perpendicular 
a  la  chamela  PQ,  será  suficiente  determinar  (núm.  17)  la  distancia  del 
punto  P  al  punto  (M,  M')  y  transportar  en  seguida  esta  distancia  sobre 
PM  prolongada,  para  obtener  la  posición  del  punto  (M ,  M')  en  el  aba- 
timiento. Los  demás  puntos  se  hallan  de  un  modo  enteramente  se- 
mejante. 

Pero  es  mucho  mejor  abatir  el  plano  PQR'  sobre  el  plano  vertical, 
moviéndolo  al  rededor  de  su  traza  QR',  porque  en  este  caso  cada  hori- 
zontal, como  (KM,  K'M'),  conservará  su  magnitud  absoluta  que  es  KM, 
y  será  paralela  a  la  posición  que  tome  la  traza  PQ  después  del  abati- 
miento. Para  hallar  esta  posición,  figurémonos  que  se  ha  prolongado  la 
recta  (BC,  B'C)  hasta  íos  puntos  S  y  R',  en  que  encuentra  a  las  dos 
trazas  del  plano  PQR';  y  observemos  que  esta  recta,  cuya  verdadera 
magnitud  es  el  abatimiento  R'S",  forma  parte  de  un  triángulo  rectángulo, 
cuyos  otros  dos  lados  son  QS  y  QR\  Si  ahora  construimos  con  estos  tres 
lados  el  triángulo  QR'^,  tendremos  que  la  base  Qsp  será  el  abatimiento 
de  la  traza  QSP;  en  este  caso,  si  tiramos  paralelas  a  esta  línea  Q.<y7,  y 
tomamos  las  distancias 
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rA=IB,  Z'flr=ZA,  Z7=ZL,  K'w=KN,  K'm=KM,.... 

hallaremos  una  serie  de  puntos,  que  reunidos  por  un  trazo  continuo^ 
nos  darán  la  curba  hlmedcfahy  quií  es  la  verdadera  nwgnitud  de  la  in- 
tersección del  cilindro  y  del  plano  PQR'. 

En  cuanto  a  la  tanjente  de.  este  abatimiento,  será  preciso,  para  íijarlai 
tomar  la  distancia  Qí=QT,  y  unir  el  punto  t  con  7n  por  medio  de  la 
recta  tm . 

232.  El  desarrollo  de  la  superficie  se  efectuará,  como  en  el  núm, 
222,  trasladando  a  una  recta  indefinida  lonjitudes  iguales  a  los  arcos 
rectificados  de  la  base  ABDC,  sirviéndonos  para  ello  de  cuerdas  mui 
pequeñas,  a  saber: 

B"L"=PiL,  L'M"=LM,M"E"=ME,  E"D'=ED;.... 

levantaremos  en  seguida  por  los  puntos  de  división  ordenadas  ¡guales 
a  las  porciones  correspondientes  de  las  jeneratrices,  es  decir: 

B"6=GB',  U'A=UL\  M'>=YM',  D'<Í=VD, 

y  la  curba  6>ircdy'fa3"  será  la  transformada  de  la  sección  del  cilindro. 
La  tanjente  de  esta  transformada  en  el  punto  f¿,  es  la  misma  en  que 
se  convierte  la  tanjente  primitiva  (MT,  M'T')  después  del  desarrollo ; 
y  como  esta  ultima  es  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo  que  tiene 
por  basca  MT  y  por  altura  a  YM',  y  cuyos  ángulos  permanecen  ade- 
mas invariables  (núm.  162),  no  habrá  mas  que  tomar  la  subtanjente 
M"T"=MT  y  tirar  la  recta  T"f£.  Esta  línea  deberá  tocar  a  la  transfor- 
mada en  fi,  cuyo  punto  se  halla,  en  el  caso  presente,  bastante  cerca  de 
la  inflexión;  que  en  la  actualidad  está  en  £,  en  virtud  de  que  (nota  del 
niim.  226)  el  punto  (E,  E'),  es  manifiestamente  el  punto  en  que  la  tan- 
jente de  la  sección  es  perpendicular  a  la  traza  horizontal  PQ.  del  pla- 
no secante,  y  que  según  esto  esta  tanjente  es  la  línea  de  la  mayor  jícn-' 
diente  del  plano,  respecto  al  punto  (E,  E'). 

Pj^  go       Problema  2.  Hallar  los  puntos  de  sección  de  un  plano  cualquiera 
PQR'  con  una  curia  cuyas  j^royeccion es  son  ABCDEF  y  A'B'C'D'E'F\ 

233.  Este  problema  está  enteramente  comprehendido  en  el  prece- 
dente, porque  si  nos  figuramos  el  cilindro  vertical  que  proyecta  a  la  cur- 


CAPITULO  II.    DE    LAS    SECCIONES   PLANAS.  143 

ba  dada  según  ABCDEF,  y  construimos,  como  en  el  nüm.  228,  la  pro- 
yección vertical  A"B"C"D"E"  de  la  intersección  de  este  cilindro  con  el 
plano  PQR',  es  evidente  que  los  puntos  que  buscamos  deberán  hallarse 
sobre  esta  intersección;  y  como  también  se  hallan  sobre  la  curba  dada, 
no  tendremos  mas  que  examinar  si  estas  dos  curbas  se  encuentran  en 
alguna  parte  sobre  el  plano  vertical.  En  el  caso  presente  tienen  los  tres 
puntos  comunes  L',  M',  y  N'  que  proyectaremos  sobre  el  plano  horizon- 
tal a  L,  M,  y  N;  y  estos  también  son  los  puntos  en  que  el  plano 
PQR'  corta  a  la  curba  propuesta.  Es  cierto  que  hai  otro  cuarto  punto  de 
encuentro  entre  las  proyecciones  verticales;  pero  reconocemos  con  su- 
ma facilidad,  que  este  punto  no  es  común  a  las  dos  curbas,  porque  cae 
respecto  a  la  una  sobre  el  arco  CD,  y  respecto  a  la  otra  sobre  el  DE. 

Con  el  objeto  de  hacer  resaltar  mejor  la  situación  de  los  diversos  pun- 
tos de  la  línea  de  doble  curbatura,  hemos  puntuado  los  arcos  He  cur- 
ba que  se  hallan  debajo  del  plano,  porque  miramos  a  este  como  real- 
mente existente^  pero  no  es  lo  mismo  con  el  depurado  59,  en  que  el  pla- 
no secante  está  combinado  con  una  superficie,  y  en  donde  hemos  debi- 
do, según  el  convenio  jeneral  establecido  en  el  nüm,  108,  mirar  a  este 
plano  como  sustraido,  después  de  haber  cortado  al  cilindro. 

234.  En  el  problema  precedente,  y  en  las  cuestiones  análogas,  se 
da  algunas  veces  a  la  curba  ausiliar  A"B''D"....  el  nombre  de  curba  de 
indagación  o  curba  de  error j  porque  las  construcciones  que  hemos  em- 
pleado pueden  presentarse  bajo  el  punto  de  vista  siguiente.  Si  el  punto 
incógnito,  en  que  la  curba  propuesta  penetra  al  plano  PQR',  estuviese 
proyectado  en  B,  cuyo  punto  elejimos  arbitrariamente  sobre  la  proyec- 
ción horizontal  ABCD....,  seria  indispensable  que  tirando  por  este  punto, 
considerado  como  perteneciente  al  plano,  una  paralela  (BK,  K'B")  a  la 
traza  PQ,  fuese  esta  recta  a  pasar  por  el  punto  (B,  B')  de  la  curba;  y  como 
esta  paralela  nos  da  a  B"  en  lugar  de  B'  por  proyección  vertical  del  pun- 
to B,  sigúese  que  la  hipótesis  de  donde  hemos  partido  es  un  error.  Re- 
pitiendo un  ensayo  semejante  con  el  punto  C,  hallaremos  otro  error  en 
sentido  opuesto,  porque  obtendremos  una  proyección  vertical  C"  situa- 
da mas  arriba  que  C;  de  donde  concluimos  que  el  verdadero  punto  que 
buscamos  está  entre  B  y  C,  y  que  reiterando  semejantes  ensgiyos  res- 
pecto a  los  puntos  intermedios,  concluiríamos  por  recaer  en  el  punto  de 
sección  (M,  M').  Pero  en  lugar  de  tratar  de  hallar  inmediatamente  este 
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punto  exacto  por  medio  de  tanteos  repetidos,  es  mueho  mas  cómodo 
construir  cierto  número  arbitrario  de  puntos  de  la  curia  de  error,  y  unir- 
los en  seguida  por  medio  de  un  trazo  continuo,  cuyo  encuentro  con  la 
curba  propuesta  nos  dará  el  punto  pedido  (M,  M'). 

Problema  3.  Dado  un  cilindro  oblicuo  de  base  cvalquieraj  hallar : 
!•  ®  las  proyecciones  de  la  sección  recta  de  este  cilindro;  2.  ®  el  aba- 
timiento de  esta  sección;  S.  ®  el  desarrollo  de  la  superficie  y  la  transfor- 
mada  de  la  curba  que  le  servia  de  base;  con  lastanjentes  a  estas  ditersas 
curbas. 

FIG.60.  135.  Sea  ABC D  la  base  del  cilindro  que  supondremos  plana,  y  cu- 
yo plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de  proyección:  sea  ademas 
(EE'^  E'E''*)  la  dirección  de  las  jeneratrices.  Tirando  en  estQ  caso  las 
tanjentes  BB''  y  DD"  a  la  base,  paralelas  a  EE'\  estas  serán  las  trazas 
de  los  dos  planos  tanjentes  verticales,  y  por  consiguiente,  estas  dos  rec- 
tas formarán  el  contorno  aparente  del  cilindro  sobre  el  plano  horizon- 
tal (núm.  106);  en  tanto  que  las  tanjentes  EE'  y  FF',  perpendiculares 
a  la  línea  de  tierra,  darán,  por  contorno  aparente  sobre  el  plano  vertir 
cal  a  las  jeneral rices  E'E'''  y  F'F'",  que  no  son  otra  cosa  que  las  trazas 
de  dos  planos  tanjentes  perpendiculares  al  plano  vertic-al.  Suponemos 
ademas  que  el  cilindro  está  terminado  y  cerrado  por  dos  planos  hori- 
zontales E'F'  y  E'"F"',  lo  que  hará  que  sean  invisibles  sobre  el  plano 
horizontal  las  aristas  CC"  y  FF",....  y  manifestará  de  un  modo  mas 
sensible  la  situación  de  estas  aristas  inferiores.  Para  hacer  ver  mejor 
la  forma  de  la  superficie,  miraremos  a  todas  las  aristas  que  tengamos 
necesidad  de  emplear,  no  como  líneas  ausiliares,  sino  como  jeneratri" 
ees,  que  representadas  por  líneas  seguidas  o  puntuadas^  nos  harán  dis- 
cernir las  partes  superiores  o  anteriores  de  las  que  les  son  opuestas  en 
la  superficie. 

236.  Sentado  esto,  como  sabemos  que  la  sección  recta  o  sección  ar^ 
togonal  de  un  cilindro,  es  la  curba  trazada  sobre  esta  superficie  por  un 
plano  secante  perpendicular  a  las  jeneratrices,  y  que  ademas  todas  las 
secciones  paralelas  dadas  a  un  cilindro  son  idénticas,  tiremos  por  un 
punto  cualquiera  Q  de  la  línea  de  tierra,  las  trazas  PQ  y  QR'  respec- 
tivamente perpendiculares  a  las  proyecciones  de  las  jeneratrices,  y  halla- 
remos la  intersección  de  la  superficie  con  el  plano  PQR'.   Para  obtener 
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isüta  ¡ttterseccioDy  cortaremos  a  las  4ob  superficies  con  diferentes  planos 
ausiliares  que  todos  sean  verticales  y  paralelos  a  las  arisias  del  ciliodro, 
•porque  de  este  :modo  no  tendremos  mas  que  hacer  que  combinar  sec* 
ciones  rectilíneas;  adennas,  con  eltñn  de  Bimplifícar  la  operación  ulte- 
orior  del  desofrroHo,  será  bueno  conducir  estos  planos  por  puntos  de  la 
'base-qiae  estén  <le  dos  en  dos  sobre  las  cuerdas  GM,  EL,.***  paralelas  a 
Ja  traza  PQ.  'Una  vez  admitidas  todas  estas  disposiciones,  podremos  ope- 
-rar  de  dos  modos. 

237.  Primer  método.  3ean  GKI  e  IV  las  trazas  del  plano  secante 
verticd  :  estas  encontrarán  a  las  del  plano  PQ;R'  en  los  puntos  K  e  i'; 
ipor  consiguiente,  la  ÍRterseccion 'de  estos  dos  pianos,  ee  la  recta  (GI, 
FK');  pero  como  es  importante  determkiar  esrta  línea  con  mucha  exacti- 
tikl,  en  virtud  de  /que parados  ^otros planos  ausiliares  será  manifíesta- 
-mente  suficiente  tirar  paralelas  al'K',  vamos  a  construir  otro  tercerpunrto 
de  esta  «recta.  ¡Determinemos,  ipor  ejemplo,  el  que  está  proyectado  en  S: 
y. pava  ello,  imajvnemos  tirada  por  este  punto  una  horizontal  paralela  a 
la  traea  PQ.  Esta  paralela,  que  necesariamente  estará  contenida  en  el 
plano  PQR',  tendrá  por  proyección  horizontal  a  SR,  y  penetrará  al  pla- 
no vertical  en  R';  Juego  R'S\  ^parale^a  ^  4a  línea  de  tienda  es  su  proyec- 
ción ^vertical;  y  sii^éferimos  el  punto  S^aS',  este  úhínio  deberá  pertene- 
cer ala-recta  i'K^'. 

Ademas,  «I  mismo  plano  «asrliar  €rKI  ¡ha  debido  cortar  eft  cilindro 
según  dos  aristas,' cuyos  pies  se  ^hallan  en-Gy-H,  y  que,  por  consfgoien- 
fte, «stán  proyectadas  vevticalmeote  en  GXjt''  y  H-H";  en.virtud  de  esto, 
el  eacuentro  de  cestas  dos 'rectas  eon  la  sección  ^'S' ik>s  producirá  dos 
puntos  g!  y  A'  de  la  proyección  vertical  de  la  omrba  pedida.  En  seguida, 
los  proyectaremos  sobre  GHK  ng  y  h^  que  serán  dos  puntos  de  la  pro- 
yección horozontal  de  la  misma  curba. 

Consideremos : ahora  otro  plano  secante  MNV.  :Este  corta  al  plano 
.PQR  seguR^uaa Tocta^cuya 'trazáis  (V,V'.);  y  sin  determinar  mas  pun- 
tos, estamos  ciertos que^esta aeccianes  VW parálela  aÍÍ,S'; y  en  segui- 
da, comeaste  plano  MN  V. corta  también  al  cilindro  según  las  dos  aris- 
tas APM''  ;y  N?N"  .que  Bvcaentran  a  la  recta  VW  en  m'  y  n\  estos 
•0erán^tambien'do8vn1Ievo«  puntos  de  )a  curba  que  buscamos,  que  habrá 
en  «eguida  que  proyectar  borivontahnente  sobre  MV  en  m  y  en  n.  Apli- 
cando este  mismo  procedimiento  a  otros  planos  secanteS)  hallarémoe 
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por  resultado  las  proyecciones  ambticd  y  cCiv^Vric^éC  de  la  sección  orto- 
gonal del  cilindro. 

piG.  60  238.  Segundo  método.  Sea  ACY  un  planovertical  paralelo  a  las  aris- 
tas del  cilindro:  este  corta  a  la  superficie  según  las  dos  jencratrices  qne 
salen  de  los  puntos  A  y  C;  y  al  plano  PQR'  según  una  recta  que  parte  dei 
punto  Yj  y  os  perpendicular  a  estas  jeneratrices;  luego,  si  abatimos  este 
plano  secante  al  rededor  de  AY,  tomando  la  altura  Y'Z^  desde  Y  a  Z", 
tendremos  que  la  recta  AZ"y  su  paralela  Ce''  serán  las  nuevas  posicio- 
es  de  la.^  jeneratrices,  y  la  perpendicular  Yt-'V  bajada  a  estas  líneas, 
nos  dará  a  conocer  los  abatimientos  a'*  ye''  de  dos  puntos  de  la  curba 
que  buscamos»  Respecto  a  cualquiera  otro  plano  secante  MNV,  será 
suficiente  tiremos  las  Mm"  y  Nn"  paralelamente  a  AZ";  y  la  recta  Vm*' 
paralela  a  Ya",  que  nos  dará  también  los  abatimientos m"  y  n"  dedos 
nuevos  puntos  de  la  sección  recta  del  cilindro.  8erá  supérfluo  trazar  las 
proyecciones  de  esta  curba,  en  vista  de  que  los  abatimientos  obtenidos 
de  este  modo  bastarán,  según  vamos  a  ver,  para  construir  la  verdadera 
magnitud  de  esta  curba,.y  para  ejecutar  el  desarrollo  del  cilindro,  qne 
es  el  objeto  principal  del  presente  problema  (*).. 

Sin  embargo,  si  de  aquí  queremos  deducir  las  proyecciones  de  la  sec^ 
cion  recta,  no  tendremos  mas  que  trasladar  los  puntos  a",  c",  m^\  ní\.... 
a  losa,  r,  m^  n,....  por  medio  de  perpendiculares  a  la  charnela  AY,  y  en 
seguida  proyectar  estos  likimos  puntos  a  a',  c\  m\  «',....  sobre  las  pro- 
yecciones verticales  de  las  jeneratrices  correspondientes. 

FIO.  60  239.  Hai  puntos  notables  que  es  preciso  construir  con  preferencia 
a  cualesquiera  otros,  aunque  estén  próximos  a  ellos;  y  haremos  muibien 
en  principiar  por  estos  la  constniccion  del  depurado. 


(*)  Este  método  injenioso^  debido  a  M.  Th.  Olivier,  viene  a  reducir^ 
se  a  tomar  el  plano  vertical  de  proyección  paralelo  a  las  aristas  del  ci^ 
lindro,  y  presenta  ventajas  que  se  hacen  sensibles  en  las  operaciones  de 
los  nüm,  241  y  243.  Sin  embargo,  si  se  tratase  de  obtener  la  intersección 
de  un  cilindro  oblicuo  con  un  plano  cualquiera  qne  no  fuese  perpendicu^ 
lar  a  las  jeneratrices,  sería  mejor  seguir  el  primer  método,  y  esta  es  la 
razón  porque  lo  hemos  conservado  aquí,  con  solo  el  objeto  de  ensenar  como 
debemos  operar  en  semejante  caso. 
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1.  ^  Si  aplicamos  cualesquiera  de  los  dos  métodos  precedentes  a  las 
instas  BB"  y  DO'',  que  forman  el  contorno  aparente  sobre  el  plano 
horizontal,  hallaremos  los  puntos  (¿,  U)  y  (d^  (T),  en  los  cuales  deberá 
^orarlacurba  a  iasaristas  de  que  tratamos,  pero  esto  Wr^m  laproyee- 
cion  horizontal.  Con  efecto,  aun  cuando  en  el  espacio  sean  mui  dife- 
rentes una  de  otra  la  tanjente  a  esta  curba  y  la  arista  del  cilindro,  por- 
que en  el  caso  presente  son  perpendiculares,  sin  embargo,  estas  dos 
rectas  están  situadas  ambas  en  el  plano  tanjente,  que  evidentemente  es 
vertical  respecto  al  punto  (¿,  A');  de  aquí  se  sigue  que  en  la  proyección 
horizontal  deben  coincidir;  luego  en  el  caso  actual  está  proyectada  la 
tanjente  sobre  BB'';  y  por  consiguiente  (nítm.  102),  esta  línea  debe  tocar 
a  la  proyección  horizontal  de  la  curba. 

Observemos,  ademas,  que  estando  situados  los  puntos  by  d  sobre  el 
contorno  aparente  de  la  superficie  con  respecto  al  plano  horizontal,  for- 
marán, para  el  observador  que  considera  esta  proyección,  los  límites 
que  separan  la  rama  visible  J/ad  de  los  de  la  invislLle  bcd. 

2.  ^  Aplicando  también  el  procedimiento  jeneral  a  la  indagación  de 
loa  puntos  situados  sobre  las  aristas  E'E*"  y  F'F'",  que  forman  el  contor- 
no aparente  sobre  el  plano  vertical,  obtendremos  los  puntos  (e,  <?')  y 
f/,/),  en  los  cuales  será  tocada  la  proyección  vertical  de  la  curba  por  es- 
tas rectas.  Este  contacto  resulta  también  de  que  la  tanjente  de  la  curba 
en  el  espacio  y  la  arista  del  cilindro,  están  ambas  en  un  plano  tanjente 
que  en  el  caso  que  nos  ocupa,  es  perpendicular  al  plano  vertical,  y  por 
consiguiente,  la  proyección  vertical  de  la  tanjente  coincide  con  la  do  la 
arista  del  cilindro.  Ademas,  los  puntosa' y/'  serán  aquí  los  límites  que 
separan  la  rama  visible  (?á!v{f  de  laque  es  invisrbie  c^d^Kf  para  el  ob- 
servador que  considera  la  proyección  vertical. 

3.  ^  Para  hallar  el  punto  mas  alto  y  el  mas  bajo  de  la  curba,  es  decir 
los  dos  puntos  en  que  su  tanjente  es  horizontal,  es  preciso  en  primer 
lugar  hallar  en  la  base  ABCD,  sea  cual  fuere  su  forma,  los  puntos  A  y 
C  en  que  la  tanjente  es  paralela  a  la  traza  horizontal  PQ  del  plano  que 
corta  al  cilindro  :  heho  esto,  si  construimos  por  el  procedimiento  jeneral 
el  pnnto  (a,  a')  de  la  intersección  que  estará  situada  sobre  la  arista  AA'^ 
decimos  que  la  tanjente  en  este  punto  será  horizontal.  Con  efecto,  esta 
tanjente  debe  8ér(núm.  213)  la  intersección  del  plano  PQR' con  el 
plano  tanjente  que  toca  al  cilindro  en  todo  el  largo  de  la  arista  A  A"; 
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pera  por  hipótesis,  la  traza  horizontal  A&  de  este  último  plano  es  parale- 
la a  PQ;  luego  estos  dos  planos  no  se  pneden  cortar  sino  según  ana 
recta  paralela  a  PQ,  es  decir  horizontal.  Lo  misnao  nos  sucederá  con  la 
arista  CC",  que  nos  dará  un  punto  (c,  c*)  en  que  también  es  horízon^  la 
tanjente  de  la  intersección.  La  determinación  de  estoa  dos  pnntoa  es 
mui  esencial,  para  trazar  la  curba  con  facilidad  y  exactitnd,  sobre  los 
planos  de  proyección. 

240.  Construyamos  ahora  la  tanjente  de  la  intersección  en  un  punto 
cualquiera  de  ella  (m,  ni*).  Este  punto  se  halla  sobre  la  arista  Mm;  ye) 
plano  tanjente  al  cilindro  en  toda  la  ostensión  de  esta  jeneratriz  tendrá 
por  traza  horizontal  a  la  tanjente  MT  a  la  base;  si  prolongamos  esta 
recta  hasta  que  corte  a  PQ  en  T,  este  será  un  punto  de  la  ieterseccíoa 
del  plano  tanjente  con  el  plano  de  la  curba,  cuya  intersección  no  es 
otra  cosa  que  la  tanjente  que  buscamos  (núm.  213).  Luego  uniendo  el 
punto  de  contacto  (m,  m'),  que  es  ya  conocido,  con  el  punto  T  que  se  pro- 
yecta verticalmente  en  T'  sobre  la  línea  de  tierra,  obtendremos  a  Tm  y 
TW  podT  proyecciones  de  la  línea  pedida. 

24L  Abatimiento.  Para  hallar  la  intersección  en  su  verdadera  forma» 
abatamos  el  plano  PQR^  sobre  el  ]>lano  horizontal,  haciendo  jírar  al 
primero  al  rededor  de  su  traza  PQ;  hecho  esto,  hallemos  lo  que  sucede 
al  punto  arbitrario  (m,  m')  de  la  curba.  Este  punto  no  saldrá  del  plano 
vertical  mV,  que  es  perpendicular  a  la  charnela;  y  como  la  distancia  mas 
corta  de  él  a  esta  recta  es  evidentemte  la  línea  (mV,  ?»'V'),  no  tenemos 
mas  que  valuar^  sirviéndonos  del  procedimiento  del  num.  17,  la  verda-^ 
dera  lonjitad  de  esta  línea,  y  trasladarla  en  seguida  desde  V  a  f¿,  y  este 
último  punto  será  el  abatimiento  de  (m,  m').  Pero  observemos  que,  si 
se  ha  empleado  el  método  del  num.  238,  conoceremos  inmediatamente 
la  verdadera  lonjitud  que  buscamos,  porque  esta  evidentemente  es 
Vm";  de  modo  que  describiendo  con  esta  recta  por  radio,  un  arco  de 
círculo,  este  irá  a  cortar  a  la  línea  VM  en  el  punto  pedido  \í.  Así  mismo, 
los  arcos  de  círculo  descritos  con  los  radios  Ya"  e  Ye",  nos  darán  loa 
puntos  a  y  y;  y  sirviéndonos,  de  procedimientos  enteramente  iguales^ 
obtendremos  la  curba  a)iy%u'^yd  por  abatimiento  de  la  sección  recta 
del  cilindro. 

242.  Como  la  tanjente  (mT,  m'T')  de  la  curba  primitiva^  tiene  su 
pie  T  situado  sobre  la  charnela  PQ,  este  punto  permanecerá  inmóvil 
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mientras  dura  el  movimiento  de  rotación;  y  como  el  panto  de  contacto 
(m,  m')  so  ha  trasladado  a  ¡¿¡^  sigúese  de  aquí  que  T¡i  es  el  abatimiento  de 
la  tanjente^cuya  línea  deberá  tocar  exactamente  a  la  cnrba  a^fiS,....  en 
el  punto  ft. 

243.  Desarrollo.  Hemos  demostrado  (nám.  166)  que,  entre  todas 
las  curhñs  planas  tmzeidñs  sobre  un  cilindro  cualquiera,  la  sección  orto- 
gonal era  la  única  que  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  la  super- 
ficie, se  transformaba  en  línea  recta.  Por  consiguiente,  no  bastaba  en  el 
caso  presente  conocer  la  base  ABCD  del  cilindro,  para  estar  en  estado 
de  desarrollarle;  sino  que  es  preciso  conocer  la  sección  recta  (ahcd, 
a'&Vef),  y  aun  construir  el  abatimiento  aSy&  de  esta  curba,  con  el  objeto 
de  poder  medir  cada  uno  de  los  arcos  O/),  ^/¿,....  y  trasladar  sus  lonjitu- 
des  rectificadas  unas  a  continuación  de  otras,  sobre  una  misma  recta  (*)• 
De  este  modo,  suponiendo  que  se  abre  el  cilindro  a  lo  largo  de  la  arista 
AA'',  tomaremos  sobre  una  recta  indefinida  xy  las  distancias 


cc^X,=aA>  >l2f«2=/Í/^,  H«S2=F6,  6gi^2=6¿^,..-..; 

y  levantaremos,  en  seguida,  por  todos  los  puntos  de  división  perpendi- 
culares indefinidas  a  la  recta  xy,  estas  serán  (núm.  161)  las  posiciones  d('. 
las  jeneratrices  después  de  efectuado  el  desarrollo.  Para  hallar  en  se- 
gqida  la  curba  en  que  se  transforma,  por  esta  operación,  la  base  in- 
ferior ABCD,  será  preciso  tomar  sobre  estas  perpendiculares,  las  lonji- 
tudes  de  las  diversas  porciones  de  jeneratrices  comprehendidas  entre  es- 
ta base  y  la  sección  recta,  las  cuales  tienen  por  proyecciones  a 

(Aa,  AV),  (L/,  LT),  (Mm,  MW),-.. 

que  pueden  valuarse  por  el  procedimiento  del  núm.  17.  Pero  aun  aquí 
presentará  una  ventaja  sensible  el  método  del  núm.  238,  porque  nos 
dará  inmediatamente  por  valores  de  estas  lonjitudes,  las  siguientes  rec- 
tas abatidas 


(*)  Hemos  dicho  ya  que,  para  rectificar  un  arco  tal  como  el  a>í,  es 
preciso  emplear  una  abertura  de  compás  que  esté  contenida  cierto  núme- 
ro de  veces  en  este  arcOy  pero  qtie  sea  tan  pequeña  que  la  cuerda  que  di- 
cha  abertura  represente,  se  confunda  sensiblemente  con  el  arco  parcial 
que  subtenda  esta  cuerda  • 
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las  mismas  que  trasladaremos  sobre  el  desarrollo  a 

y  la  curba  AsL^Ms^sC^DgAs,  que  pase  por  el  estremo  de  estas  rectaSi  se- 
rá la  transfíTt'mada  de  la  base  ALMBCD  A* 

La  transformada  de  la  base  superior  jeneralmcnte  se  obtendría  to- 
mando sobre  las  perpendiculares  B,xy  y  por  la  parto 'superior  de  esta  lí^ 
uea,  distancias  iguales  a  las  porciones  de  jeueratrices  comprehendídas 
entre  la  sección  recta  y  la  curba  A'  L"M"B"....;  pero  en  el  caso  presente, 
en  que  las  dos  bases  son  paralelas,  son  también  constantes  las  lonjitudes 
totales  de  las  jeneratrices;  de  modo  que  bastará  valuar  la  magnitud  de 
una  sola  arista  (AA'^  A'A'^'),  cuya  magnitud  conocemos  ya  en  el  aba* 
timientoAAg  (fjg.  60),  y  en  seguida  trasladaremos  esta  magnitud  cons* 
tante  sobre  las  diversas  perpendiculares  a  zy^  partiendo  desde  los  puuh 
tos  A^,  L2,  M^,..*  De  este  modo  hallaremos  por  transformada  de  la  base 
superior,  una  curba  A4L4M4C4A5  idéntica  con  A2L2M2C2A3. 

244.  Observemos  ahora  que,  cuando  la  base  ABCD  del  cilindro  ea 
un-círculo,  como  sucede  en  el  depurado  que  presentamos,  y  también 
una  elipse  que  tenga  uno  de  sus  ejes  Wb  perpendicular  a  lasjeneratri^ 
ees,  la  sección  recta  ssrá  una  elipse,  cuyos  ejes  serán  (bd,  Vd^)  y  {acj 
a'c^).  Con  efecto,  como  el  plano  que  se  tirase  por  las  dos  aristas  BB"  y 
DD"  tendria,  por  hipótesis,  su  traza  horizontal  BD  paralela  a  PQ,  de- 
bería cortar  al  plano  PQR'  según  una  cuerda  (¿rf,  ¿W)  paralela  a  PQ; 
y  por  consiguiente,  esta  cnerda  seria  perpendicular  a  las  tanjentes  a  la 
curba  en  los  puntos  (i,  i')  y  {d,d^),  porque  estas  tanjentes  se  hallan  en 
los  planos  verticales  BB"  y  DD".  Y  así,  la  cuerda  horizontal  (bd,  Vd')  es 
necesariamente  un  diámetro lyrincipaly  o  un  eje  de  la  elipse  en  el  espa- 
cio, y  el  segundo  eje,  que  es  perpendicular  al  primero,  es  («r,  aV).  Pero 
es  preciso  observar  que,  estas  dos  rectas,  al  proyectarse  sobre  el  plano 
vertical,  no  permanecen  perpendiculares,  y  se  convierten  solamente  eii 
diámetros  conjugados  de  abcW;  en  tanto  que  continúan  siendo  los  ejes 
de  la  proyección  horizontal  abcd. 

Después  de  echa  esta  advertencia,  si  cuidadosamente  se  han  tomado 
los  puntos  G  y  M,  E  y  L,....  de  dos  en  dos  sobre  estas  paralelas  a  PCI, 
tendremos  que  la  sección  ortogonal  abatida  según  oclydy  estará  dividí- 
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da  por  las  jeneratrices  en  arcos  iguales  y  simétricamente  colocados  de 
cuatro  en  cuatro;  de  modo  que  para  rectificar  esta  curba,  será  sufícien- 
te  que  solo  se  midan  los  tres  arcos  a^l,  ^,  y  f^S?  y  trasladar  estas  lonji- 
tudes  cuatro  veces  seguidas  sobre  xy,  pero  trastornando  en  cada  serie 
el  orden  de  estos  arcos.  De  este  modelas  lonjitudes  de  las  porciones  de 
jeneratrices  nos  presentarán  relaciones  análogas,  que  nos  dispensarán 
no  hacer  uso  sino  de  la  primera  mitad  de  estas  rectas, 

245.  Para  obtener  la  tanjente  de  la  transformada,  que  no  es  otra  co-  nc  60 
sa  que  la  misma  en  que  se  convierte  la  tanjente  primitiva  TM  de  la  ba-    ^     * 
se  del  cilindro,  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  esta  superficie,  es 
preciso  recordemos  (núm.  162)  que,  en  esta  operación,   el  triángulo 
proyectado  sobre  MmT  permanece  invariable.  Pero  este  triángulo  es 
rectángulo  en  el  punto (m,  m');  uno  de  los  lados  proyectados  sobre  Mm 

está  ya  trasladado.en  el  desarrollo  a  f^M^:  el  segundo  lado  Tm  tiene  por 
verdaderff  lonjitud  aTfz,  que  es  su  abatimiento:  luego  si  tomamos  sobre 
xy  la  distancia  f¿jT2^=/iT,  y  tiramos  la  hipotenusa  T2M2,  esta  recta  será 
la  tanjente  en  el  punto  M^  de  la  transformada. 

Supuesto  que  según  acabamos  de  decir  respecto  a  un  punto  cualquie- 
ra, permanece  el  mismo  el  ángulo  TJ^ji^  formado  por  una  tanjente  y  la 
arista  correspondiente,  antea  y  después  del  desarrollo,  sígnese  que  en 
los  puntos  As,  G2,  A3,  deberá  la  transformada  cortar  a  las  jeneratrices 
formando  á/i^u/^sr^cíos;  porque  sobre  el  cilindro  primitivo,  la  tanjente 
en  los  puntos  A  y  C  de  la  baso,  eran  evidentemente  perpendiculares  a 
las  jeneratrices  correspondientes. 

Problema  4.  Dados  que  sean  un  cono  recto  y  un  2ylano,  hallar:  1,  ® 
las  proyecciones  de  su  intersección;  2.^  el  abatimiento  de  esta  curba; 
3.  ®  el  desarrollo  del  cono  y  la  transformada  de  la  intersección^  así  co- 
mo también  las  tanjentes  a  estas  curbas, 

246.  Como  un  cono  recto  es  una  superficie  de  revolución  enjondra- 
da  por  una  recta  que  encuentra  al  eje,  toda  sección  perpendicular  a  es- 
ta ultima  línea  será  un  círculo  ACBD,  que  miraremos  como  la  directriz 
o  la  base  del  cono,  y  cuyo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de 
proyección.  Si  el  cúspide  está  proyectado  en  (S,  S'),  tendremos  que  el 
contorno  aparente  del  cono  sobre  el  plano  vertical,  estará  formado  (num. 
106)  por  las  dos  jeneratrices  S'A'  y  S'B',  que  corresponden  a  los  planos 
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taii)eiites  AA'S^  y  BB'S\  perpcRdicnhires  alplftno  vertical;  y  bí  ademas 
•  admitimos,  para  símpUAcar  un  poco  las  operackmed  ^áficaB,<qiie  Be  Ira 
elejido  este  de  modo  que  sea  perpendicurlao*  al  plano  secaoiei  est-e  último 
tettdrá  por  trazas  líneas  tales  como  la  PQy  QR'. 

247.  Bentado  esto»  cortemos  al  plano  PQR  y  al  cono  con  planm 
ausiliares  que  todos  pasen  por  d  cúspide  (S,  S^),  y  que  sean  ademas  per- 
pendiculares al  plano  rertical.  Uno  de  estos  planos  ansiUares  tendrá 
por  trazas  a  una  recta  tal  como  S'F\  tirada  pcnr  el  punto  8'  en  una  dírec- 
<:ion  arbitraria,  y  a  otra  recta  ¥^K¥  perpendicnhnra  la  línea  de  tierra.  ¥ 
como  esta  úkrma  traza  encnenftra  a  la  base  AOBD  del  cono  en  don  pun- 
tos F  y  K,  concluimos  de  aqní  que  las  jeneratrices  &F  y  BK  son  faiv 
seccioufis  de  la  superficie  con  el  plano  ansílíar  8*F'F;  pero  icomo  este 
mismo  certa  al  plano  PQR\  según  una ''reda  que  precisamente  ea  per- 
pendicorlar  al(plaf)o  vertical,  y  «stá  ^proyectada  en(M%  XNM),  sigúese 
qne  b1  encuentro  de  esta  recta  ^con  las  dos  jeneratrices  -nm  dar&,  «obre 
el  plano  iiorizontal,  dos  puntos M  y  N  de  la  curba  pedida,  los  cualcNi  es- 
tarán poyectados  verticalmente  en  M\ 

Repitiendo  esta  misma  consiracoion  con  todos  los  dema»  planos 
9UB¡liareB, obtendrémosipuntos  de  la  intemeccion  en  tanto  númerocoaB- 
to  queramos;  pero  para  la  operación  ulterior  del  desarroHo,  «era  muí 
iitil  que  hagamos  pasar  las  trazas  horÍ!zaiiítaleB  de  los.planos  ansiliaree 
porpnntos  como  los  A^'E,  F,  C,....  que  dividan  al  círculo  en  arcos  igna- 
les.  Entre  estos  planos  ise  hallan  los  planos  taifjentes  AA'S'  y  (BB'B',  ca- 
da uno  de  los  cuales  nos  producirá  un  punto  «olo  (G,  G')  o  (iiH'):  estos 
son  los  dos  véntices  de  la  intersección,  porque  vemos  fácilmente  que  la 
recta  (GH,  G'H'),  divide  en  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  para- 
lelas aMN,  y  forma  ángulos  rectos  con  todas  ellas;  de  modo  que^sta 
recta  es  un  eje  de  la  sección  cónica.  Esta  curba,  que  en  él  ejemplo  pre- 
sente es  una  elipse,  tiene  por  proyecciones  a  GLMHN  y  G^H\ 
FiG.  63.  248.  El  método  precedente  no  tíos  podrá  servir  para  Imllar  Ios-pun- 
tos de  la  intersección,  situados  sobre  las  dos  aristas  SC  y  8(D,'que  se 
proyectan  verticalmente  según  el  eje  del  cono;  porque  en  este  caso,  h» 
secciones  ausiliares  echas  en  esta  superficie  y  enel  plano  PQR^  se  con- 
fundirán todas  en  el  plano  horizontal  con  la  recta  CSD.  Pero,  si  tíramoB 
por  el  punto  T  wxvplano  secante  horizontal ,  e&ie  cortará  al  cono  segnn 
un  círculo,  cuyo  radío  iscrá  rVsSY,  y  «1  plano  dado  según  una  recDa 
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(l\  GD);  por  consiguiente,  el  encuentro  de  esta  línea  con  el  círculo,  cuyo 
radio  es  SV  Bobre  el  plano  horizontal,  nos  dará  los  dos  puntos  pedidos 

lyJ. 

Podríamos  también  haber  empleado  este  segundo  procedimiento  para 
hallar  los  otros  puntos  de  intersección  del  cono  con  el  plano  PQR';  que 
ademas,  pudiera  servirnos  para  verificar  la  posición  de  los  puntos  en  que, 
siguiendo  el  primer  método,  tiene  lugar  el  encuentro  de  las  aristas  y  de 
las  rectas  que  forman  un  ángulo  mui  agudo. 

249.  La  tanjente  en  un  punto  cualquiera  de  la  curba  es  (núm.  213) 
la  intersección  del  plano  PQR'  con  el  plano  tanjente  al  cono  al  largo 
de  la  arista  SM F.  Pero  como  este  ultimo  tiene  por  traza  horizontal  la 
tanjente  FT  a  la  base  ACBD;  así  es  que  el  punto  T,  en  que  so  cortan 
las  rectas  FT  y  PQ,  es  un  punto  de  la  tanjente  que  buscamos,  y  este  mis- 
mo punto  es  también  su  traza  horizontal;  luego,  por  último,  esta  tan- 
jente es  la  recta  (TM,QM'). 

250.  Abatimiento.  Hagamos  jirar  el  plano  PQR'  al  rededor  de  su 
traza  QR',  para  abatirlo  sobre  el  plano  vertical.  En  este  movimiento, 
la  recta  (MNX,  M'),  que  evidentemente  es  perpendicular  a  la  chamela, 
permanecerá  formando  ángulo  recto  con  este  eje  de  rotación,  y  tomará 
la  posición  ATm;  luego,  tomando  sobre  esta  ultima  línea,  las  distancias 

M'm=XM;  M'/i=XN, 

obtendremos  para  los  abatimientos  de  M  y  N  los  puntos  m  y  n.  Todos 
¡os  demás  puntos  se  hallarán  del  mismo  modo,  y  la  verdadera  magnitud 
de  la  sección  será  glmihn. 

CoiDO  resultado  de  las  mismas  consideraciones,  veremos  claramente 
que,  el  pie  T  de  la  tanjente  TM  se  trasporta  a  una  distancia  Q<=QT, 
sobre  una  perpendicular  a  la  charnela  QR';  y  así,  uniendo  los  puntos 
¿  y  m,  tendremos  la  recta  tm^  que  deberá  tocar  en  m  a  la  curba  abatida 
glmk. 

951.  Desarrollo.  Sabemos  (núm.  170)  que  cualqiera  superficie  cónica  fig.63* 
es  de8arollable,y  que  en  esta  transformación,  Jas  jeneratrices  o  cnalesquie- 
ra  partes  de  estas  rectas,  no  varían  de  lonjitud.  Luego,  en  el  caso  presente, 
en  que  el  cono  es  recto,  las  aristas  comprehendidaa  desde  la  cúspide 
hasta  la  base  son  todas  iguales,  es  evidente  que  los  estreñios  de  estas  rec- 
tas se  hallarán  situados,  después  del  desarrollo,  sobre  una  circunferencia 

20 
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círculo  que  tendrá  por  centro  a  la  cúspide  del  cono,  y  enyo  radio  será  igual 
a  S'A'.  Y  así,  elijamos  sobre  el  plano  en  que  se  quiere  ejecutar  el  de- 
sarollo,  un  punto  arbitrario  S";  y  con  un  radio  S"A"=S'A',  describamos 
un  círculo,  sobre  el  cual  tomaremos  un  arco  A''B"A"',  que  sea  una  frac- 
ción de  la  circunferencia  total,  espresada  por  la  razón  de  SA  a  S'A';  y 
en  seguida   tiremos  el  radio  A"'S";  echo  esto,  el  sector  S^'A^B^A**^ 
representará  exactamente  la  napa  inferior  del  cono  desarrollado  sobre* 
el  plano  que  hemos  elejido^  En  cnanto  a  la  napa  superior,  haremos 
abstracción  de  ella,  porque  el  plano  FQR'  no  la  encuentra;  pero  en  otro 
ejemplo,  veremos  lo  que  es  preciso  hacer  respecto  a  esta  segunda  napa. 
252.     Para  obtener  ahora  la  transformada  de  la  intersección  (GLMH^ 
G'H^),  suponiendo  que  se  ha  abierto  el  cono  a  lo  largo  de  la  arista 
(SA,  S'A),  tomamos  sobre  la  circunferencia  A''B"A"*,  que  es  la  trans- 
formada misma  de  la  base  ACBD,  arcos  tales  (*)  como 

A"E"=AE,  E"F"=EF,  F"C"=FC, 

en  seguida,  tiremos  los  radios  S"E",  S"F", sobre  los  cuales  sera 

preciso  tomar  lonjitudes  respectivamente  iguales  a  las  ¡Porciones  de  je- 
neratrices,  comprehendidas  entre  la  cúspide  y  los  diversos  puntos  de  la 
curba  (GMH,  G'H).  Pero  si  se  considera  el  punto  (M,  M'),  por  ejemplo,. 
situado  sobre  la  jeneratriz  (SF,  S'F*),  y  hacemos  jirar  esta  recta  al  fe- 

■ 

(*J  En  el  caso  presente  no  se  trata  precisamente  de  rectificar  los 
arcos  AEj  EF,  sino  de  cambiarlos  en  arcos  de  radio  diferente  y  de  la 
misma  Ion jitud  absoluta  que  los  arcos  primitivos.  Pero  si  empleamos^ 
aberturas  de  compás  i^'opias para  representar  cuerdas  que  sensiblemente 
ac  confundan  con  los  arcos  parciales  que  subtenden  en  el  círculo  ACBD, 
y  trasladamos  en  siguida  estas  aberturas  de  compás  colocándolas  sobre 
la  circunferencia  A'^B^^A'^\  nos  aproximaremos  todavía  mas  a  la  verdad 
que  si  las  colocásemos  sobre  una  línea  recta\  por  .consiguiente  j  el  procedí-* 
miento  es  el  mismo  que  el  empleado  para  rectificar  los  arcos  AE,  J5JP,,... 
>SV'w  embargo,  en  el  caso  actual,  operaremos  con  mas  exactitud  y  facilidad, 
si,  como  lo  /temos  recomendado,  se  tuviese  cuidado  de  tomar  los  puntos  A,. 
E,  F,...,  a  igual  distancia  sobre  la  base  circular,  porqe  entonces  bastaría 
dividir  al  arco  total  -4''JS"-4"  en  tantas  partes  iguales  cuantas  hubiese 
en  el  círcu  lo  A  CBD. 
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dedor  del  eje,  hasta  que  llegué  a  ser  paralela  al  plano  vertical,  es  evi- 
dente que  irá  a  comcídir  con  la  arista  (SA,  S'A'),  en  tanto  que  el  punto 
M'  permanecerá  sobre  una  horizontal,  y  se  transportará  a  fz;  luego  en- 
tonces S'/i  será  la  verdadera  lonjitud  de  la  recta  primitiva  (SM,  S'M'). 
Y  así,  después  de  haber  tirado  por  todos  ios  puntos  S',  M\.*..  horizon- 
tales, será  preciso  tomar  sobre  los  radios  del  desarrollo  las  distancias 

S"G"=S'G^  S"L"=S'^,  S"M"=S'f/.  S"r'=ST', 

y  la  curba  G"L"M"rirN"G'"  será  la  transformada  de.  la  sección  hecha 
en  el  cono  por  el  plano  dado  PQR'. 

253.  Esta  transformada,  considerada  en  áí  misma,  no  se  terminarla 
bruscamente  en  los  jpuntos  G"  y  G"',  sino  que  se  prolongaria  presentan- 
do una  infinidad  de  ramas  iguales  a  G*'H"G"',  lasque  no  obstante  con- 
cluirian  por  coincidir  exactemente,  siempre  que  la  razón  del  apotema 
S'A'  al  radio  SA  de  la  base  sea  un  número  comensurable;  esto  mismo 
nos  lo  da  a  conocer,  bien  claramente,  la  cquacion  de  esta  curba,  en  la 
cual  entra, una  función  circular  y  periódica  (*).  Para  persuadirnos  siu- 


(*)  Para  obtener  esa  equacion  en  coordenadas  polares,  representemos  fic.  63. 
por  Ry  h  y  1,  el  radio  de  La  base,  la  altura  y  la  apotema  del  cono;  sean 
adeniask=r  Y  la  altura  del  punto  (Í',  S),  en  que  d  plano  FQR  corta 
al  eje^  ytá  el  ángulo  de  este  plano  con  el  horizonte  :  finalnente  llamemos 
p  ala  distancia  de  la  cúspide  a  un  punto  cualquiera  (M,  M')  de  la  curba, 
y  a  al  ángulo  A8F,  es  decir,  al  arco  que  mide  a  este  ángulo  en  un  círcu- 
lo cuyo  radio  es  la  unidad:  de  aquí  resulta  qe  el  arco  AFz^Ea.  Con  estos 
datos  nos  será  mui  fácil  formar  las  eqiuiciones  del  plano  y  de  la  recta 
(SF,  S'F'),  y  hallar,  en  seguida,  la  distancia  que  hai  desde  la  cúspide  a 
su  punto  de  encuentro,  cuya  distancia  la  igualaremos  a  p\  pero  podemos 
conseguir  esto  mismo  con  mas  brevedad  del  modo  siguierte  : 

En  el  triángulo  formado  por  el  eje  del  cono  con  la  jcneratriz  (SF, 
S'F),  en  la  cual  se  halla  situado  el  punto  (M,  M')  y  cuya  altura  la  lla- 
maremos z,  tendremos  evidentemente  que 

h  :  h^ — z  ::  1  :  p; 

enseguida,  ea  el  triágulo  S'F  Y  que  es  la  proyección  vertical  del  prevé- 

•  or      k— z 

dente,  y  en  el  cuales  la  recta  :WO:=z -. — = — ^ — ,  hallaremos  que 

tanj.do      tanj.dü  ^ 
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téticamente  de  esta  circunstancia,  no  hat  mas  qne  imajinamos  que  el 
cono  está  envuelto  poruña  superficie  flexible  que  le  ha  dado  un  número 
infinito  de  vueltas;  en  este  caso,  como  a  todas  las  napas  snperpneetas 
las  ha  cortado  simultáneamente  el  plano  PQR',  al  desarrollarse  estas 
de  encima  del  cono,  producirán  una  infinidad  de  ramas  idénticas  qne  se 
construirán  gráficamente  continuado  sobreponiendo  a  la  circunferencia 

A"B"A"',  y  al  otro  lado  del  punto  A'",  arcos  iguales  a  AE,  EF,  FC, 

con  radios  vectores  iguales  a  los  ya  empleeulos. 

254.  En  cuanto  a  la  tanjente  a  la  transformada  en  el  punto  M"^  es 
preciso  recordemos  (núm.  170)  que  esta  recta  debe  ahora  formar  con 
S'T"  el  mismo  ángulo  que  formaba  primitivamente  la  tanjente  (MT» 
M'Q)  con  esta  jeneratriz;  y  como  esto  mismo  es  también  cierto  res^ 


h  :  h — z  ::  R  eos  a  : ; ; 

tanj.ci) 

si  en  seguida  eliminamos  a  z  entre  las  equaciones  que  nos  dan  €$tas  do^ 
proposiciones^  nos  resultará 

^     h — R  tanj .  w.  eos  a ' 

Este  resultado  contiene  dos  variables  p  y  a,  de  las  cuales  la  primera 
conserva  la  misma  magnitud  sobre  el  desarrollo  del  cono;  pero  en  este  ca- 
so el  ángulo  a  está  reemplazado  por  el  Gr"iSf"J/"=9,  que  corresponde  en 
el  circulo  de  radio  1,  a  un  arco  A^F*\  cuya  lonjitud  absoluta  iguala  a 
la  del  arco  AFen  el  círculo  cuyo  radio  esR;  por  consiguiente,  tendremos 
la  relación  Ra=lG,  por  medio  de  la  cual  podremos  eliminar  a  adela 
equacion  precedente,  que  finalmente  es 

^~  19 

h— R  tanj .  cu.  eos  ~. 

Esta  equacioUy  cuya  discusión  dejamos  al  lector,  representará  siempre 
a  la  transformada,  ya  sea  que  la  intersección  primitiva  sea  una  elipse^, 
una  parábola  o  una  hipérbola,  advirtiendo  que  si  tú  varia  al  mismo  tiem- 
po que  k  permanece  constante,  tendremos  para  estos  tres  j eneros,  que 

R  tanj.  oa<  h,  o=h,  o  finalmente  >  h. 
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pecto  a  la  tanjente  FT  a  la  base,  sigúese  de  aquí  que  el  triángulo  rectán- 
gulo proyectado  sobre  MFT  permanecerá  de  forma  invariable  cuando  se 
desarrolle  el  cono.  Y  como  uno  de  los  lados  de  este  triángulo  está  ja  es- 
presado en  el  desarrollo  por  M'T",  sigúese  que  si  le  levantamos  una 
perpendicular  F"T"=FT,  y  tiramos  la  recta  T"M",  esta  línea  deberá 
tocar  a  la  transformada  en  el  punto  M". 

También  resulta  del  principio  que  acabamos  de  citar,  que  la  curba 
debe  cortar  formando  ángulo  recto,  a  los  radios  vectores  correspondien- 
tes que  pasan  por  los  puntos  G*',  H"  y  G'";  porque  en  lospuntos  primiti- 
vos (G,  G')  y  (H,  H')  eran  las  tanjentes  de  la  intersección  evidentemente 
perpendiculares  a  lajeneratriz  del  cono. 

255.  Caso  en  que  la  sección  cónica  es  una  hipérbola.  Sea  siempre  pig.  64. 
ACBD  la  base  del  cono  recto,  y  A'S'i',  B'8V,  las  aristas  que  forman  el 
contorno  aparente  de  esta  superficie  en  el  plano  vertical;  en  este  caso 
consideramos  las  dos  napas,  suponiéndolas  terminadas  en  dos  secciones 
horizontales  A'B',  a'¿',  que  disten  igualmente  de  la  cúspide,  y  que  por 
consiguiente  produzcan  dos  círculos  que  ambos  se  proyecten  sobre 
ACBD.  En  cuanto  al  plano  secante,  dispongámosle  de  modo  que  corte 

las  dos  napas  del  cono;  suponiendo  siempre  que  el  plano  vertical  le  es 
perpendicular,  sus  trazas  serán  R'Q  y  QP. 

256.  Podria  efectuarse  la  construcción  de  la  curba  de  intersección 
como  en  el  otro  caso,  por  medio  de  planos  ausiliares  tirados  por  la  cus- 
pide  perpendicularménte  al  plano  vertical;  pero  en  razón  a  la  gran  obli^^ 
cuidad  que  en  el  caso  presente  tienen  las  secciones  rectilíneas,  será  mas 
exacto  valerse  de  los  planos  horizontales.  Según  esto,  sea  fí'y*  uno  de 
estos  planos;  este  cortará  al  cono  según  un  círculo  que  se  proyectará  en 
fcMy,  y  al  plano  dado  según  una  recta  (M',  XNM);  por  consiguiente, 
los  puntos  M  y  N,  comunes  a  estas  dos  secciones  sobre  el  plano  hori- 
zontal, pertenecerán  a  la  curba  pedida,  y  así  una  de  sus  ramas  es 
(PMGNI,QG'). 

íiñ,  otra  rama  (RLHKV,  H'R')  se  construirá  del  mismo  modo;  y  po- 
dremos emplear  una  sección  (í'yl'=ji'y',  que  nos  dará  dos  puntos  (L,  L') 
y  (K',  L'),  proyectados  también  sobre  el  círculo  fíMy.  No  repetiremos 
aquí  lo  que  ya  hemos  dicho  en  el  problema  precedente,  sobre  los  vérti- 
ces y  la  construcción  de  la  tanjente;  pero  vamos  a  tratar  de  una  indaga- 
ción peculiar  al  caso  presente. 
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257.     Cuando  una  cnrba  admite  una  rama  infínitai  y  retiramos^  sobre 
ella,  cada  vez  mas  el  punto  de  contacto  de  una  tanjente,  esta  recta  varia 
de  situación,  y  algunas  veces  se  transporta  toda  ella  al  infinito,  al  mist* 
mo  tiempo  que  el  punto  de   contacto;   esto  precisamente  es  lo  que  noa 
presenta  la  parábola  de  segundo  grado;  pero  en  otros  casos,  sucede  que 
esta  tanjente  variable  permanece  siempre  del  lado  de  acá  de  cierto  lími- 
te al  cual  no  llega  sino  cuando  el  punto  de  contacto  está  a  una  distancia 
infinita.  En  este  caso  se  da  el  nombre  asíntota  al  límite  de  las  posicio- 
nes de  la  tanjente;  esta  propiedad  la  enunciamos  de  un  modo  abrevia* 
do,  diciendo  que  la  asíntota  de  una  curba  es  la  tanjente  a  un  pu^to  d^ 
contacto  infinitamente  distante. 
FjG.  64.      258.     En  virtud  de  esto,  propongámonos  construir  las  asíntotas  de 
la  sección  dada  al  cono  con  el  plano  PQR\  El  punto  de  contacto  de 
una  tanjente  de  esta  especie,  debe  estar  a  una  distancia  infinita,  y  por 
consiguiente,  estará  indispensablemente  situado  sobre  i/na  j^n^ratm 
paralela  al  plano  secante;  si  tiramos  por  la  cúspide,  y  paralelamente  a 
PQR\un  plano  SVa  que  corte  al  cono  según  las  rectas  Sa,  Sg;  estaip 
dos  aristas  serán  las  que  contienen  los  puntos  de  contacto  de  las  asín^ 
totas.  Consideremos  la  primera  y  recordémonos  deque  el  plano  que  to-r 
ca  al  cono  en  toda  la  lonjitud  de  la  jeneratriz  Sa,  por  mas  prolongada 
que  esté,  tiene  por  traza  horizontal  a  la  tanjente  ad  de  la  base;  luego  la 
asíntota,  que  debe  ser  (núm.  213)  la  intersección  de  este  plano  tanjente 
con  el  plano  PQR',  pasara  por  el  punto  6  en  que  se  encuentran  sus 
trazas;  y  será  precisamente  la  recta  0a>  paralela  a  Sa,  porque  estos  pla- 
nos son  ambos  paralelos  a  esta  jeneratriz. 

Del  mismo  modo  construiremos  la  otra  asíntota  c^oj,  que  será  paralela 
a  la  arista  SS;  y  las  dos  asíntotas  deberán  cortarse  en  un  punto  w,  que 
precisamente  estará  situado  en  medio  del  eje  real  GH,  es  decir,  en  el 
centro  de  la  curba. 

259.  Si  aplicamos  el  método  precedente  al  caso  de  una  sección  pa- 
rabólicüy  para  la  cual  se  requiere  que  el  plano  PQR'  tenga  su  traza 
vertical  paralela  a  S'A',  hallaremos  que  las  dos  aristas  Say  Sg  se 
confundirán  con  SA;  de  modo  que  siendo  esta  última  recta  la  única 
jeneratriz  del  cono  que  es  paralela  al  plano  secante  PQR',  la  sección 
tendrá  también  una  rama  infinita;  pero  esta  no  admitirá  asíntotas, 
porque  el  plano  PQR'  y  el  plano  tanjente  al  largo  de  SA,  que  deberian 
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dar  esta  tanjente  por  medio  de  su  intersección,  son  evidentemente  pa- 
ralelos entre  sí, 

260.  Abatimiento.  Esta  operación  se  efectuará  como  en  el  númi  250, 
tomando  sobre  cada  recta  M'm,  perpendicular  a  la  traza  vertical  QR', 
las  distancias  M'OT=XMy  M'w=XN.  En  cuanto  a  las  asíntotas,  trasla- 
daremos de  un  modo  semejante  sus  pies  9  y  ^  a  O'  y  ?f ';  y  en  seguida 
uniremos  estos  últimos  puntos  con  el  centro  (w,  cd'),  que  está  abati- 
do en  (tí\ 

261.  Desarrollo.  Según  los  principios  que  hemos  recordado  en   el  fic.64 
núm.  251,  será  preciso  describrir  desde  un  punto  arbitrario  S",  y  con  un 
radio  igual  al  apotema  S'A\  un  círculo,  y  sobre  este  tomaremos  un  arco 
B''A"B"'  que  esté  con  la  circunferencia  total,  en  la  razón  de  SA  con  S'A'; 

y  el  sector  S"B"A"B"'  representará  el  desarrollo  de  la  napa  inferior  del 
cono,  suponiendo  que.  se  ha  abierto  esta  superficie  al  largo  de  la  arista 
(BSA,  B'SV).  Pero  como  la  napa  superior  se  desarrolla  al  mismo 
tiempo  que  la  primera,  y  por  un  movimiento  contrario  al  rededor  de 
la  cúspide,  que  podremos  considerar  como  inmóvil,  esta  segunda  napa 
aplanada  vendrá  a  ocupar  un  sector  S"a"6'V"  igual  al  precedente,  cu- 
yos radios  estremos  serán  las  prolongaciones  de  S"B"  y  de  S"B"\  Para 
hacer  mas  sensible  la  distinción  de  estos  dos  sectores,  hemos  supuesto 
que  la  napa  superior  se  terminaba  en  un  círculo  ajb^a^,  de  un  radió  im 
poco  menor  que  el  S'^B",  y  hemos  puntuado  las  partes  del  sector  infe- 
rior que  están  cubiertas  por  el  otro;  sin  embargo,  para  efectuar  las 
construcciones  de  que  vamos  a  hablar,  será  preciso  que  operemos  siem* 
pre  sobre  el  tírenlo  primitivo  B"A"B'"6". 

262.  Sentado  esto,  tomaremos  sobre  el  radio  S"A"  que  divide  en 
dos  partes  iguales  al  •primer  sector,  la  distancia  S"G"=S'G',y  el  punto 
G"  será  la  posición  de  la  cúspide  (G',  G').  Tiraremos  en  seguida  por  un 
punto  cualquiera  (M,  M')  de  la  curba  la  jeneratriz  SMF,  cuya  posición 
S"F"  sobre  el  desarrollo,  la  obstendrémos  tomando  el  arco  A''F*=  AF; 
y  como  la  verdadera  distancia  que  hai  desde  la  cúspide  al  punto  (M,  M' 
es  igual  a  S'f¿'  (núm.  252),si  tomamos  una  lonjitud  S"M"=Sy,  el  pun- 
to M^'  será  la  posición  actual  de  (M,  M').  Los  otros  puntos  se  determi- 
narán de  un  modo  enteramente  semejante,  y  la  transformada  de  la 
rama  inferior  de  la  sección  cónica  será  P"M"G"N'T'. 

En  cuanto  a  la  otra  rama,  estará  dividida  en  dos  partes  separadas. 
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porque  el  vértice  (H,  H')  estaba  colocado  sobre  la  jeneratriz  B'S'a\ 
según  la  cual  se  ha  abierto  el  cono,  y  está  arista  se  ha  transportado  par 
una  parte  aS"a"  y  por  la  otra  a  S'V".  Por  consiguiente,  tomarémofl  so- 
bre estas  últimas  rectas  dos  distancias  S"H"  y  S"H"*  iguales  a  S'H',y  los 
puntos  H''  y  H'^'  serán  en  la  actualidad  las  posiciones  del  vértice  H\  Ti- 
raremos en  seguida  por  un  punto  cualquiera  (L,  L^)  de  esta  rama  la  je- 
neratriz SLC,  cuya  posición  S'^C"  en  el  desarrollo,  se  hallará  tomando 
el  arco  a"C"=AC;  y  sobre  el  radio  S^'C",  no  habrá,  por  último^  mas  que 
tomar  la  lonjitud  S''L"=:=SU^  que  es  la  verdadera  distancia  que  hai  des- 
de la  cúspide  al  punto  (L,  L').  Por  medio  de  operaciones  análogas^  ha- 
llaremos que  la  sección  dada  en  la  napa  superior  del  cono,  tiene  por 
transformada  a  las  dos  ramas  H"L"R''  y  H'"K"V",  a  las  cuales  deben 
cortar,  formando  ángulo  recto,  los  radios  S'V"  y  S*V". 
FIG.64      263.     Tratemos  ahora  de  volver  a  hallar  las  asíntotas  y  observemos 
^  ^^*  con  cuidado   que  no  estando  situadas  estas   rectas  sobre  la  superficie 
misma  del  cono,  sino  en  los  planos  que  la  tocan  al  largo  de  las  jeneratri- 
ces  Sa  y  Sg,  conservarán  sus  posiciones  primitivas  con  respecto  a  estas 
aristas,  al  rededor  de  las  que  no  hacen  sino  jirar  los  planos  tanjentea, 
cuando  se  desarrolla  la  superficie.  Por  consiguiente,  principiemos  por 
determinar  estas  aristas  en  el  desarrollo,  tomando  para  ello  los  ar9os 
A"a"=Aa,  A"S' =A6,  y  tirando  los  radios  S"a"  y  S"g";  tomaremos  en 
seguida   sobre  las  tanjentes   en   los   puntos   a '   y  6''  las  distancias 
a"6"=a0,  6"cp"=gcp,  y  las  rectas  D"0,  cp"0,  respectivamente  paralelas 
a  las  jeneratrices  S"a"  y  S"6",    serán  en  la  actualidad  las  posiciones 
de  las  asíntotas  primitivas. 

El  punto  O,  en  que  estas  rectas  se  cortan,  debe  hallarse  sobre  el  radio 
S'' A"  a  causa  de  la  simetría  de  las  construcciones  precedentes,  efectua- 
das a  derecha  e  izquierda  de  este  radio;  pero  es  preciso  que  no  crea- 
mos que  este  punto  O  es  el  mismo  que  la  intersección  u>  de  las  asínto- 
tas primitivas,  porque  estas  rectas  han  cambiado  de  posición  con  res- 
pecto una  de  otra. 

Sin  embargo,  las  líneas  C"0  y  cp^O  deben  ser  asíntotas  relativamen- 
te a  las  diversas  ramas  de  la  transformada.  Con  efecto,  como  la  forma 
de  esta  curba  debe  ser  siempre  la  misma,  sea  cual  fuere  el  plano  sobre 
que  se  desarrolle  el  cono,  podremos  concebir  que  este  desarrollo  se  ha 
efectuado  sobre  el  plano  que  toca  al  cono  al  largo  de  la  arista  Sa;  en 
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cuyo  caso  la  asíntota  Qw  qae  se  halla  en  este  plano  ha  debido  permane- 
cer inmóvil,  lo  mismo  que  el  elemento  inñnitamente  dístame,  qne  tenia 
común  con  la  hipérbola;  y  como  este  elemento  es  aun  coman  a  la  recta 
6^'0  y  a  la  transformada,  sígnese  que  esta  recta  es  una  asíntota  de 
la  rama  G''M''F\  Haremos  el  mismo  raciocinio  respecto  a  las  otras  ra- 
mas; o  mas  bien,  este  resultado  no  es  sino  una  consecuencia  de  lo  mismo 
que  hemos  demostrado  respecto  a  una  tanjente  cualquiera  (núm.  170. 

264.  Sobre  el  punto  de  inflexión.  En  la  ñg.  65>  la  rama  de  curba 
ÍPL^H'',  que  principia  por  volver  su  concavidad  acia  la  asíntota,  con- 
cluirá precisamente  por  presentar  su  convexidad  a  esta  especie  de  tan- 
jente; por  consiguiente,  debe  haber  en  ella.nn  punto  de  inflexión,  y  es  mui 
importante  poder  señalar  el  sitio  en  que  tíene  lugar  esta  notable  circuns- 
tancia. Conseguiremos  esto,  apoyándonos  en  el  lema  siguiente  de  fácil 
demostración:  Siempre  que  una  recta  es  oblicua  a  un  plano,  el  ángulo 
agudo  que  forma  con  su  proyección  ortogonal  sobre  este  plano,  ed  el 
mínimo  de  todos  los  que  esta  recta  forma  con  las  diferentes  líneas  tra- 
zadas por  su  pie  en  este  mismo  plano;  y  el  máximo  de  estos  áugulos  es 
el  que  la  misma  recta  forma  con  la  prolongación  de  su  proyección. 

Sentado  esto,  sea  PQR  el  plano  secante  y  ABMDEF  la  sección  que 
este  traza  en  el  cono  cuya  base  puede  ser  una  cnrba  cualquiera;  sí  desde 
la  cúspide  S  bajamos  la  perpendicular  ST  al  plano  secante,  y  tiramos  por 
su  pie  T  la  tanjente  TMD  a  la  sección,  decimos  que  en  el  punto  de  con- 
tacto M  se  orijinará  una  inflexión  en  la  transformada  de  la  curba 
ABMDEF.  Con  efecto,  dividamos  a  esta  en  elementos^  y  figurémonos 
que  se  ha  ejecutado  el  desarrollo  del  cono  sobre  el  plano  tanjente  STMP. 
En  este  caso,  el  ángulo  SMT,  que  es  mínimo  respecto  a  la  jeneratriz 
8M,  será  menor  que  el  SMB,  y  por  consiguiente,  el  lado  MB  tomata, 
después  del  desarrollo,  una  posición  MB'  colocada  mas  abajo  de  MT. 
En  seguida  de  esto,  y  respecto  a  la  )eneratriz  SD,  el  ángulo  máximo 
SDF  será  mayor  que  SDE;  luego,  después  del  desarrollo,  el  lado  DE 
ocupará  una  posición  DE'  situada  encima  de  DP.  Por  consiguiente,  la 
transformada  A'B'MDE'F'  presentará  claramente  una  inflexión  respecto 
a  su  tanjente  en  M,  que  es  prolongación  del  elemento  MD. 

Y  así,  en  el  depurado  64,  bajaremos  sobre  el  plano  secante  PQR'  la 
perpendicular  S'TV  que  prolongaremos  hasta  que  se  encuentre  con  el 
plano  a^b'  déla  base  circular;  y  tirando  por  este  punto  de  encuentro  una 
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tanjente  a  esta  circunferencia»  obtendremos  la  jeneratriz  del  cono  sobre 
qne  está  situado  el  punto  de  inflexión,  lo  que  es  mui  suficiente'  para 
hallar  la  posición  exacta  de  este  punto  en  el  desarrollo  de  la  fig.  65.  £1 
mismo  método  se  aplicará  también  al  depurado  63,  en  que  la  transforma» 
da  presenta  también  una  inflexión;  pero  no  existirá  este  punto  nngulatf 
si  el  pié  de  la  perpendicular  bajada  de  la  cúspide  S^  cae  en  el  interior 
de  la  sección  elíptica. 

Problema  5.  Hallar  la  intersección  de  un  cono  cualquiera  con  un 
plano,  el  desarrollo  de  la  superficie  y  la  transformada  de  la  interseccioum 

265.  Sea  cual  fuere  el  cono  de  que  tratamos  (supondremos  conocida 
en  él  la  traza  horizontal,  porque  ya  sabemos  construirla  prolongando  las 
jeneratrices  hasta  este  plano  fijo),  no  abrá  mas  que  cortar  a  esta  super- 
ficie y  al  plano  dado,  con  una  serie  de  planos  ausiliares  tirados  todos 
por  la  cúspide,  y  elejirlos,  si  queremos,  paraldas  a  la  traza  korixantal 
del  plano  secante.  En  este  caso,  cada  plano  ausiliar  producirá,  en  las 
dos  superficies,  secciones  rectilíneas  que  serán  fáciles  de  hallar.  Creemos 
inútil  o  poco  necesario  el  agregar  a  esto  un  ejemplo,  cuando  el  mismo  * 
lector  puede  proponérselo;  hacemos  esto  con  tanta  mas  razón,  cnanto  qne 
luego  hallaremos  construcciones  análogas,  en  cuestiones  mas  jenerales. 

266.  De  las  ramas  infinitáis.  Para  conocer  si  la  sección  del  cono  con 
el  plano  dado  P  tiene  alguna  rama  de  este  jénero,  es  preciso,  en  jeneral, 
tirar  por  la  cúspide  un  plano  P'  paralelo  al  P,  y  examinar  si  la  traza  ho- 
rizontal del  plano  P'  encuentra  en  alguna  parte  a  la  base  del  cono. 
Cuando  estas  líneas  no  tengan  ningún  punto  común,  podremos  asegu- 
rar que  ninguna  de  las  jeneratrices  del  cono  es  paralela  al  plano  P,  y 
que  así  la  sección  no  tendrá  euino  ramas  cerradas.  Pero  si  la  traza  del 
plano  P'  corta  a  la  base  del  cono  en  uno  o  mas  puntos,  las  diversas  je- 
neratrices G,  G' que  terminen  en  estos  puntos  serán  evidentemen- 
te paralelas  al  plano  P,  y  desde  luego  no  encontrarán  a  este  sino 
al  infinito ;  por  consiguiente,  la  sección  tendrá  otras  tantas  ranuis  • 
infinitas. 

La  asíntota  de  la  rama  correspondiente  a  la  jeneratriz  G,  la  obten- ' 
drémos  determinando  la  intersección  del  plano  P  con  el  plano  tanjente 
tirado  según  esta  jeneratriz  G.  Sí  este  plano  tanjente  coincidiese  con  P', 
lo  que  tendrá  lugar  cuando  la  traza  horizontal  de  este  último  se  halle  ser 
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tanjente  a  la  base  dol  cono,  en  este  caso  decimos,  la  rama  infinita  carece- 
rá de  attntotns. 

367.  En  cuanto  al  desarrollo  de  la  superficie  cónica,  será  preciso  di- 
vidir la  base  en  arcos  bastante  pequeños  para  que  sensiblemente  se  con« 
fundan  con  las  cuerdas;  echo  esto,  mediremos  una  de  estas  cuerdas  y  las 
dos  aristas  que  terminan  en  sus  estremos,  y  con  estas  tres  rectas  po- 
dremos formar  sobre  un  plano  cualquiera,  un  triángulo  que  representa- 
rá un  elemento  superficial  áe\  cono:  enseguida,  ya  continuación  de  este 
triángulo,  construiremos  del  mismo  modo  el  elemento  adyacente  que 
tendrá  un  lado  común  con  el  precedente;  y  continuado  lo  mismo,  obten* 
drémos  todos  los  eleipentos  del  cono  estendidos  sobre  un  plano,  lo  cual 
nos  dará  por  último  resultado  el  desarrollo  de  esta  superficie. 

Es  cierto  que  esta  marcha,  buena  en  teoría,  nos  daría  poca  exactitud  en 
la  práctica,  sobre  todo  si  las  operaciones  no  se  ejecutaban  con  mucha 
prolijidad;  porque  en  el  caso  que  nos  ocupa,  era  preciso  construir  una  se- 
rie de  triángulos,  en  los  cuales  uno  de  los  lados  es  estremadamente  pe- 
queño respecto  a  los  otros,  y  en  que  los  errores  parciales  pueden  acumu 
larse.  Sin  duda  ninguna,  sería  mas  ventajoso  conocer  de  antemano,  en 
el  desarrollo,  una  línea  recta  o  circular,  sobre  la  cual  no  abria  mas  que 
tomar  arcos  determinados,  para  fijar  la  nueva  posición  de  las  jeneratríces. 
Esta  ventaja  se  obtiene  hallando  la  intersección  de  un  cono  con  una  es- 
fera concéntrica;  pero  este  método,  que  esplicarémos  mas  adelante  (núm. 
330  y  331),  no  está  tampoco  exento  de  inconvenientes  bastantes  graves. 

Una  vez  efectuado  el  desarrollo  de  un  cono,  ya  sea  ])or  un  método  o 
por  otro,  construimos  en  él  la  transformada  de  una  sección  plana,  o 
la  de  cualqiera  otra  curba,  tomando  sobre  los  radios  del  desarrollo  Ion- 
jitudes  iguales  a  las  que  hai  desde  la  cúspide  del  cono  a  los  diversos  pun- 
tos de  esta  curba,  según  lo  hemos  visto  en  el  número  252. 

Problema  6.  Construir  la  intersección  de  un  plano  con  una  super- 
ficie de  revolución. 

268.     Tomemos  por  ejemplo  el  toroy  de  que  hemos  hablado  ya  en  el  ^ 'o.  45. 
núm.  138,  que  tiene  por  meridiano  al  círculo  (A'B*C'B'',  AG),  que  jira 
al  rededor  de  la  vertical  (0, 0"Z')  situada  en  su  plano;  en  seguida,  ha- 
llemos la  intersección  de  esta  superficie  con  el  plano  M'T'T,  que  es  la 
^tanjente  en  el  punto  (M,  M')  de  la  napa  interior j  porque  hemos  notado 
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pr^cedentemepta  (num.  138)  que  1m  planos  tanjentes  a  esta  napa 
cortar  a  la  superficie. 

Empleemos  en  ^1  caso  presente  planos  ausiliares  que  sean  horizonta- 
les, y  sea  F'K'N'  la  traz»  vertícsi  de  nno  de  estos  planos.  Este  corta  al 
torosegan  dos  aírenlos  cuyoa  radios  son  ONs^^I'N'  y  OMs^rK'»  mientras 
que  su  intersección  con  el  piaPQ  M'T'T  es  la  recta  {F\  F/)  perpendi^ 
cular  al  plano  vertical;  InegOi  los  cüattro  puntos  F,  F^\f^\fj  en  qne  esta 
recta  encuentra  a  los  dos  círciilos»  pertenece»  a  la  corba  pedida.  Loa 
otros  puntos  se  hallan  de  nn  modo  enteramente  semejante;  pero  cnanda 
lleguemos  a  los  parálenlos  estremos  D"B"  y  D^B\  no  haUarémoa  para 
cada  nno  de  ellos  sino  dos  puntos  G  y  g  o  H  y  A;  coando  sí  opeiunoa 
sobre  el  pl^no  horizontal  V'MXN  hallaremos  tres  puntos  R»  r  y  M,  de 
los  cuales  el  ultimo  es  el  ponto  en  qne  las  ramas  de  la  eurba  forman  nn 
níido.  En  virtud  de  esto^  la  intersección  que  buscamos  tiene  por  proyec- 
ciones a 

Hemos  puntuado  las  porciones  da  esta  eurba  que  se  hallan  debajo  del 
qquador  y  del  círculo  de  la  gargante»  porque  son  invisíUes  sobre  el  plano 
horizontal;  y  sobre  este  mismo  plano,  debe  tacar  la  eurba  a  estos  dos 
círculos  en  los  puntos  £,  £''>  e"  y  «i  atendiendo  a  que  entonces  el  plano 
tanjente  del  toro  es  evidentemente  vertical,  y  que  así  la  tánjante  de  la 
eurba  y  la  del  paralelo,  que  ambas  se  hallan  en  este  plano,  se  confun- 
den en  la  proyección  horizontaU 

269.  Hallemos  ahora  la  taimente  de  la  eurba  en  un  punto  cualquiera 
(F,  F'),  y  como  esta  recta  debe  ser  (uúm.  213)  la  intersección  del  plano 
M'T'T  con  el  plano  tanjente  del  toro  en  el  punto  (F,  F'),  construyamos 
en  primer  lugar  este  último.  Según  el  método  jeneral  espuesto  dúh)^ 
133  y  134,  es  preciso  trasladar  el  punto  dado  (F,  F')  al  meridiano  prin- 
cipal a  (N,  N*),  y  en  seguida  tirar  la  tanjente  NT',  cuyo  pie  es  eviden- 
temente P;  en  seguida,  después  de  haber  referido  este  punto  Pan  so- 
bre la  traza  del  meridiano  OFi  tiraremos  perpendicularmente  a  este 
meridiano  la  recta  7r9,  que  será  la  traza  horizontal  del  plano  tanjente  en 
el  punto  (F,  F')  del  toro.  M ui  fácU  nos  sería  hallar  la  traza  vertical  de 
este  mismo  plano;  pero  esto  nos  es  aquí  inútil;  porque  el  punto  9,  eia 
que  se  cortan  las  rectas  tzQ  y  T'T,  p^rteKiece  patentemente  a  la  Ínter- 
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sección  del  plano  tapjente  con  el  plano  M'T'T,  o  bien  a  la  tanjente 
hallada,  que,  por  consiguiente,  es  la  recta  (OF,  T'F'). 

Este  método  e«  insuficiente  para  obtener  la  tanjente  de  la  fiíeccioii  en 
el  punto  singular  (M,  M'),  porque  en  este  sitio  se  confunde  el  plano  de 
la  curba  con  el  plano  tanjente  al  toro;  pero  mas  adelante  enseñaremos 
(nám.  734)  a  efectuar  esta  interesante  investigación. 

270.  Para  obtener  la  curba  en  sus  verdaderas  dimensiones,  abatiré- 
mos  el  plano  M'T'T  haciéndole  jirar  al  rededor  de  su  traza  horizontal 
TT,  y  un  punto  cualquierai  tal  como  el  (F,  F^,  permanecerá  siempre 
sobre  una  perpendicular  a  la  cbarnelat  trasladándose  a  una  distancia  de 
esta  indicada  por  T'P.  Por  consiguiente,  será  mui  fácil  hallar  el  aba- 
timiento de  la  sección,  la  que  no  hemos  ejecutado  aquí  con  el  fin  de 
dejar  leer  con  mw  claridad  las  construcciones  principales. 

Probixma  7'  Intersección  de  un  plano  con  un,  hiperboloide  de  revolu- 
ción de  una  napa. 

271.  Sabemos  (núm.  140)  que  esta  superficie  puede  enjendrarse 
por  una  hipérbola  que  jire  al  rededor  de  su  eje  imajinario,  o  por  la  re- 
volución de  una  recta  móvil  al  rededor  de  otra  recta  fija,  cujras  rectas 
no  se  hallen  en  un  mismo  plano.  Si  partimos  de  la  primera  definición» 
nos  sería  conocida  la  meridiana,  y  nos  hallaríamos  exactamente  en  el 
mismo  caso  del  problema  del  nám.  268;  esta  es  la  razón  porque  hare- 
mos uso  del  otro  modo  de  jeneracion  de  la  superficie,  y  representaremos 

la  recta  fija  por  (O,  O'Z'),  y  la  recta  móvil  por  (AD,  A'D').  Suponemos  fig.  68. 
que  esta  última  recta  esparalela  al  plano  vertical;  porque  siempre  será 
mui  fácil  reducirla  a  esta  posición  (núm«  149),  si  en  un  principio  se  le 
hubiese  dado  otra.  La  menor  distancia  entre  las  dos  rectas  es  la  hori- 
zontal (OD,  D'),  que  describe  el  círculo  de  garganta  (XDY,  X'Y'),  y  el 
pie  (A,  A')  de  la  recta  móvil  recorre  el  círculo  A«B,  que  es  la  traza  ho- 
rizontal de  la  superficie.  Nos  limitaremos  aquí  a  este  corto  número  de 
datos  para  fijar  el  hiperboloide  en  cuestión,  sin  ejecutar  la  representa- 
ción gráfica  de  esta  superficie  9ohr^  el  plano  vertical,  en  el  qu^  el  con- 
torno aparente  sería  una  hipérbola  (nám.  148);  y  a  fin  de  que  se  perciba 
mejor  la  curba  de  intersección  sobre  el  plano  horizontal,  reduciremos 
la  superficie  a  su  napa  inferior,  es  decir,  que  supondremos  que  la  recta 
móvil  se  termina  en  el  punto  (D,  D').  Finaknente,  recordaremos  que  la 
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jeneratríz  del  segundo  sistema  (núm.  141)  es  (BD^  B'D'),  y  que  trasla- 
dando estas  dos  jeneratrices  paralelamente  a  sí  mismas,  a  las  posicio- 
nes (D'A',  Oa)  y  (D'B',  06),  producirán,  con  su  revolución  al  rededor 
del  eje  vertical,  el  cono  asíntota  (num.  146),  cuya  base  será  el  círculo  ab, 
y  cuya  cúspide  (O,  D')  coincidirá  con  el  centro  del  hiperboloide,  que 
no  es  otra  cosa  que  el  centro  del  círculo  de  garganta. 

272.  Sentado  esto,  sean  PQ  y  QR'  las  trazas  del  plano  secante  da- 
do, en  lo  cual  suponemos  que  el  plano  vertical  de  proyección  se  ha  ele- 
jido  de  modo  que  sea  perpendicular  a  este  plano  secante.  Para  hallar  su 
intersección  con  el  hiperboloide,  emplearemos  también  planos  ausiliare» 
horizontales,  como  el  que  tiene  por  traza  vertical  a  (M'V).  Este  plano 
encontrará  a  la  jeneratríz  (AD,  A'D')  en  el  punto  (V,  V^,  y  por  consi- 
guiente, corta  a  la  superficie  de  revolución  según  un  círculo  cuya  pro- 
yección horizontal  es  la  circunferencia  VMN  descrita  con  la  distancia  OV 
por  radío;  pero  este  mismo  plano  WY^  corta  al  plano  dado  PQR^  según 
una  recta  (M',  IMN)  perpendicular  al  plano  vertical;  luego,  los  puntos 
M  y  N  comunes  a  esta  recta  y  al  círculQ  precedentej  son  dos  puntos  de 
la  curba  pedida  sobre  el  plano  horizontal;  ademas,  ambos  están  proyec- 
tados verticalmente  en  M'.  Tirando  otros  planos  ausiliares  paralelos  al 
M'V^  determinaremos  los  diversos  puntos  de  la  intersección,  que  según 
la  inclinación  del  plano  PQR*  puede  ser  una  elipse,  una  parábola,  una 
hipérbola  o  una  variedad  de  estas  curbas. 

273.  De  los  vértices.  La  recta  (OP,  R'Q),  que  manifistamente  divi- 
de en  dos  partes  iguales  formando  ángulo  recto  con  ellas  a  todas  las 
cuerdas  paralelas  a  MN,  es  precisamente  un  eje  de  la  curba,  sea  cual 
fuere  el  jénero  de  esta,  si  esta  curba  tiene  puntos  situados  sobre  este 
eje,  estos  serán  los  vértices,  y  es  mui  importante  obtenerlos  directamen- 
te. Para  conseguirlo,  será  preciso  hacer  jirar  la  jeneratríz  (AD,  A'D'), 
hasta  que  llegue  a  encontrar  a  la  (OP,  R'Q)  en  un  punto  G;  pero  si  por 
el  contrario  dejamos  inmóvil  a  la  primera  de  estas  líneas,  y  hacemos 
jirar  a  la  recta  (OP,  R'Q)  al  rededor  de  la  vertical  O,  a  quien  corta  en 
(O,  R'),  dicha  recta  irá  a  encontrar  a  la  jeneratiz  (AD,  A'D')  en  un 
punto  que  llamaremos  K,  y  que  evidentemente  se  hallará  sobre  el  mismo 
paralelo  en  que  habría  estado  situado  el  vértice  G;  pero  es  fácil  cons- 
truir ai  punto  K,  que  es  la  intersección  de  la  recta  (AD,  A'D')  con  el 
cono  enjendrado  por  la  revolución  de  (OP,  R'Q);  porque  después  de 
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haber  descrito  el  círculo  con  el  radio  OP,  base  de  este  cono  ausUiarj 
tiraremos  por  la  cúspide  (O,  R')  y  por  la  jeneratriz  (AD,  A'D')  un  pla- 
no cuya  traza  horizontal  AG  hallaremos,  con  tirar  por  esta  cúspide  una 
paralela  (R'C^  OC)  a  la  jeneratriz;  en  tal  caso,  como  esta  traza  AG 
cortará  al  círculo  OP  en  dos  puntos  F  y  &,  nos  dará  a  conocer  a  las  dos 
aristas  OF  y  OE  del  cono  ausiliar,  a  quienes  la  jeneratriz  (AD,  AH)') 
encuentra»  y  por  consiguientCi  tendremos  también  sus  puntos  de  sección 
K  y  L.  Ahora,  para  volver  de  estos  puntos  a  las  verdaderas  cúspides  G 
y  H,  describiremos  con  los  radios  OK  y  OL  dos  círculos,  cada  uno  de 
los  cuales  cortará  a  la  recta  OP,  sobre  el  plano  horizontal,  en  dos  pun« 
tos;  pero  distinguiremos  con  facilidad  cuál  de  ellos  está  verdaderamente 
situado  sobre  la  línea  indefinida  (OP,  R'Q^,  con  trazar  las  proyecciones 
verticales  K'G'  y  L'H'  de  estos  dos  círculos* 

Es  mui  conveniente  que  la  traza  del  depurado  la  principiemos  por  la 
construcción  de  las  cúspides;  porque  una  vez  determinados  estos  puntos, 
podremos  tirar  los  planos  ausiliares  como  el  MT',  a  distancias  conve- 
nientes, y  ademas,  la  indagación  de  estas  cúspides  nos  dará  a  conocer 
el  jénero  de  la  sección,  según  vamos  a  esplicar. 

274  Discusión,  l.^  Si  la  traza  AG  corta  a  la  base  del  cono  ausi-  fio.  68. 
liar  descrito  por  la  recta  (OP,  R'Q),  y  nos  da  dos  aristas  OF  y  OE 
que  ambas  encuentren  a  la  jeneratriz  AD,  la  sección  nos  presenta- 
rá dos  vértices  situados  sobre  (OP,  R^Q);  y  por  consiguiente,  esta 
curba  es  una  elipse  o  una  hipérbola  cuya  eje  real  es  esta  misma  recta.  Es- 
tos dos  casos  se  distinguirán  fácilmente  uno  de  otro,  con  examinar  si  un 
plano  cualquiera  M' V  tirado  entre  los  puntos  (G,  G')  y  (H,  H')  da,  o  no, 
algún  punto  de  la  curba.  Ademas  de  esto,  cuando  la  sección  sea  elíptica, 
obtendremos  el  segundo  eje  haciendo  pasar  un  plano  horizontal  por  el 
medio  (eo,  ta^)  del  intervalo  de  los  dos  vértices. 

2.  ^  Si  de  las  dos  aristas  OF  y  OE,  una  es  paralela  a  la  jeneratriz 
DA,  resulta  que  uno  de  los  vértices  se  halla  auna  distancia  infinita,  y  la 
sección  es  una  parábola  que  siempre  tiene  por  eje  a  la  recta  indefinida 
(OP,RQ). 

3.  ^  Cuando  la  traza  AG  sea  tanjente  al  círculo  del  radio  OP,  las 
dos  aristas  OFy  OE  se  confundirán  en  únasela  recta:  y  el  punto  en  que 
corteala  jenerairiz  AD,  después  de  trasladado  a  la  recta  OP,  nos  dará  el 
vértice  único  de  la  sección  que  se  reduce  entonces  al  sistema  de  dos  rectas. 
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Podríamos  justífícar  esta  aserción  dbserriuido  que  üná  hipérbola  cnyoé 
dos  vértices  se  rennen,  se  reduce  a  sus  asíntotas;  pero  ademas,  si  no0 
tomamos  el  trabajo  de  construir  el  depurado  relativos  la  hipérbola  que 
nos  ocupa,  reconoceremos  que  el  plano  AC  tirado  por  la  cúspide  del 
cono  ausüiarf  es  entonces  tanjente  a  este  cono,  lo  mismo  que  tambieti  lo 
es  el  PQR';  de  modo  que  estos  dos  planids  que  coincidirían  si  se  hiciese 
jirar  uno  de  ellos  al  rededor  de  la  vertical  O,  deben  producir  en  el  hipar* 
boloide  de  revolución,  las  secciones  indicadas.  Pero  como  el  plano  AC 
contiene  ya  a  una  jeneratríx  DA,  no  puede  cortar  de  nuevo  a  la  supera 
fície  de  segundo  grado,  sino  según  *  otra  sección  rectÜkuOf  proyectada 
también  sobre  una  tanjente  al  círculo  de  la  garganta  (núm.  141);  luego 
así  mismo  el  plano  PQR'  producirá  en  el  hi]>erboloide  una  sección  cchu*- 
puesta  de  dos  rectas  análogas  a  las  precedentes,  que  se  cortarán  en  el 
punto  hallado  por  única  cúspide  sobre  la  recta  (OP,  R'Q).  Ademas,  en 
este  punto,  serk  el  plano  PQR'  tanjente  (núm.  142)  al  hiperboloide. 

En  el  caso  mui  particular  en  que  la  recta  según  que  se  reúnen  las 
dos  aristas  OF  y  OE,  fuese  paralela  a  DA,  el  plano  PQR'  cortaría  al 
hiperboloide  según  dos  jeneratricee  paralelas  entre  sí,  y  no  sería  ya  pía-* 
no  tanjente  a  ia  superficie,  sino  en  un  punto  infinitamente  distante. 

4.  ®  Finalmente,  si  la  trasa  AC  no  encuentra  absolutamente  al  cír- 
culo  cuyo  radio  es  OP,  no  hai  ningún  vértice  real  sobre  (OP,  R'Q)»  y  la 
sección  es  en  este  caso  una  hipérbola  de  la  que  esta  recta  es  el  eje  ima- 
jinario.  En  este  caso,  la  curba  se  construye  siempre  como  en  el  núm. 
272;  pero  para  hallar  el  centro^  y  por  consiguiente,  el  eje  real,  será  pre- 
ciso recurrir  a  las  asíntotas,  de  las  cuales  hablaremos  mui  pronto;  o  bien, 
y  esto  es  mas  sencillo,  tomaremos  el  medio  cd'  del  intervalo  de  los  dos 
pu  ntos  7'  y  |i'  en  que  el  plano  PQR'  corta  a  las  aristas  D'B'  y  D'A'  del 
cono  asíntota.  Esta  regla  está  fundada  en  que  siendo  semejantes  y 
concéntricas  esta  superficie  y  el  hiperboloide,  deben  ser  cortadas  por  el 
plano  PQR'  según  dos  curbas  que  tendr&n  un  centro  común  fnúm.  147^. 
Pero  respecto  a  la  sección  causada  en  el  cono  asíntota,  hemoe  visto 
(núm.  247)  que  estaban  proyectados  los  dos  vértices,  sobre  el  plano  ver- 
tical, en  y'  y  f£';  por  consiguiente,  el  medio  ui  de  la  distancia  y^|be',  es  a  un 
mismo  tiempo  el  centro  de  la  sección  cónica  y  el  de  la  sección  producía 
da  en  el  hiperboloide.  Solo  nos  resta  proyectar  este  puntoao»,  sobre  la 
línea  OP,  que  ya  sabemos  es  un  eje  de  la  curba;  el  plano  horiaontal  tirado 
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por  este  punto  nos  dará  el  modo  de  hallar  los  dos  vértices  reales  por  el 
métodoL  del  núm.  272, 

275.  Para  obtener  la  tanjente  en  un  punto  cualquiera  M  de  la  sec- 
ción producida  por  el  plano  PQR^  es  preciso  hallar  la  intersección  de 
este  plano  con  el  que  toca  al  hiperboloide  en  M.  Y  como  este  ultimo 
está  determinado  (núm.  142)  por  las  dos  jeneratrices  rectilíneas  que 
pasan  por  este  punto ;  y  como  también  sabemos  (núm.  141  j  que  sus 
proyecciones  horizontales  se  obtienen  tirando  las  tanjentes  a^é%  y  6Md 
al  círculo  de  la  garganta,  sigúese  por  consecuencia  que  los  dos  puntos 
a,  y  69  <^n  que  estas  jeneratrices  cortan  al  círculo  OA,  que  es  la  traza 
horizontal  del  hiperboloide,  pertenecerán  precisamente  a  la  traza  del 
plano  que  buscamos ;  por  consiguiente,  esta  traza  será  la  recta  a^^  T, 
que  por  medio  de  su  encuentro  con  FQ,  nos  dará  el  pie  T  de  la  tan- 
jente TM,  que  se  trata  de  construir. 

En  verdad  que  las  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta  tiradas  por  el 
punto  M,  cortarán  al  círculo  OA  en  cujitro  puntos;  pero  no  debemos 
combinar  entre  sí  sino  los  dos  que  a  un  mismo  tiempo  se  hallen  del 
lado  de  acá  o  de  allá  de  los  puntos  de  contacto  d  y  ^2  relativamente  al 
punto  M ;  porque  las  dos  jeneratrices  que  buscamos  deben  cortarse  en 
M,  y  por  consiguiente  (núm.  143j  no  podrán  pertenecer  al  mismo  sis- 
tema, lo  que  sucedería  evidentemente  con  las  rectas  a^^  Y  ad>  así  como 
también  con  las  6^  y  t%^%*  Según  esto,  la  incertidumbre  que  nos  podrá 
<)uedar,  consistirá  en  saber  si  debemos  combinar  las  dos  rectas  a^^  Y 
Q&p  o  las  otras  dos  od  y  S^^l  P^i'o  respecto  a  estas  últimas  que  tienen 
sus  estremidades  inferiores  en  a  y  g,,  tendremos  que,  evidentemente,  el 
punto  de  sección  proyectado  en  M  se  hallará  encima  del  círculo  de  la 
garganta,  mientras  que  el  punto  (M,  M'j,  que  es  el  que  consideramos 
aquí,  está  sobre  la  napa  inferior  del  hiperboloide;  luego,  es  también 
preciso  desechar  este  segundo  par  de  jeneratrices,  que  debería  solo 
conservarse  en  un  depurado  en  que  el  punto  considerado  M  estuviese 
colocado  sobre  la  napa  superior  de  la  superficie. 

276.  Abatimiento.  Hagamos  jirar  al  plano  PQR'  al  rededor  de  su 
traza  QR',  para  abatirlo  sobre  el  plano  vertical.  En  este  movimiento, 
la  horizontal  (M',IMN)  permanecerá  perpendicular  a  la  charnela,,  y  se 
convertirá  en  M'mn,  sobre  cuya  recta  tomaremos  las  distancias  M'm  = 
IM  y  M'n=lN;  de  este  modo^  tendremos  dos  puntos  m  y  n  de  la  curba 

22 


FIG.  68. 


170  LIBRO  IV.   llfTlRtKCClONlBfl  DE  sm^BR^rcilS. 

abatida.  Los  otros  puntos  se  obtendrán  de  ün  modo  semejante,  así  co«^ 
mo  también  hallaremos  la  tanjente,  cuyo  pie  T  se  trasladará  a  ¿  y  so- 
convertirá  en  tm. 

Como  la  BUperñcte  de  que  tratamos  es  gamm^  como  lo  hemos  demos^ 
trado  en  el  núm.  145,  no  podrá  cumplir  con  la  condición  esencial  del 
núm.  179,  y  por  consiguiente  no  tiene  lugar  la  cuestión  de  hallar  su 
desarrolló.  Observemos  también  qne  todas  las  operaciones  precedente» 
ise  efe<;tuarian  de  un  modo  enteramente  análogo^  si  el  plano  secante 
PQR'  ftiese  oblicM  al  plano  vertical  de  proyeccT^>  y  también  aun  cuan-- 
'áo  steftálásemos  a  lá  jeneratrís  (AD,  A'D')  tina  poisicioa  cualquiera;  in* 
vitamos  ia  los  lectoreé  hagan  algún  ejercicio  con  estos  datos. 
FIG.68.  277.  De  las  raikas  infinitas.  EIs  cdoií  importante  saber  conocer 
n  priori  si  la  sección  del  hiperboloide  con  un  pleno  tHialquiera  PCiR' 
presenta  o  no  ramas  infinitas.  Al  efecto,  ea  precÍM  drar  por  el  centro 
(O,  D')  del  circulo  de  la  garganta  una  parakla  a  la  jenemtrix  (AD,  A'D')^ 
y  trazar  la  circnnferetocia  a¿y  qae  describe  el  pie  (a,  A')  de  esta  para*- 
lela,  cuando  jira  al  rededor  del  eje  vertical  O  para  enjmdrar  el  c€mé^ 
asíntota;  y  como  sabemos  (níim«  146)  que  todas  las  aristas  de  este  cono 
son  respectivamente  paralelas  a  las  diferentes  jenenUríces  del  li4perbo«- 
loide,  no  habrá  mas  qne  tirar  por  la  ¿áspide  (O,  D')  «n  pteno  tt  paralela 
a  PQR',  y  ver  si  >eBte  plano  ir  contiene  aftguna  alista  de  esta  soperfície^ 


cónica. 


1.  ^  Cuando  la  traza  horizontal  del  plano  tt  no  encuentra  a  la  base 
del  cono  asíntota,  no  abrá  ninguna  arista  del  cono,  y  por  ccmsiguiente 
ninguna  jenefratriz  del  hiperboloide  que  sea  paralela  al  plana  dado 
PQR';  Itiego,  ningún  punto  de  la  sección  producida  por  este  ultimo 
plano,  podrá  estar  situado  al  infinito,  }'  desde  luego  esta  sección  será 
cerrada  y  elíptica. 

2.  ^  Cuando  el  plano  n  corte  a  la  base  del  cono  asíntota  en  dos  pun- 
tos, habrá  sobre  edte  cono  dos  aristas,  y  sobre  el  hiperboloide  de  dos 
pares  de  jeneratrices,  que  serán  paralelas  al  plano  PCtíl';  luego,  la  sec- 
ción causada  por  este  último  plano  en  el  hipeA)oloide^  nos  presentará 
dos  ramees  infinitas,  y  será  una  hipérbola.  Ademas,  cada  uñó  de  estos 
dos  pares  de  jeneratrices,  compuesto  de  dos  rectas  paralelas,  determi- 
nará ün  plano  que  será  tanjente  al  hiperboloide  (núm  153)  en  el  punto 
infinitamente  distante  del  encuentro  de  estas  líneasrpor consiguiente,  la 
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intersección  de  este  plano  tanjente  asintótico  con  el  plano  dado  PQR', 
será  la  que  nos  dará  la  asíntota  de  la  rama  correspondiente.  Todo  esto 
486  aclarará  con  el  ejemplo  del  nuii)*  278. 

3.  ^  Por  ultimoi  si  el  plano  n  no  hace  mas  que  tocar  a  la  base  del 
cono  asíntota,  no  habrá  sobre  este  cono  sino  una  sola  arista,  y  sobre  el 
hiperboloide  un  solo  par  de  jeneratrices  qe  sean  paralelas  al  plano 
dado  PQR';  luego,  la  sección  no  dará  sino  una  rama  injinitaj  y  será 
una  parábola.  Ademas,  esta  curba  no  tendrá  asíntotop,  porque  el  plan# 
tanjente  tirado  por  estas  dos  jeneratrices  será  paralelo  al  plano  PCIR\ 
como  lo  veremos  claramente  en  el  num«  28}. 

278.  Apliquemos  estas  reglas  al  caso  del  depurado  69,  en  que  la  fi6*69. 
jeneratriz  (ADB,  A'D'A")  está  prolongada  tanto  para  arriba  como  para 
abajo  del  círculo  de  la  garganta  (XDY,  X'Y'),  con  el  objeto  de  limitar 
la  superficie  en  dos  círculos  iguales  A'3'  y  A"B''y  proyectados  hori- 
zontalmente  sobre  AZBS.  La  jeneratriz  del  segundo  sistema  sería 
(BDA,  B'P'B");  y  estas  dos  jeneratrices,  transportadas  paralelamente 
al  centro  (O,  D'),  determinarían  el  cono  asíntota  que  tiene  por  base  al 
círculo  cuyo  radio  es  Oa.  Ademas,  así  como  lo  hemos  hecho  en  el  de^ 
purado  precedente,  no  nos  contraerémos  a  ejecutar  la  representación 
gráfica  del  hiperboloide  sobre  el  plano  vertical,  en  el  que  no  habrá  sino 
líneas  aisladas  que  todas  serán  visibles;  solo  sobre  el  plano  horizontal 
es  donde  espresarémps  la  forma  de  la  superficie,  representando  por  pun- 
tuaciones diferentes  las  partes  visibles  y  las  partes  ocultas.  En  cuanto 
al  plano  secante, ,  estamos  convencidos  (núm*  108)  que  convendrá  su- 
ponerlo como  no  existente,  después  de  haber  cortado  a  la  superficie,  no 
dejando  de  él  sino  las  trazas  PQ  y  QR'« 

Sentado  esto,  si  tirc^mos  por  la  cúspide  (O,  jy)  del  cono  asíntota  un 
plano  DT'F  paralelo  a  PQR',  veremos  que  este  corta  al  círculo  Oa  en  dos 
puntos  y  al  cono  asíntota  según  dos  aristas  proyectadas  en  OF  y  0£. 
Luego,  si  no  consideramos  ahora  sino  la  primera  OF,  y  le  tiramos  dos 
paralelas  6a  y  eS»  que  sean  tanjentes  al  círculo  de  la  garganta,  estas 
serán  dos  jeneratrices  del  hiperboloide^  que  no  irán  a  encontrar  al  pla- 
no PQR'  sino  al  infinito,  y  que  anunciarán  la  existencia  de  una  rama 
infinitamente  prolongada.  Para  obtener  la  asíntota,  observaremos  que 
debiendo  contener  el  plano  tanjente  del  hiperboloide  en  este  puitfp  in- 
finitamente distante  (núm.  153)  {t  las  dos  jeneratrices  od  y  6e>  que  se 
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cortan  en  este  pnnto,  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  recta  ag;  y  conio 
este  plano  debe  por  su  intersección  coir  el  plano  PQR'  darnos  la  asín- 
tota  pedida,  esta  línea  será  evidentemente  paralela  a  a$.  Luego,  si  ti- 
ramos por  el  pupto  O,  en  que  se  cortan  las  trazas  PQy  a§,  la  recta'ScD^ 
paralela  a  ad,  esta  será  la  asíntota  que  se  trata  de  construir. 

279.  Podríamos  repetir  construcciones  semejantes,  respecto  a  la  se- 
gunda rama  infinita  que  está  indicada  por  la  otra  arista  OE  del  cono 
asíntota;  pero  debemos  notar  que  en  Ya  operación  anterior,  el  plano  dog 
que  tocaba  al  hiperboloide  a  una  distancia  infinita  sobre  la  jeneratriz 
d^a,  era  él  mismo  tanjente  al  cono  asíntota  según  la  arista  OF.  Coii 
efecto,  este  plano  contiene  al  diámetro  dOe  del  círculo  de  la  garganta, 
y  por  consiguiente  a  la  arista  OF;  luego,  su  traza  pasará  por  el  punto 
F  y  será  evidentemente  perpendicular  al  radío  OF,  Según  esta  obser- 
vación, será  suficiente  tirar  al  circula  dd  radio  OE,  la  tanjeute  Ef  que 
por  su  encuentro  con  PQ,  nos  dará  el  punto  7  por  el  cual  deberemos 
tirar  la  asíntota  <p(ü  paralela  a  OE.  Esta  segunda  asíntota  deberá  cortar 
a  la  primera  en  un  ponto  cü  que  esté  situado'  sobre  la  recta  OP,  porque 
esta  es  siempre  (núm.  273)  un  eje  de  la  curba. 

280.  Sí  no  quisiéramos  emplear  sino*  una  sola  de  las  dos  jeneratrices 
da  o  eo  que  van  a  terminar  en  el  punto  de  contacto  de  la  asíntota,  po- 
dríamos apoyarnos  en  que  siendo  la  superficie  de  revolución,  debe  el  pla- 
no tanjente  ser  perpendicular  al  plana  meridiano  que  pasa  por  el  punto 
de  contacto  (núm.  129).  Pero  en  el  caso  presente,  este  punto  está  situado 
sobre  ad  a  una  distancia  infinita;  luego  el  meridiano  correspondiente  es 
el  plano  vertical  OF  paralelo  a  ai;  y  así  el  plano  tanjente  que  buscamos 
tendrá  por  traza  horizontal  a  una  recta  perpendicular  a  OF  tirada  des- 
de el  punto  a,  lo  cual  nos  volvería  a  dar  a  la  línea  aS  hallada  ya  por  el  otra 
modo. 

281.  Si  el  plano  D'F'F  tirado  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  para- 
lemente  a  PQR',  tocase  a  este  cono  según  una  sola  arista,  es  decir,  si 
tuviese  la  posición  D'B^é,  vemas  claramente  (nóm.  279)  que  él  mismo 
sería  tanjente  al  hiperboloide  en  el  punta  infinitamente  distante  coloca- 
do sobre  la  jeneratriz  (BD,  B'D');  pero  ya  que  este  plano  tanjente  es  tanr- 
bien  paralelo  a  PQR',  toda  su  intersección  estaría  transportado  al  infi- 
nito; de  modo  que  la  curba  de  intersección  nos  daria  también  una  ramm 
infinita,  pero  que  no  tendría  asíntota. 
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282,  Efectuemos  ahora  la  traza  de  la  curba  según  la  cual  el  plano  fig.  68. 
VQR'  corta  al  hiperboloide^y  en  primer  lugar  hallemos  los  vértices  situa- 
dos sobre  el  eje  (OP,  R'Q).  Hemos  visto  (nüm.  279)  que  para  esto  era 
preciso  tirar  la  recta  (R'C,  OC)  paralela  a  la  jeneratriz  (AD,  A'D'),  y 

unir  los  puntos  C  y  A;  pero  como  la  traza  C  A  no  encuentra  en  este  caso 
al  círculo  cuyo  radio  es  OP,  debemos  concluir  de  aquí  que  no  hai  ningún 
vértice  real  sobre  el  eje  de  que  tratamos,  y  que  la  sección  es  una  hipér- 
bola cuyo  ^'^imo/tnano  es  la  línea  (OP,  R'Q).  En  tal  caso,  determina- 
remos el  centro  proyectando  el  punto  de  encuentro  ta  de  las  dos  asíntotas 
sobre  la  línea  R'Q  en  cx>';  o  sino  (num.  274)  tomaremos  el  medio  (o'  del 
intervalo  de  los  dos  puntos  y'  y  v)\  en  que  el  plano  PQR'  cprta  a  las  dos 
aristas  estremas  del  cono  asíntota;  y  dando  en  seguida,  por  este  punto 
tt)\  una  sección  horizontal,  según  el  método  núm.  272,  obtendremos  los 
dos  vértices  reales  6  y  H.  Este  mismo  método  aplicado  a  otros  planos 
horizontales,  como  los  MT'  y  V" W",  que  sería  bueqo  elijiésemos  de  mo- 
do que  nos  diesen  secciones  iguales  en  las  dos  napas,  nos  dará  nuevos 
puntos  M  y  N,  fc  y  2/  de  la  curba  que  buscamos.  Ademas,  esta  línea  de- 
berá pasar  evidentemente  por  los  puntos  T  y  S,  en  que  el  círculo  ABS 
es  encontrado  por  la  traza  PQ  del  plano  secante,  así  como  también  por 
los  puntos  (Z,  Z')  y  (U,  Z'),  en  que  este  mismo  plano  corta  al  círculo 
superior  A"B'\ 

En  fin,  como  el  plano  PQR'  encuentra  al  círculo  de  la  garganta  X'Y' 
en  dos  puntos  que  se  proyectan  verticalmente  en  L',  concluiremos  de 
aquí  sus  proyecciones  horizontales  L  y  K,  en  las  cuales  deberán  tocarse 
este  círculo  y  la  hipérbola  sobre  el  plano  horizontal.  Con  efecto,  aun 
cuando  las  tanjentes  de  estas  dos  curbas  son,  en  el  espacio,  mui  diferen- 
tes una  de  otra,  ambas  se  hallan  en  el  plano  tanjente  del  hiperboloide, 
que  respecto  a  cada  punto  del  círculo  de  la  garganta  es  evidentemente 
vertical;  de  donde  resulta  que  las  proyecciones  horizontales  de  estas  dos 
tanjentes  necesaríamfente  se  confundirán. 

£n  cuanto  a  la  tanjente  a  la  sección  en  un  punto  cualquiera  (M,M'), 
8U  construcción  se  efectuaría  por  los  mismos  medios  que  en  el  núm.  275. 

283.  Abatimiento.  Esta  operación  la  efectuaremos  como  en  el  de- 
purado precedente,  haciendo  jirar  el  plano  PQR'  al  rededor  de  su  traza 
vertical  QR\  y  tomando,  sobre  perpendicular  esa  esta  chámala,  las  dis- 
tancias M'm=lM,  M'»=IN..., 
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En  cuanto  a  las  asíntotas,  abatiremos  del  mismo  modo  el  centro  (cd,  eo') 
a  cü";  y  trasladando  en  seguida  los  puntos  9  y  6  a  f"  y  B'\  hallaremos  a 
cj.' V  y  9' V  por  asíntotas  de  la  curba  abatida. 

Problema  8.  Intersección  de  una  recta  con  un  hiperboloide  de  revolu-   * 
cion  de  una  napa. 

F1G.66.  284.  Colocamos  aquí  este  problema,  porque  no  es  sino  una  es- 
tensión  del  que  hemos  resuelto  en  el  núm.  273,  respecto  a  una  recta 
que  encontraba  al  eje  de  la  superficie  :  y  vamos  a  referir  a  este  caso 
particular  la  cuestión  actual,  en  que  la  recta  propuesta  tiene  una  posi- 
ción cualquiera.  Sean,  pues,  (O,  O'Z')  el  eje  del  hiperboloide,  (ADB, 
A'D'B')  la  jeneratriz  rectilínea,  y  (PQ,  P'Q')  la  recta  cuyos  puntos  de 
intersección  con  la  superficie  se  tratan  de  hallar.  La  supondremos  re- 
ducida, por  un  movimiento  de  rotación  al  rededor  del  eje,  a  una  situación 
paralela  al:  plano  vertical;  esta  operación  preíiminar  es  siempre  mui 
fácil  de  efectuarse,  y  como  ademas  deja  el  punto  de  intersección  con  la 
superficie  en  el  mismo  paralelo  en  que  estaba  en  un  principio,  será  mui 
fácil  volver  a  hallar  este  punto  en  la  posición  primitiva. 

285.  Esto  supuesto,  si  el  plano  vertical  PQ  encuentra  al  círculo  de 
la  garganta  descrito  con  el  radio  OD,  cortará  a  la  superficie  según  una 
hipérbola  cuyo  eje  real  será  (XY,  X'Y'),  que  tendrá  por  una  de  sus  asín- 
totas a  la  recta  (A'B',  PQ)  Por  consiguiente,  sería  fácil,  en  virtud  de  estos 
datos,  contruir  esta  curba  sobre  el  plano  vertical,  y  su  encuentro  con 
P'Q'  nos  daria  entonces  a  conocer  los  puntos  pedidos;  pero  nos  propó* 
nemos  llegar  a  este  resultado  por  medio  de  construcciones  directas,  y 
en  las  que  no  entren  sino  la  línea  recta  y  el  círculo.  Para  esto,  figurar 
monos  que  la  hipérbola  de  que  acabamos  de  hablar,  y  que  contiene  los 
puntos  que  buscamos,  jire  al  rededor  de  la  vertical  o);  en  virtud  de  esto^ 
producirá  un  segundo  hiperboloide  de  una  napa,  cuyo  círculo  de  gar- 
ganta será  (XíY,  X'Y'),  y  tendrá  por  jeneratriz  rectilínea  a  la  recta 
(aS,  A'B');  en  cuyo  caso  la  cuestión  primitiva  se  reducirá  evidentemen- 
te a  hallar  los  puntos  de  intersección  de  este  nuevo  hiperboloide  con  la 
recta  (PQ,  P'Q'),  que  encuentra  a  su  eje  (w,  O'Z');  y  por  consiguiente, 
nos  hallamos  otra  vez  en  el  caso  del  problema  del  núm.  273. 

Por  consiguiente,  describiremos  con  el  radio  (dP,  un  círculo  que  será 
la  base  de  un  cono  ausiliar,  que  tendrá  por  cúspide  el  punto  (o),  R'); 
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tirando  en  seguida  la  recta  (R'C,  wC)  paralela  a  la  jeneratríz,  determi- 
naremos la  traza  aC  de  un  plano  que  cortará  a  este  cono  según  las  aris* 
tas  cüE  y  (uF.  Estas  ultimas  líneas  van  a  encontrar  a  la  jeneratriz  en  los 
puntos  (L,  L')  y  (K,  K'),  que  trasladaremos  a  la  recta  propuesta  en 
(M',  M)  y  (N',  N);  y  estos  últimos  puntos  serán  los  mismos  en  que  la 
recta  (PQ,  P'Q')  penetra  al  segundo  y  también  al  primer  hiperboloide. 

286.  Si  la  proyección  horizontal  PQ  de  la  recta  propuesta,  fuese 
tanjente  al  circulo  de  la  gargante  descrito  con  el  radio  OD,  el  plano 
vertical  cortaría  evidentemente  al  hiperboloide  primitivo,  según  dos  rec- 
tas proyectadas  sobre  A'B'  y  sobre  la  recta  simétrica  de  esta  ultima; 
entonces,  el  encuentro  de  estas  dos  rectas  con  P^Q'  nos  daría  inmedia- 
tamente los  puntos  que  buscamos. 

287.  Finalmente,  supongamos,  como  en  la  figura  67,  que  la  recta  pic.  6T. 
propuesta  (PQ,  P'Q')  ^e\)Toyecte  fuera  del  círculo  déla  garganta  OD, 
También  en  este  caso  el  plano  vertical  PQ  cortará  a  la  superficie  prí- 
mitíva  según  una  hipérbola;  pero  su  eje  real  estará  dírijido  según  la 
vertical  R;  de  modo  que  haciendo  jirar  a  esta  curba  al  rededor  de  esta 
vertical,  obtendremos  un  hiperboloide  de  dos  napas,  y  el  problema  ao 

será  tan  sencillo.  Esta  es  la  razón  porque  trastornamos  la  cuestión 
primitiva,  y  nos  proponemos  hallar  los  puntos  de  intersección  de  la 
recta  ( AB,  A'B'),  con  el  hiperboloide  que  describirla  (PQ,  P'Q')  jiraodo 
id  rededor  de  la  vertical  O;  poiY}ue  evidentemente  estos  fioevoe  puntos 
de  sección  estarán  a  la  misma  altura  que  los  primeros. 

Pero  en  este  segundo  hiperix>loide,  •el  círculo  de  la  garganta  que 
tiene  por  radio  a  (OB,  R')  precisamente  es  cortado  por  el  plano  vertical 
AB,  y  la  cuestión  está  enteramente  comprehendida  <en  el  caso  del  mun. 
285;  y  así,  después  de  haber  descrito  el  círculo  de  Ja  garganta  (XpY, 
X'Y')  de  otro  tercer  hiperboloide  que  tuviese  por  jeneratriz  a  la  recta 
(np,  P'R'^,  hallaremos,  como  arriba,  los  puntos  (fí,  M')  y  (i/,  N'),  en  que 
a  esta  última  linea  encontrase  la  (Afi^  A'B*),  cuando  esta  jirase  al 
rededor  de  la  vertical  D^  en  seguida,  tendríamos  que  transportar  estos 
dos  puntos  sobre  (AB,  A'B')»  dejándolos  a  la  misma  altura.  Pero  los 
últimos  puntos  obtenidos  de  este  modo  deberian  en  seguida,  trasla- 
darse por  el  problema  primitivo,  a(FCÍ,  P'Q'),  dejándolos  aun  en 
los  mismos  planos  horizontales;  por  consiguiente,  la  operación  se 
xednce  a  transportar  inmediatamente  ios  puntos  ^,  M^  y  (¿/,  NV  a 
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(M,  M')  y  (N,  N'J,  que  serán  los  puntos  de  encuentro  de  la  recta 
(PQ,  P'Q'^  con  el  primer  hiperboloide  descrito  por  la  revolución  de 
(AB,  A'B';  al  rededor  de  la  vertical  O. 


CAPITULO  lll. 


Intersecciones  de  dos  superficies  curbas^ 

Problema  1.  Intersección  de  dos  cilindros  ctuilesquiera. 

FiG.70.  288*  Sean  ABGKH  la  base  o  la  traza  horizontal  del  primer  cilindro,. 
y  (AZ,  A'Z'J  una  de  sus  jeneratrices;  sean  también  VLMYI  y  (Vr,  Vv^) 
los  datos  análogos  del  segundo  cilindro;  de  aquí  deduciremos  fácilmente 
(núm.  109^  el  contorno  aparente  de  cada  una  de  estas  superficies  sobre 
el  plano  horizontal  y  sobre  el  plano  vertical;  para  obtener  en  seguida  sus 
intersecciones,  deberemos  emplear  planos  secantes  que  sean  a  un  mismo 
tiempo  paralelos  a  lasjeneratrices  de  ambos  cilindros^  y  en  virtud  de  esta 
disposición  producirán  en  estas  dos  superficies  secciones  que  evidente- 
mente serán  rectilíneas.  Al  efecto,  tiremos  por  un  punto  cualquiera  de  la 
arista(AZ,  A'Z*^  una  recta  f  ZR,  Z'R'J  paralela  a  las  jeneratrices  del  se- 
gundo cilindro,  y  construyamos  la  traza  RA  del  plano  que  pase  por  estas 
dos  rectas;  hecho  esto,  no  necesitaremos  ya  sino  tirar  diversas  paralelas 
a  RA,  para  estar  seguros  de  que  estas  son  las  trazas  de  planos  adecuados 
para  cortar  los  dos  cilindros  según  jeneratrices  rectilíneas. 

289.  Consideremos  el  plano  secante  RA;  este  plano  cortará  al  pri- 
mer cilindro  según  dos  aristas  proyectadas  sobre  Aaa  y  C¿ry,  y  al  segun- 
do según  las  aristas  proyectadas  sobre  LZy  Q^:  por  consiguiente,  estas 
cuatro  rectas  que  se  hallan  sobre  un  mismo  plano,  nos  darán  por  medio 
del  encuentro  de  sus  proyecciones  cuatro  puntos  a,  a,  c,  y,  que  pertene- 
cerán a  la  proyección  horizontal  de  la  intersección  de  los  dos  cilindros. 
En  seguida,  si  proyectamos  sobre  la  línea  de  tierra  los  pies  A,  C^L,  d 


CAPITULO  III,   INTBR8XCCIONB8  DE  DOS  SÜPERl'tOiÉé  CÜRBAS.  177 

de  estas  aristas,  deduciremos  de  aquí  sus  proyeeciones  verticales,  que 
también  nos  darán,  por  medio  de  sns  mutuos  encuentros,  los  puntos 
<»!  a\  c\  7'  de  la  curbade  intersección  proyectada  sobre  el  plano  vertical; 
ademas  será  preciso,  como  medió  de  verificación,  qdé  estos  puntos  a  j 
a\  a  j  a',....  se  halleií  de  dos  en  dos  sobre  rectas  perpendiculares  a  la 
línea  de  tierra. 

Lo  mismo  ejecutaremos  con  cualesquiera  otros  planos  secantes  para- 
lelos a  RA;  pero  es  bueno  que  empecemos  el  depurado  por  la  determi- 
nación de  los  puntos  notables  de  que  vamos  a  hablar,  porque  es  mui 
esencial  construir  estos,  y  porque  en  seguida  podremos  proporcionar  el 
número  de  planos  secantes  intermedios,  en  los  intervalos  que  quedan 
entre  los  puntos  ya  obtenidos. 

290.  Puntos  existentes  sobre  los  planos  límites.  Si  paralelamente  a 
RA  tiramos  las  rectas  MNB  y  6HI,  de  mt>do  que  cada  una  de  ellas  sea 
tanjente  a  una  de  las  bases  y  al  mismo  tiempo  secante  a  la  otra^  estas  rec- 
ias serán  las  trazas  de  dos  planos  límites^  entre  los  cuales  se  hallarán 
comprehendidos  todos  los  puntos  que  son  comunes  a  las  dos  superficies, 
porque  fuera  de  estos  límites  vemos  mui  bien  que  los  planos  secantes 
paralelos  a  RA,  no  podrán  cortar  sino  a  uno  solo  de  los  dos  cilindros. 
Ademas,  si  aplicamos  al  plano  MNB  el  método  jeneral^  espuesto  en  el 
número  precedente,  obtendremos  dos  puntos  (6,  60  X  (*»  *0»  ^^  V^^ 
las  jeneratrices  (M m,  M'm')  y  (N«,  N'n^  serán,  en  el  espacio,  tanjentes 
a  la  curba  de  intersección;  y  por  consiguiente,  este  contacto  deberá  ve- 
rificarse sobre  los  dos  planos  de  proyección^  según  se  ve  en  el  depurado 
que  presentamos.  Con  efecto,  la  recta  (Mg,  M'6')  se  halla  evidentemen- 
te en  el  plano  que  tocase  al  cilindro  LMN  en  el  punto  (6,  60>  P^^^ 
también  está  en  el  plano  secante  MBS,  que  por  hipótesis  es  tanjente  al 
cilidro  ABC  al  largo  de  la  arista  B6;  luego,  esta  recta  (Mg,  M'6')  es  la 
intersección  de  los  planos  tanjentes  a  las  dos  superficies  en  el  punto 
(69  6')'  y  po^  consiguiente  [núm.  213]  es  también  tanjente  a  la  curba, 
según  la  cual  se  cortan  estas  dos  superficies. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  la  arista  (N¿,  N'¿')  es  tanjente  a 
la  curba  de  intersección  en  el  punto  (b,  V);  y  así  mismo  el  plano  límite 
GHI  nos  dará  los  dos  puntos  (gf  g')  y  (A,  A'),  en  que  lacf  aristas  (G^,  G^g^) 
y  (HA,  H'A')  tocan  a  la  curba. 

291.    Puntos  sobre  los  contomos  aparentes.  Haremos  pasar  planos 
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secantes  paralelos  a  RA^  por  los  puntos  A,  K,  X,  Y  (*)^  en  que  termi- 
nan las  aristas  que  ibrman  el  contorno  aparente  de  cada  cilindro  sobre 
el  plano  horizontal;  en  seguida^  por  el  método  jeneral  del  núm.  289^  ob* 
tendremos  los  puntos  (a,  a')r(cí,  ot),  (n,  7r*),  (?,  9),  (df  d)  en  lo»  cuales  la 
curbaíocarái^  pero  sola  «oirtf  el  plano  horizontal,  a  las  aristas  coiprespon* 
dientes.  Con  efecto,  en  el  punto  (a,  a')  por  ejemplo^  es  distinta  la  tan- 
gente de  la  curba  en  el  espacio  de  la  jeneratriz  (Aa,  A'a');  pero  estas  rec- 
tas están  contenidas  ¿mbas  en  el  plana  que  es  tanjeate  al  largo  de 
(Aa,  A'aO  y  como:  en  el  caso  presente,  este  plano  es  precisamente  verti- 
cali  resulta  de  aquí  que^  la  proyección  horizontal  de  esta  jeneratriz  coinci- 
dirá con  la  de  la  tanjedte;  por  consiguiente  deberá  tocar  a  la  proyeccioA 
de  la  curba  sobre  el  plano  horizontal,  al  propio  tiempo  que  no  tendrá  es- 
to lagar  sobre,  el  plana  vertícak 

ObservemoB  ademas^  que  siempre  será  en  alguna  de  los  puntos  de  que 
acabamos  dé  hablar,  en  los  que  se  efectúe  el  paso  de  la  parte  visible  a  la 
invisible  de  la  curba  de  intersección,  considerada  en  proyección  horizon- 
tal. Prescindiendo  de  esto,  daremos  muí  pronto  una  regla  jeneral  para» 
distinguir  unas  de  otras  estas  partes. 

292.  Así  mismo,  si  por  los  pies  V,  U,  T,  G,  de  las  aristas  que  for- 
man el  contorno  aparente  de  cada  cilindro  sobre  el  plano  vertical,  tira- 
mos planos  secantes  paralelos  a  RA,  hallaremos  puntos  tales  come 
(c,  e),  en  los  cuales  tocará  la  curba,  pero  solo  sobre  el  plano  vertical)  a 
las  aristas  correspondientes  tales  como  (Ver,  V'e').  Con  efecto,  esta  jene- 
ratriz y  latanjentede  la  curba  en  el  punto  (s,  g-)  se  hallan  ambas  situa- 
das en  el  plano  tanjente  al  largo  de  (Ve,  W);  y  como  este  plano  es  e»^ 
el  caso  presente  perpendicular  al  plano  vertical,  las  proyecciones  vertica- 
les de  estas  dos  rectas  necesariamente  se  confundirán,  y  ciertamente  na 
sucederá  así  con  sus  proyecciones  horizontales.  En  cuanto  a  la  arista 
(G^,  G'g'),  jes  efectivo  que  toca  a  la  curba  a  un  mismo  tiempo  en  los  dos 
planos  de  proyección;  pero  esto  depende  de  que,  en  la  figura  actual,  es- 


(*)  En  el  caso  presente,  es  inútil  tirar  por  el  punto  K  un  plana 
secante,  porque  este  punto  se  halla  fuera  del  espacio  coniprehendido  por 
los  planos  límites. 
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ta  jeneratríz  se  halla  al  mismo  tiempo  sobre  el  contorno  aparente  y  en 
el  plano  límite  GHL 

Finalmente,  también  será  en  algnno  de  los  puntos  de  que  acabamos 
de  hablar,  donde  se  efectúe  el  paso  de  kt  parte  visible  de  la  curba  a  la 
invisible  sobre  el  plano  vertical,  cuyas  partes  no  son  las  mismas  que  en 
la  proyección  horizontal,  por  ser  diferente  el  punto  de  vista  (núm.  106J. 

293.  La  tanjenU  en  un  punto  cualquiera  (f,  ()  de  la  curba  de  inter- 
sección, nos  la  dará  a  conocer  la  intersección  de  los  dos  planos  'que  to- 
can a  los  cilindros  al  largo  de  las  aristas  Tf  y  S<;  pero  las  trazas  hori- 
zontales de  estos  planos  son  las  rectas  T9  y  86  tanjentes  a  las  bases  en 
los  puntos  T  y^S;  luego,  el  punto  6  en  que  se  cortan  estas  dos  rectas, 
pertenece  a  la  tanjente  pedida,  la  que  por  consiguiente  es  9<. 

Cuando  el  punto  O  en  que  van  a  encontrarse  las  trazas  de  los  dos  pla- 
nos tanjentes,  está  muí  distante,  como  sucede  en  el  depurado  de  que  tra- 
tamos, podemos  servirnos  del  método  siguiente.  El  plano  secante  MNB, 
que  a  un  mismo  tiempo  es  paralelo  a  las  jeneratrices  de  los  dos  cilindros, 
debe  cortar  al  plano  tanjente  S9  se^n  una  recta  feco  paralela  a  Sf,  y  el 
plano  tanjente  T3  según  otra  recta  ^e»  paralela  a  Tf;  luego  el  punto  <ü, 
en  que  se  encuentran  las  líneas  >t<ü  y  ftco,  es  precisamente  comon  a  los 
dos  pla-nostanjentes,  y  por  consiguiente  es  un  punto  de  la  tanjente  que 
buscamos  ttS^ 

Hasta  ahora  no  hemos  hablado  sino  de  la  proyección  horizontal  de  la 
tanjente,  porque  como  el  punto  (tj  í)j  que,  para  mayor  claridad  hemos 
elejido,  se  halla  colocado  sobre  el  contorno  aparente  relativo  al  plano 
vertical,  la  tanjente  está  proyectada  sobre  este  mismo  plano,  según  la 
arista  TY;  pero  en  cualquiera  otro  caso,  será  suficiente  proyectar  sobre 
la  línea  de  tierra  el  pie  9  de  la  taujente,  y  unirlo  con  t\  o  sino  construi- 
remos, con  facilidad,  las  proyecciones  verticales  de  las  dos  rectas  ausilia- 
res  ^coy  ]Uci)  que,  por  medio  de  su  encuentro,  nos  darán  un  punto  <u'  de  la 
tanjente  proyectada  sobre  el  plano  vertical. 

294.  Observación  I.  Para  distinguir  sobre  la  curba  de  intersección  fig.  70. 
de  los  cilindros,  las  partes  visibles  de  la  proyección  horizontal,  es  pre- 
ciso observar  que  si  en  el  depurado  existiese  solo  el  cilindro  ABK  se- 
rían visibles  todas  las  aristas  que  terminasen  en  el  arco  ABK,  en  tanto 

que  las  que  terminasen  en  el  AHK  no  lo  serian;  así  mismo,  si  el  cilindro 
XMY  subsistiese  solo,  las  aristas  visibles  serian  las  que  tenninasen  en 


180  LIBRO  IV.   UTTEftSXCCIONES   DE   SUPKR7ICIU* 

el  arco  XVY,  y  ninguna  de  las  otras'  se  verían.  Pero  cuando  los  do9 
cilidros  existen  simultáneamente,  podrá  suceder  que  una  arista  visible 
del  primero  queda  ep  parte  oculta  por  el  segundo;  mas,  si  esta  arista 
llega  a  encontrar  a  una  jeaeratriz  que  sea  visible  en  este  ultimo 
cilindro,  dicha  arístq.  será  también  visible  en  este  sitio.  Pero  cuan- 
do se  halle  qn  puqtp  sobre  una  arista  que  sea  invisible^  no  considerando 
sino  el  cilindro  a  que  pertenezca,  es  evidente  que  con  mayor  razón  per- 
nf^anecerá  invisible  este  punto  cuando  a  un  mismo  tiempo  existan  loa 
dos  cilindros,  por  consiguiente  podemos  sentar  las  dos  reglas  siguientes: 

Será  visiBi^£  un  punta  de  /a  curba  de  interseecionf  cuando  recite  del 
encuentro  de  dos  abatas  visibles  ^mbaSf  en  cada  cilindro  coneiderado 
aisladamente. 

Será  iNvisii^us  un  punto  4^  la  intersección^  cuando  provenga  del  en- 
encentro  de  dos  arist(ífr  P^  l*^  ^^ü  a  lo  menos  una  sea  invisible  en  et 
cilindro  a  que  pertenezca. 

Fácilmente  aplicará  el  lector  estas  reglas  a  la  proyección  horizontal 
de  la  intersección  de  los  dos  cilindros,  supuesto  que  hemos  indicada 
mas  arriba  cuales  son  Ifts  aristas  visibles  en  cada  superficie  considerada 
aisladamente;  y  en  virtud  de  esto,  se  penetrará  fácilmente  de  las  partes 
seguidas  o  puntitadas  que  presenta  el  depurado.  En  cuanto  a  la  proyec-* 
cion  vertical,  también  se  aplican  a  ella  las  reglas  precedentes,  con  tal 
que  tengamos  presente,  que  respecto  a  esta  proyección  las  únicas  aristas 
visibles  sobre  el  primer  cilindro,  considerado  aisladamente,  son  las  que 
terminan  en  el  arco  T4G,  y  que  las  aristas  visibles  del  segundo  termi- 
nan todas  sobre  el  arco  YMU. 
FiG.  70.  295.  Observación  IL  £1  encnentro  de  dos  cilindros  puede  tener 
lugar  por  arranque  o  por  penetración.  Hai  arranqucy  cuando  las  trazas 
MNB  y  GHI  de  los  dos  planos  límites  son,  como  en  el  presente  depu- 
rado, tanjentes,  una  a  la  base  ABKH,  y  otra  a  la  XMY;  porque  en  este 
caso  hai  en  cada  cilindro  jeixeratrices  que  no  contienen  ningún  punto 
de  la  intersección,  y  en  virtud  de  esto,  no  hacen  sino  arrancarse 
mutuamente  una  parte  de  su  superficie,  en  tanto  que  las  partes  co- 
rrespondientes a  los  arcos  MON  y  HKG  conservan  su  integridad  en 
toda  su  lonjitud.  Importa  ademas  observar  que  en  este  caso,  todas 
las  partes  de  la  intersección  fi3rmarán  una  rama  sola  y  no  interrum- 
piduy  que  podrá  recorrer  un  punto  móvil  con  un  movimiento  conti* 
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11110,  sin  dejar  de  hallarse  a  un  mismo  tíempo  sobre  los  dos  cilindros. 

Por  el  contrario,  cuando  las  trazas  GHI  y  CAO  de  los  dos  planos fic.ti. 
límites  son  tanjentes  a  la  misma  base,  como  ea  la^.  71,  en  este  caso 
decimos  que  habrá  penetración^  porque  todas  las  jeneratrticea  delcüin" 
dro  XOY  entrarán  en  el  otro  cuerpo  y  trazarán  sobre  la  napa  corres- 
pondiente al  arco  AH,  la  primera  rama  cerrada;  en  seguida,  saldrán 
del  cilindro  por  otra  rama  también  cerrada  y  situada  en  la  napa  CG. 
Ademas,  estas  dos  curbas  de  entrada  y  de  salida  son  totalmente  distin- 
tas, y  no  tendrán  ninguna  parte  común  por  la  cual  pueda  un  punto  mó- 
vil pasar  de  una  a  otra  sin  interrupoion;  porque  estarán  separadas  en  el 
cilindro  grande,  por  las  napas  ABC  y  HK.G,  en  que  no  existe  ningún 
punto  de  intersección. 

296.  Observación  III.  !E)n  todos  casos,  la  intersección  no  tendrá 
ramas  if{finitas  si  las  dos  bases  son  cwrbas  cerradas.  Con  efecto,  pa- 
ra que  existiese  una  rama  que  se  estendiese  indeñnidamente,  era  pre- 
ciso que  se  hallase  sobre  uno  de  los  cilindros  una  jeneratriz  del  uno 
paralela  a  otra  jenerairiz  del  otro;  pero  entonces,  según  la  naturaleza 
de  estas  superficies,  todas  las  jeneratrices  serian  paralelas  entre  sí  en  los 
dos  cuerpos,  y  no  tendría  lugar  la  intersección;  o  se  reduciría  esta  a 
una  o  mas  rectas  correspondientes  a  los  puntos  de  encuentro  de  las 
dos  bases,  cuyo  jénero  de  línea  no  da  lugar  a  ninguna  discusión. 

Cuando  las  dos  bases,  o  una  de  ellas,  son  indefinidas,  bastará 
examinar  la  posición  de  los  planos  límites  (uíim.  299)  respecto  a  estas 
bases,  para  reconocer  si  alguno  de  los  planos  secantes  intermedios  pue- 
de llegar  a  cortar  alguna  de  las  bases  a  una  distancia  infinita. 

Problema  2.  Literseccion  de  dos  superficies  cónicas. 

297.  Sean  (S»  8')  la  cúspide  del  primer  cono,  y  AB  la  curba  que  fio.  72. 
sobre  el  plano  horizontal  le  sirve  de  base;  (T,  T')  y  DE   los  datos 
análogos  del  segundo  cono;  tb*ando,  en  este  caso,  tanjentes  a  las  bases 

que  sean  perpendiculares  a  la  línea  de  tierra,  obtendremos  las  rectas 
S'A'  y  S'B',  T*D'  y  T'E',  que  formarán  el  contorno  aparente  de  estas 
dos  superficies  sobre  el  plano  vertical.  En  cuanto  al  plano  horizontal, 
no  hai  sobre  él  otros  límites  que  las  trazas  AB  y  DE;  porque  estando, 
en  el  caso  presente,  las  cúspides  proyectadas  dentro  de  las  bases,  es 
imposible  tirar  por  los  puntos  S  y  T  tanjentes  a  estas  curbas  (núm.  119), 
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lo  cual  sería  necesario  para  obtener  planos  tanjentes  verticales.  Hare^ 
mos  ademas  abstracción  de  las  na))a8  saperiores  de  los  dos  conos,  con 
el  objeto  de  no  hacei'  invisible,  en  el  plano  horizontal,  la  rama  de  inter- 
sección procedente  de  las  napas  inferiores,  qne  es  la  que  especialmente 
debe  fijar  nuestra  atención. 

298,  Para  obtener  la  intersección  de  estos  dos  conos,  haremos  uso 
de  varios  planos  secantes  tirados  todos  par  la  recta  (ST,  S'T')  que  une 
las  dos  cúspides;  porque  esta  clase  de  planos  no  producirán  en  las  dos 
superficies  sino  secciones  rectilíneas  féciles  de  construir;  j  ademas,  sua 
trazas  horizontales  deberán  todas  pasar  evidentemente  por  el  punto  R. 
Consideremos  pues,  de  entre  todos  estót glanos,  el  que  tiene  por  traza 
a  la  recta  arbitraria  RIFGH;  este  plano  cortará  al  cono  T  según  dos 
jeneratrices  proyectadas  sobre  TF  y  TG,  y  al  cono  S  según  las  otras 
dos  proyectadas  sobre  81  y  8H;  y  como  esta* última  recta  encuentra  a 
las  precedentes  en  los  puntos  K  y  M,  sígnese  que  estos  dos  puntos 
pertenecerán  a  la  proyección  horizontal  de  la  intersección  pedida.  No 
Jiacemos  aquí  caso  de  los  puntos  de  sección  que  nos  produjese  la  arista 
SI,  en  virtud  de  que  esta  recta  no  va  a  cortar  a  las  jeneratrices  TF  y 
TG  sino  encima  de  la  cúspide  T,  y  por  consiguiente  estos  puntos 
pertenecerán  a  la  rama  de  intersección  situada  sobre  las  napas  superio- 
res, de  las  que  hemos  convenido  en  hacer  abstracción. 

En  cuanto  al  plano  vertical,  bastará  proyectar  sobre  la  línea  de  tierra 
los  pies  F,  G,  H  de  las  jeneratrices  que  acabamos  de  combinar,  y  sus 
proyecciones  verticales  TT\  T'G',  S'H'  nos  darán,  por  medio  de  su 
encuentro,  los  puntos  K'  y  M'  de  la  curba  de  intersección  proyectada  so- 
bre este  plano;  ademas,  sabemos  que  estos  últimos  puntos  deberán  estar 
relacionados  con  K  y  M,  por  la  condición  de  hallarse  de  dos  en  dos  so- 
bre una  misma  perpendicular  a  la  línea  de  tierra,  cuya  condición  podría 
también  servir  para  deducir  aquellos  de  estos,  no  empleando  para  ello 
sino  una  sola  jeneratriz  sobre  el  plano  vertical.  De  un  modo  entera* 
mente  semejante  operaremos  con  cualesquiera  otras  rectas  que  salgan 
del  punto  R;  pero  recomendamos  principiar  la  traza  del  depurado,  por 
la  indagación  de  los  y^no^  puntos  notables  de  que  vamos  a  hablar;  por- 
que es  mui  esencial  la  construcción  de  estos;  }*  una  vez  fijada  su  posi- 
ción, nos  será  fácil  proporcionar  el  número  de  planos  secantes  interme- 
dios, a  los  intervalos  que  queden  entre  los  puntos  hallados  ya. 
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299.  PuntoM  sobre  los  planos  limites.  Si  la  traza  R  de  la  línea  (ST,  ^^'^^ '^^• 
S'T')  DO  está  situada  dentro  de  las  dos  bases,  podremos,  desde  este 
punto,  tirar  dos  rectas  RPQ  y  RUY,  de  modo  que  cada  una  de  ellas  sea 

a  un  mismo  tiempo  tanjente  a  una  de  las  bases  y  secante  respecto  a  la 
4ri,ra :  en  este  caso  estas  rectas  serán  las  trazas  de  los  planos  secantes 
límites;  porque  vemos  mui  bien  que  cualquier  plano  tirado  por  las  dos 
cúspides  que  se  hallase  fuera  del  espacio  angular  VRQ,  no  encontraría 
sino  a  uno  solo  de  los  dos  conos,  y  por  consiguiente  no  podría  contener 
ningún  punto  de  su  intersección.  Ademas,  si  aplicamos  al  plano  límite 
RPQ  el  método  jeneral  de  construcción  indicado  en  el  número  prece- 
dente, hallaremos  el  punto  (L,  L'),  en  que  la  jeneratriz  (SLQ,  S'L'Q') 
es  tanjente  a  la  curba  de  intersección  en  el  espacio,  y  este  contacto  de- 
berá efectuarse  sobre  los  dos  planos  de  proyección  j  según  se  ve  en  el 
depurado  que  presentamos.  Con  efecto,  la  jeneratriz  (SQ,  S'Q')  está 
contenida  en  el  plano  límite  RQ,  que  por  hipótesis  es  tanjente  al  cono 
T  según  la  arista  TLP,  y  por  consiguiente  en  el  punto  (L,  L');  pero 
esta  jeneratriz  (SQ,  S'Q')  se  halla  también  evidentemente  en  el  plano 
que  toque  al  cono  S  en  el  punto  (L,  U)\  luego  es  la  intersección  de 
los  planos  tanjentes  tirados  a  las  dos  superficies  por  el  punto  (L,  L^,  y 
por  consiguiente  (núm.  213)  es  también  tanjente  a  la  curba  según  la 
que  se  cortan  estas  dos  superficies. 

Del  mismo  modo  probaríamos  que  el  plano  RUY  nos  da  un  punto 
(N,  N'),  en  que  la  arista  (SY,  ST')  toea  a  la  curba  sobre  los  dos  pla- 
nos de  proyección. 

300.  Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Haremos  pasar  planos 
secantes  por  los  pies  B,  £,  D,  en  que  terminan  las  aristas  que  forman 
el  contorno  aparente  de  cada  superficie,  y  por  el  método  jeneral  del 
num.  298,  obtendremos  los  puntos  (6,  6'),  (&,  V\  (e,  e'),  (d,  d'),  en  que 
la  curba  toca^  pero  solo  sobre  el  plano  vertical^  a  las  aristas  correspon- 
dientes. Con  efecto,  en  el  punto  (g,  g'),  por  ejemplo,  la  tanjente  a  la  cur- 
ba en  el  espacio  es  mui  diferente  de  la  jeneratriz  (SB,  S'B');  pero  es- 
tas dos  rectas  se  hallan  ambas  en  el  plano  S'B'B  que  es  tanjente  al  largo 
de  esta  jeneratriz;  y  como  este  plano  es  evidentemente  perpendicular  al 
plano  vertical,  resulta  de  aquí  que  la  tanjente  y  la  jeneratriz  de  que 
hablamos,  se  confundirán  en  la  proyección  vertical;  por  consiguiente, 
será  preciso  que  la  recta  S'B'  toque  a  la  curba  sobre  el  plano  vertical. 
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en  tanto  qae  SB  estará  lejos  de  ser  taojénte  a  la  proyección  hori- 
zontal. 

Observemos,  ademas,  que  siempre  será  en  alguno  de  los  puntos  de 
que  acabamos  de  hablar,  donde  se  efectuará  el  paso  de  la  parte  rmU^ 
a  la  invisible  de  la  curba  de  intersección;  esta  es  la  rason  porque  es 
mui  importante  conocer  los  puntos  situados  sobre  los  contomos  aparen- 
tes  con  preferencia  a  otros  puntos,  aunque  estén  mui  próximos  a  estos. 
Ademas  daremos  mui  pronto  una  re^la  jenera)  para  discernir  Im  artos 
visibles  de  los  invisibles  en  la  curba  de  intersección. 
FIO.  72.  301 .  La  tanjente  en  un  punta  cualquiera  (Mí  M')  de  esta  Curba,  nos 
la  dará  a  conocer  (nám.  213)  la  intersección' de  Itts  dos  planos' que  ton- 
quen a  los  conos  según  las  aristas  BMH  y  TM6;  y  como  las  trazas 
horizotales  de  estos  planos  son  las  rectas  H&  y  G6  tanjentos  a  las  bases; 
sigúese  que  el  punto  9,  en  que  se  cortan  estas  ultimas  Metas,  es  el  pie 
de  la  tanjente  que  por  consiguiente,  tiene  por  proyección  horizontal  a 
la  recta  6M«  En  cuanto  a  la  proyección  veirtical  d'M'^  la  obtendremos 
proyectando  el  punto  0  a  la  línea  de  tierra  en  ^^ 
*  302.  Podemos  también  proponernos  hallar  el  punto  mas  bajo  y  mas 
alto  de  la  curba  de  intersección,  es  decir  los  puntos  en  que  la  tanjente 
es  horizontal.  Para  esto  es  preciso,  en  primer  lirgar,  hallar  un  plano 
secante  RxX  de  tal  naturaleza  que  corte  a  las  bases  en  dos  puntos  x  y 
X,  en  que  las  tanjentes  xy  y  XY  sean  paralelas :  esta  primera  indaga- 
ción, que  será  mas  o  menos  fácil  según  sea  la  naturaleza  de  las  curbas 
AHB  y  D6E,  podrá  efectuarse  siempre  de  un  modo  suficientemente 
exacto,  por  medio  de  un  corto  numero  de  ensayos  hechos  con  diversas 
secantes  tiradas  desde  el  punto  R,  y  en  cuyo  estremo  las  tanjentes  a  las 
dos  bases  converjan  en  sentido  contrario.  Sentado  esto,  aplicaremos  al 
plano  secante  RxX  el  método  jeneral  del  núm.  298,  y  obtendremos  un 
panto  (^,  í¡*)j  en  el  cual  la  tanjente  a  la  curba  de  intersecion  se  hallará 
a  un  mismo  tiempo  en  los  dos  planos  tanjentes  al  largo  de  las  aristas 
Tx  y  SX;  pero  como  estos  tienen  por  trazas  a  rry  y  XY  que,  por  hi- 
pótesis, son  paralelas  entre  sí,  no  podrán  cortarse  sino  según  una  rec- 
ta que  será  también  paralela  a  XY,  y  por  consiguiente  horizontal.  Luego 
el  punto  (^,4)3^^^^^  P^'^o  mas  bajo  de  la  curba  de  intersección,  y  el 
punto  mas  alto  lo  hallaríamos  de  un  modo  análogo; 

303.    Observación  I.  Para  discernir  en  la  proyección  vertical  de  la 
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intei^éceion  lod  áreos  tiMleé  dé  iM  qué  ño  io  éód^  es  ptiscifió  ttbUéll^ftt 
^né  si  el  coúó  S  fúéÉQ  el  áttico  ^ué  e^tetiés^  éti  el  depurado,  téttdrfátttoS 
qne  las  Hfistas  qué  terdiiDiáBéíi  feobife  él  áftíó  AQB  Serian  toda*  Visible* 
sobre  el  plano  veitkal-,  etí  táñto^ne  las  qiie  cayesen  sobré  él  éitó  AYB 
no  se  verían  :  así  ttiismOi  si  Sé4o  él  cótub  T  existiese,  las  arístits  tisiblé* 
de  esta  sñperíieie  serian  las  qtié  tefiniñaseíi  sdtn-e  el  arco  DPE,  f  toda* 
las  demás  serian  invisibles.  Péfo  cuando  los  dos  donos  existan  siñiiil'' 
táneamente,  como  en  lá  presente  éiiestion,  podrá  suceder  que  Una  arista 
visible  sobre  el  primero,  esté  oculta  en  su  totalidad  o  en  parte  de  ella 
por  el  segando.  Sin  élnbárgt)»  si  éstá  áñstá  llega  á  encontrar  a  tana 
jeneratriz  también  visible  en  esta  últítná  sujperficiéi  eSéláro  qae  enton- 
ces dicha  arista  sérá  ^slblé  éti  este  sitio»  j^or  ottá  parte.  Siempre  qne 
se  halle  un  punto  sobre  tina  arista  que  sea  irivisible,  bó  eonsideranéo 
sino  él  úono  a  que  pertenece,  es  cierto  que  coKi  mayor  ra^óíi  será  in- 
visible este  punto,  cuando  existan  a  un  mismo  tiempo  las  dos  supéiffi-' 
cies¿  Por  consiguiente,  podemos  sentar  las  dos  reglas  siguientes,  con 
cuyo  auSilio  distinguirá  fácilmente  él  lector,  las  paites  8i^idá$  o 
puntuaitas  de  las  líneas  que  sobre  el  plano  vertical  Contiene  el  depara* 
do  que  presentamoSir 

Skrá  TisiBLfi  un  punta  de  la  curba  de  interteccum,  eiempte  que  temí^ 
te  del  encuentro  de  dos  /BNEftAtRicEs  visibles  ánüfoe  en  eada  euperfiéie 
caneiderada  comú  H  ella  sola  existiese^ 

8erá  tírfVáiBVB  un  punto  de  lainteriéccion^  cuándo  feeulte  del  encuen- 
tro de  dos  jeneratricee,  üe  las  que,  a  lo  menos,  unassa  invisible  súhré 
la  superficie  a  gue  pertenezca. 

Estas  dos  reglas  son  también  ciertas  en  la  proyección  horizontal; 
pero  aquí,  en  que  las  dos  cúspides  están  proyectadas  dentro  de  las 
bases,  no  hai  pfcino  tanjente  que  sea  vertical^  y  por  consiguiente  (núm. 
106)^  toda»  las  aristas  de  los  dos  conos  son  visibles  sobre  el  plano  hori- 
zontal, cuando  cada  una  de  las  superficies  existe  sola,  hacemos  abs- 
tracción de  lae  napas  soi»eriores,  según  hemos  convenido  en  los  datos 
de  ki  cuestión.  Pw  consiguiente,  la  aplicación  de  la  primera  regla  nos 
dice  que  la  curba  de  intersección  es  enceramente  visible  sobre  el 
plano  horizontal,  y  que  por  lo  tanto  debe  representarse  con  un  trazo 
seguido. 

304.     Observemos  aun  que  las  reglas  precedentes  son  también  apli- 

24 
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cables  a  las  intersecciones  de,  dos  superiíici^  cualesquiera»  con  tal  qiiM 
entendamas  por  la  palabnet  jeneratriz  l^Jíwiu:  recta:  o  curba  que,  pov 
medio  de  su  movimiento»' produce  la  superficial  pai^cqlar  de  qjaejtraMH 
mos;  y  que  después  de  haber  determinado^  (núip-i  106)  el  contotiao  apár- 
rente de  esta  superficie  sobre  cada  uno^'de  los  .planos  fijos,  nos  dedír? 
quemes  a  reconocer  cuáles  son  las  porciones:  de  jeneratrices  situadas 
¿2eZan¿^  o  mamn  de  este  contorno  aparente.... 

305.  Observación  IL  Tanto  eujla  intersecpion  de  dos  conos  coiuq 
en  la  de  dos  cilindros  (num*  296^  .poede  baberpc9itf(r#c¿Mi  o  urran^j 
El  primer  caso  tiene  lugar  en  el  depurado- que. presentamos»  porq^  laa 
trazas  RUY  y  RP,Q  00  los  dos  planos  limites  son  taujéntes  ^lu.mi^ 
ma  base;  pero  estBi  penetración' tío  siempre  es^diQ^la  existencia  -  do  ra-i 
mas  infinitas»  como  lo  verei«od  w  el  depuradp  ^S.  Habría^  art^mque 
cuando  uno  de  los  pjlan9s  límites  es  tanjente.a  la  primeria  base,  y;  ^1  otro 
tánjente.a  la  segunda^  . 

Tp^G.it^.  30^  j)£  LAS*  RAMAS  MFiNiTAs»  Tomemos  poT. ejemplo  de  estasín^^ 
vestigaciones  los  dos  conos  representado^  sobj^e  : el i, plano  vertical  por 
D'S'E'  y  A'T'B,  y  cuyas  bases  don  Aa  elipse  PFJBiy  el  círcuto^^AHÍB^ 
Si  en  primer  lugar  determinamos  los  planos  límite$,^nüm*  299)»  halla* 
remos  que  las  rectas  RL  y  RK  son  tanj^ntes  al  qjurcolo  y  secantes  Itla 
elipse;  cada  una  de  estas  trazas»  la  RL  ponsjemplp»  nbsdará  en  ségui-^ 
da  tres  aristas  proyectadas  sobre  TN»  SM  y  SL», situadas  en  el  niisma 
plano;  y  cuyos  encuentros  nos  darán  también  los  despuntes  #1  y  fc,  en  que 
las  jeneratrices  SLy  SM  tocarán  a  Ja  curba  (núm«^  299).  Respecto  a  otro 
plano  secante  RIGHF  situado  entre  los.  planos  límites»  obtendremos 
cuatro  aristas  que  solo  nos  darán  tres  puntos  y»  ^  y^  dé  la  intersección, 
porque  en  el  caso  actual  no  tendrá  lugar  el  encuentro  de  las  do» 
jeneratrices  TH  y  SG  sino  por  el  lado  de  arriba  de  las  cúspides  T  yS»; 
y  por  consiguiente  sobre  la  napa (Sji^ríor  de  los  dos  conos»: de  laque 
hacemos  abstracción  por  el  mismot  motivo  que  en  el  núm.  297« 

Los  puntos  cuyas  proy^ecciones  horizontales  acabamos  de  detenninar 
se  hallarán  sobre  el. plano  Vertical»  proyectando  sobre  la  línea  de  tierra 
los  pies  de  las  jeneratrices  producidas  porcada  plano  secante»  y  uniendo 
estos  últimos  puntos  con  T'  y  S'.  Ademas»  si  consideramos  las  jene- 
ratrices relativas  al  contorno  aparente  de  los  dos  conos»  que  ségon 
la  presente  disposición  de. küs  datos»  están   lan  cuatro  situadas  €(n  el 


CAPITULO  llt     l!fTER8ECCI0I«reS  DE  DOS  SnPERFtCIES  CCREAS.  l^ 

plano  vertical  RSTj  obtendremos  inmediatamente  los  puntos  cT,  d',  e', 

que  será  preciso  proyectar  sobre  RT  a  d,&,  eiy  en  seguida,  como 

los  puntos  V  7  U,  en  que  se  cortan  las  dos  bases,  forman  evidentemente 

parte  de  la  intersección  de  los  dos  conos,  esta  curbnse  presentará  en 

el  caso  actual  b^jo  la  forma  de  dos  ramas  distintas 

* 

307.  Si  hubiéramos  tomado  en  consideración  las  dos  napas  supe- 
riores, habria  habido  otra  tercer  rama  de  intersección;  pero  en  todos 
los  casos  en  que  las  bases  de  los  conos  sean  curbas  de  segundo  gra- 
do, la  totalidad  dé  las  ramas  de  intersección  deberá  formar,  sobre  cada 
plano  de  proyección,  uu  sistema  de  líneas  tales,  que  una  recta  no  podrá 
encontrar  en  mas  de  cuatro  puntos.  Con  efecto,  siendo  entonces  las 
equaciones  mismas  de  las  dos  «upérfícies  cónicas  de  segundo  grado,  no 
podremos  venir  a  parar,  por  tiiedio  de  la  eliminación  dé  una  de  las  varia- 
bles X,  y  o  z,  sino  a  una  eqaacion  final  que  a  lo  mas  será  de  cuatro  gra- 
do; de  modo  que  la  combinación  de  éstaíiltima  equacion  con  la  de  una 
recta  cualquiera,  nonos  dará  jamas  maíi  de  cuatro  soluciones  comunes. 

308.  En  el  depurado  que  presentamos^  hemos  dispuesto  las  dos 
bases  y  las  -cúspides  de  modo  que  el  plano  vertical  RST  divida,  en  dos 
partes  iguales,  a  todas  las  cuerdas  que  en  cada  superficie  cónica  le 
son  perpendiculares,  como  a  VU,  LK....;  y  así  este  plano,  es  un  plano 
PRINCIPAL  comuñ  a  estas  dos  superficies  de  segundo  grado.  Pero  sabe- 
mos que  entonces  la  curba  de  intersección  no  solo  es  simétrica  a  los 
dos  lados  de  este  plano,  sino  que  ademas  se  proyecta,  la  totalidad  de 
ella,  sobre  este  plano  principal,  según  una  línea  de  segnndo  grado  (^); 
por  consiguiente,  las  curbas  f^fx'V  y  d'A'^'  son  aquí  porciones  de  una 
misma  hipérbola.  Ademas,  •  la  rama  ^'d*  prolongada  hasta  el  encuentro 
de  las  dos^  jeneratrices  A'T  y  E*S*,  principiará  a  recibir  la  proyec- 
ción de  la  curba  ségun  la  que  se  cortan  las  napas  superiores  de  los 
dos  conos.  :     ' 

309.  Por  ana  consecuencia  ¿e  lá  simetría  que  presenta  la  intersec- 

•  ■  ■  •  ■  .       . 

(*)  .  idéase  el  Análisis  apUca<k> «  ia  Jeometría  de  las  tres  dimensio- 
nes, cap,  IX. 


oipn  de  e^tps  dos  cono?  »  nw,y  ptF«  pwrtQ  del plppq  ver^t^al.  BSSfTf 
ea  ppr  |{^  qae  e^ta  cnrba  corta  brn^caoimte,  a  }a9  jfw^ratFices  del  o(W;f 
torno  ^parqpt^  en  lo?  p9QtQs  (f,  í'  y  g'j  eq  liig«í  dQ  qu^,  en  j«weffftii 
una  curba  aitaada  spbrp  una  superfioiie  cualquiera  debp  teicmn  f^  |Vf4NT 
yecdon,  al  contorno  apnreqte  en  el  pui^to  eq  qp^  le  «ncq^ntppQ.  Cofk  9J^Qn 
tOy  respecto  a  este  puntP,  la  tanjente  de  la  corba  y  la  del  contorno  apa*- 
rente  están  ambas  situadas  en  ñn  plana  tanjente  que  es  perpendicular 
(nóni.  106)  «I  plano  d^  proyección,  y  pojs  conAÍgWf»nt«)  w  ponfUnd«Q  las 
proyeccipqes  de  estfia  dos  taiyeatas;  perQ^u^Qdo.Qanw  ctquí  avfceidci  {|( 
punto  (¿I  éT)»  la  tanjente  da  la  curba  ei|  yerpef^dieuUn'  ai  pl^nfi^v$r- 
tkal,  pntónces  la  proyección  dp  esta  rept»  ap  nduoq  a'Vfi  apio  pnmp  !Í% 
y  cpmo  el  eUm^ntp  que  hft  «id^  ppV9m^  «  1»  «9«bft  y  *1.  gfmtomy^pBr 
rente  llega  a  dea^pfirpqer  sobra  li|  prayeccjpa  iFarti^alk'flP  prpawlffnyia 
eataa  dos  línaA?  i|ing99.  pontactQ  pQU^  4i. 

3JQ.  Elx^miR^menfl  ahpr«  m  h  iqtemewwp  pmfppt»  r^tvoii  »fi^»¿n 
ÉflMfi  y  PfW  p*ti^  iodagqeipp?  ai  w*ra  uno  4e  l^  c^mo*  ,^Í9te^guna  j^ 
ner^tfiz  qtte  seck  pqtaUlq  a  é^lg^na  df,  ¡m  J WWÍ w^  i$  <a  «Ir^  «f?p«?> 
jfiof  <4^fca;  porqup  8<  no  Upnp  lugar  pata  c^i^fiWffjtatWMai  no  ppdrA  9^^^ 
twrap  pl  c^coe^ü'o  d^  doawiatw  «tp^w  W  W  WRmia  pí^po  aino  a 

\m%  djatftpplft  iqA^itai  y  por  (HMwi^pi^Rtp  mpg«n«;  r«9iA  4a  J«  mtapwffn 

cioq  fe  e9tp(H^FÍ^  wdP^d4Bie«tp.  .,:; 

F\G.  73.  Qpp  ^i^p  ^^  recpuoceír  al  eyiatP  ^n  Ips  áfi^  QQPpi^  d^P  aríatap  qufh^eflui. 
respectivaHieptpp^Falpldü,  «os  Agurftrpmpa  que  al  conoT*  pwpjeinplQ^  a^^ 
ha  tr^qppprtado  pataMamenU  a,  %i  «winp^  haata  que  raabalando  au  cúa<^ 
pide  sobre  Ift  rpcta  (TB,  T'R')f  ll«g*e  a  coincidir  con  Ja  cúspide  (8»  S'); 
en  spguidpi  opptmírpinpf  lifr  UaM^iorizontAl  de  oatjaeono  qup  bpof^o»  tr^aa-) 
pcurtado,  ^  onal  llqimaréuioa  ot  eono  T^VPara  ot^tener  eata  puevia  baapi 
quesera  un»  curbft  setn^mt^  a  AVB,  aw6  preciaos  en  jpneralf  tirar  dpa^  «I 
pupto  (B,  B')  vajias  reciaa  par al^l^i»  <i  tas  ariMaadol  oonp  priiuHive'.Tjt  y 
hallar  sus  trasuui  hprí^QPtalpa;  pero  enando  el  eouQ  T  tenga  por  baa^jG^ 

un  círculo,  como  sucede  en  el  ejemplo  presente,  bastará,  evidentPinei^'> 
ürar  la  rpQta  (SV,  Sa)  jM^ralpla  a  (TA\  XA),  y  la  recta  (8'^',  8*>.para- 
lela  (T'B',  TB),  y  en  seguida  describir  un  círculo  con  la  distancia  ab 
como  diámetro.  Ademas,  este  círculo,  o  jeneralmente  la  traza  del  cono 
T'',  deberá  ser  tOJiijente  a  loa  doa  pbioé»  Uinitep  RJL:  y  RK;.  porque  pa- 
tos tocaban  al  cono  T,  y  como  pasan  por  la  recta  (TR,  ITRt)»  aA  iangor 
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^e  \»,  cual  ha  resbalado  la  cúspide  del  oobp  méy'Af  «stos  ooBtmiiwáii 
siendo  taojeatea  i|  asta  superficie  transportada  a  TV,  .  <,:    ri  -: 

31 1  <  Sentado  esto,  si  la  nueva  baae  aOk  no  tiene  niiigim  pwito  <oninii 
eon  la  base  DLE  del  cono  inmóvil  6,  tampooo  los  dos  conoa  S  y  T'^. 
tendrán  ninguna  jen^ratriz  coman^y  por  gonsigniente  no  babra  6n  loa 
conos  S  y  T  aristas  paralelas;  porque  doa  aristas  que  cumpliesen  coooi 
esta  condición^  evidentemente  deberían  coincidir»  cuando  la:  cuspido  T 
llegase  a  S.  Lu^go,  eaestQ  caso»  la  interjección  de  loa  do9  cenaos  oa 
tendrá  ninguna  rama  infinita. 

312.  Si,  como  sucede  en  el  depurado  qua  priBsantamoa,  la  bat»e  ^^ 
corta  en  alguna  parte,  por  ejemplo  en  Q»  a^la  base  Dl^K  dot  cono  in^ 
móvil  8,  Jo4  dos  conos  S  y  T"  tandrán  una  janeratriis  coonin  SQ;  y 
en  sQgnida,  «uando  rastitnyamos  T"  a  T»  esta  jeneratriz  «^  la  arista 
TP  paralela  a  SQí  y  aaí  estas  serán  las  dos  jeneratricfs  respectivas 
manta  paralelas  en  los  nonos  primitivos  T  y  3,  y  sus  piea  P  y  Q  deba^ 
rán  hallarse  patentementa  sobre  una  recta  que  termipe  en  R,  que  s^rá 
la  traza  del  plano  que  contiene  a  estas  dos  ariftaa*  f)n  este  caaPi  a 
medida  qna  loa  planos  secantes  aa  aproximan  a  HQJPi  eetarán  laa  doa 
arista  que  nos  den»  mas  próximaa  a  aar  paralelas,  su  punto  da.  aaaci^^ 
estará  también  mas  díatanta)  y  pqr  i^ltiiPQ  sa  baUará ,  a  u«a  dwtan^ia^ 
infinita  qnando  lleguemos  a  las  dos  jenaratrices  ^l^y  SQ;  de  modo 
qne  babr^  una  rama  infinita  cí^V  que  courverjirá  ágia  una  u  otra  de  esta^ 
jenaratrices.  Una  consecuanciu  análoga  tendrá  lugar  respecto  a  laranoA 
^V,  cuya  prolongación  indefinida  esta  indicada  por  ii^a  doa  jen^r^tricea. 
paralelas  S^  y  Tp^  a  que  nos  conduce  el  segundo  punto  da  ifeocipn  9 
d^i  círculo  aOib  con  la  elipse  DLE;  y  ademas»;  l^s  dos  mismos  paras  do 
jeneratrices  paralelas,  nos  darán  también  Ips  pun^oa  infinitamente;  die^ 
tantas  de  la  rama  de  intersección  producida  por  las  dos  napas  supe- 
rieres»  qua  no  hemos  cr^ido.coaveqienta  ];epreseruar  en  al  preserHe 
dapurado.  :      >. . 

313.  De  las  ^wOotM.  Cuando  una  ran#  infinita  erf¿V  resulta^  como  no.  is. 
en  al  Qaso  preaonAa»  de  un  pu^tq  da^  mowm  verdadera  en^tr^  las  bnaes 
IXInG  y  uGíb^  esta  rama  1  «dwiite  u«a  m^tota*  Qon  afecto,  como  esta 
aaUítota  es  la  taoj.anta  de  la  c;urbAen^l:puptQ  infinitamente  distante  acia 

q1  «uaLsa  dir^en  la^  dos  jenefatricaa  paralataa  TPy  @Q,  didia  asíntota 
noala  dará  la  intar80CCH>n  de  k>s  planos  taiuanta)}  a.los  dos  conos,  al 
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largo  de  estas  jeneratricos;  fiera  cobo  éstoé  planos  tíenen  por  traols  'á 
las  rectas  P6  y  Q6  tánjentés  a  las  basés,  y  qne  mn$onparaldM  entufe  $A^ 
el  panto  O  eirqnese  corten  estás  traaas^  pertenecerá  a  la  asíntota  |^i- 
da,  qne  será  la  recta  Qé  ús:9úá^  jkiriddavunte  a  SQ;  porqué  como  eslw 
dos  plaii«íBÍta^jentei»  son  pataleloea  SCI,  no  podrán  cortarte  sirio  cíégttft 
nnalíiieaiÍMiYalelaaeiifiájeiieratríí.  .  :t    . 

'■■  La  otra '  anstá^e^  se  ^etnlfá  dé  oñ  modo  enteramente  ftemejaVite,  y 
en  razón  a  la  simetría  de  kM  plfeisientes  datoá  á  ntfo  j  otro  lado 'def  pla^ 
no  vertical  RST,  esta  asíntota  deberá  cortar  áíá  primera  sobMf '  Isí  tedia 
RT;  ademas,  estas  dos  átfiltbtas  serán  al  misnfo  tiempo  eliifliite-de  las 
tanjentes  a  la  rama  de tht^rÉieecidn  délas  doanttpassnpérkii^B.'      -    ' 

V  314.  Proyectando  él  pünM  9  0|  a  la  línea  de  tierra,  y  tirando  nua 
paralela  ala  jeherátf¡t!S'Cl',teádrfaÍQáod  la  asíntota  coMfAn ^  Iber  dos  tra- 
mad fí'V*  y  /l'í'  de'  la  hipérbola  que  recibe  la  proyección  yertical  de  la 
intersección^  péró  las^  cbnsidéráciMes  precedentes  no  nos  proporciótoaii^ 
la  segunda  a&Afttbtá  de  esta  hfpérbola^^  Es  fáeit  perctbir  la  razón  de  esCá' 
diferencia;  portiue  kra'raáásfiV  y  ^t^^V&^ñqne  i9oti'  indefiñidaB^  rióC^ití^ 

tieiien  nirignn  punéé  cié  la  interMcieion  ddl  ofn>  ládO' de  é^  y  dé  €P>  y  M^ 

i  >  *  • 

gnn  ésto  están  verdaderamente  limitadáÉi  ein  taiit6  qné  se  las  consíéere 
como  peiténéciéntés  a  la  vek'aios  dob  ¿onos,  y  por  coníiiguieiite^  bajo 
este  punto  dé  vista,  qué  ^s  él  thismo  del  probléiha  qne  nos  oénpa,  nb 
admiten  asíntotas.  En  lagar  qne,  de  las  dos  remas  ft'V  y  ^*d',  la  pit- 
mera  es  verdaderamente  indéfíriida  bajo  todo  aspecto  (tíum.  312);  y  atin 
cuando  la  segunda  parezca  terminarse  en  el  punto  d\  cuando  se  la  mira 
como  el  lugar  de  los  puntos  comunes  a  las  dos  superficies  cónicas,  sin 
embargo,  después  dé  un  intervalo  imajinario  bajo  este  concepto,  vuelve' 
esta  rama  a  ser  réaU  efectuándose  esto  desde  el  punto  de  encuentro  dé 
las  jeneratricos  A'T'  y  E'S*;  porque;  entonces  recibe  la  proyección  dé  lá 
intersección  de  las  dos  napas  superiores  (num.  308),  que  también  ecí 
una  curba  indefinida.  Y  así,  por  este  motivo,  el  método  de  las  intersección 
nes  debia  darnos  la  asíntota  dé  esta  rama  de  hipérbola. 
FTG.73.  315.  Rama  infinita  idn  MÍntofas.  Si  hubiese  firucedido  que  deii- 
pues  de  efectuada  lá  construcción  del  núm.  310,  la  baseaQidéf 
cono  T"  hubiera  ^6^a¿?«7  a  la  base  i>LE  en  un  ]mnto  tal  comoQ; 
entonces  la  arista  SQ  habría -feido  colfimn  a  los  dos  conosí  S  y  T'-,' 
y  por  consiguiente  la)9'Stitiérft6ié8 '6  y  ^  hdbiératí  también  tehído* 
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<los  jeneratrices  paralelas  SQ  y  TP;  por  consiguiente,  la  intersiec- 
cíon  presentaría  aun  una  rama  infinita,  pero  esta  curbá  no'  tendría 
asíntota.  Con  efecto,  como  las  bas^  PLE.  y  aQ¿  tienen,  en  la  actual  hi» 
pótesis,  un(jL  tanjente  común  ea-^i  coincidirán  completamente  Ias;pIanofif 
tanjentes  a  los  conos  S  y  T"  en  todo  el  largo  de  la  arista  SQ;  luego, 
cuando  T''  se  haya  vuelto,  paralelamente  a  sí  mismo,  .a  )a  posición  pri- 
mitiva T,  los  planos  tanjentes  en  toda  la  lonjitud  de  los  jeneratrices  SQ 
y  TP,  se  hhlhxkn. paraielos  entre  sí;  y  entonces  su  intersección,  que 
debe  ser  la  asíntota  pedida,  se  trasladará,  toda  ella  a  una  distancia  in- 
finita, es  decir  que  no  existirá  ya  p^ra  nosotros,  Esto  es  loque  sucede 
en  una  parábola  común,  en  que  las  tanjentes  no  tienen  límite  finito^ . 


■  I 


PíEtOBLEMA  3.  Intersección  de  un  cimo  y  de  un  cilindro,  *  ^ 

m  ■  t  .  .  -  .    ■  , 

í    .        .     ■  ...  I  ■-  . 

316.  Gomo  esta  cuestión  tiede  mucha  anaiojía  con  los  dos  proble^  Fig.  74. 
mas  precedentes,  nos  contentaremos  con  indicar  su  solución  por  medio 
de  una  figura  en  perspectiva.  Sean^  pnes,  SAB  el  cono  y  GDE;  el  ci- 
lindro propuestos  :  tiraremos  por  la  cúspide  S  .una  parálela  SR  a  las 
jeneratrices  del  cilindro;  y  considerfmdo  que  por  esia  jectase  hanthrado 
diversos  planos  secantes,  estos  evidentemente  producirán  en  las  dos 
superficies,  secciones  reetüíneae  mui  fáciles  de  (Construir,  y  cuyos^  pun- 
tos mutuos  de  encuentro  serán  pertenecientes  a  la  cnrba  pedida.  •  ' 
'317.  Los  planos  secantes  ZiinzX^^  se  obtendrán  también,  tirando  por 
el  punto  R  dos  rectas  ELK  y  RL,  Kkada  una  de  las  qiie  sea  a  la  vez 
tanjente  auna  de  las  bases  y  secante  respecto  a  la  otra, y  estoir planos 
nos  darán  los  puntos  en  que  es  tocada  ia  curba  por  las  aristas  del  cono 
o  por  las  del  cilindro,  segnn  corte  el  plano  límite  RLa  una  o  otra  de 
estas  superficies.  (Véase  num.  299)« 

318.  Cuando  las  dos  bases  son  curbas  cerradas,  no  habrá  ramas 
infinitas  sino  en  caso  de  que  una  de  las  jeneratríces  del  cono  sea  paralela 
a  las  aristas  del  cilindro,  cuya  circunatancia  reconoceremos  inmediata-- 
mente,  porque  en  tal  caso  la  recta  SR  deberá  precisamente  terminar  sobre 
contorno  de  la  base  ALRK.  Y  aun  será  preciso  que  la  tanjente  en  este 
punto  pueda  cortar  a  la  base  del  cilindí'ó;  sin  lo  cual  ninguna  rama  de 
la  intersección  converjiria  acia  la  jeneratriz  SR,.  como  os  fácil  conocer 
construyendo  la  figura  relatiiita.a  este  eaao  particular,  r 
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)Problema  4.    Intersección  deun(i  esfera  y  un  cono  concéntricos.  . 

i. 

FiG.  15.  319.  bma  (a,  B")  í^  tagpiáÁ  y  4BC![>E.....  lá  bMe  del  ctfflb  j»M- 
{mesto;  Éeatt  a«í  Miíiihb'  XK¥  f  X'Z^  lá«  pVóyiHrtiohM  4fe'  U  «iMk 
qM  tíeñe  iiu  ceiitto  eH  (S^  B^,  f  "ifUé  éú  el  ceáú  pnééúté  M^Mñíémbk 
réduektft  al  hemisferio  utipeñát,  túú  ti  ññ  dé  dejar  v0r  lá  curbá  dé  inr¿ 
téfséct^od  sobre  él  pláiid  liorttotital.' Para  cortar  estat  das  éoi^erfiéiéÉv 
étapléaréttioft  platids  vertíealeltf  titodóa  pat  la  céteplde  (S^  @*);  ébtré  to^ 
d<m^éfiitoÉr ptanot irfééátites él (jjtie  tíétie  p^r  ü^'fet  la  rocta  arititinHa 
0M;  éncttentra  a  fá  base  del  coto  én  él  ji>tiAto  M;  f  jMr '¿obit^fneftCe  corta 
a  esta  sopérftclé éégtb  la  aiiiÉta(SM,  S'BT);  éntáittó  qné  eMí  la  eafoM 
da  por  sección  un  círculo  máximo.  Por  consiguiente,  si  aplicamos  este 
plano  SM  al .  mérídiaiiovpliacifMiil .  8Y>  el  círovlo  fllázhno  caÍMÍdirá 
con  X'Z'Y^,  7  la  jeneratriz  vendrá  a  ser  (SP,  BT*),  en  tal  caso  estas 
dos  líneas  se-  clorlarán  eé  :el  .pUnta  (Cl»  Q,')r  bastará  restablecer  eéte, 
pOroDsedip  de  un  arco  de  aírenlo  hcNrisontal^  al  ponto  (m,  m')  de  lajano^ 
ratria  j^tioiitivay  j  asíase  hallará i]|n  punto  da  h(.«inrba,de  interseosioh 
del  coao  con  la  esfiM».   >  -  míí 

320.  Será  muí  buena ;  qm  apliquemos^  al  mitaio  tíéihpo«  la  ws- 1. 
tnlcciota  precedente  a  los  doB  i  planos  meridianos  BM  y  SN  que  encneii'' 
tran  a  la  base  del  cckbo  eá  dos  püntoe  M  y  M  .situados  a  igual  4listaiiK 
cia  de  S;  porqué  por  medio  del  mismo  paralelo. RQ'  de  la  esfera»  ob- 
tendremos otro  segundo  punté  (n^al^  situado  sobre  la  jeneratriz  (SN, 
B'N')y  la  que  evidentemente  vieneitambien  a  isq>licarBe  sobre  BT'..  Ade- 
mas, sirviéndonos  del  mismo  procedimiento,  deberemos  construir  espe- 
cialmente los  puntos  de  la  curba  de  intersección  que  estén  situados 
sobre  las  aristas 

(SA,  S'A'),  (8B,  S'BO,  (SE,  S'E'),  (SF,  ST'), 

las  cuales  forman  el  contomo  aparente  del  cono,  o  están  colocadas  en 
el  meridiano  que  da  a  conocer  eleontorno  aparente  de  la  esfera,  porque 
así  obtendremos  los  cuadro  puntos 

^         i        -  •  • .    * 

i 

en  que  la  curba  debe,  encd  plañen  Tertital,  tocara  uno  u  otro  de  estos 
contornos  aparentes.  Ademas^  aegon.  la  regla  establecida  en  el  ivám# 
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304,  en  uno  de  estos  puntos  será  siempre  en  el  que  se  efectué  el  paso 
de  la  parte  visible  a  la  invisible  en  la  proyección  vertical,  por  ejemplo, 
en  el  presente  caso,  tiene  lugar  este  paso  en  (&,  ¿'),  y  no  en  (a,  a^,  por- 
que la  arista  (SA,  S'A')  está  ya  detrás  del  meridiano  (SX,  Z'X');  cuaiH 
do  a  la  otra  estremidad  de  la  curba,  este  paso  se  efectúa  en  el  punto 
(e^  é')f  porque  la  jeneratriz  (SE,  S'E')  está  delante  del  meridiano 
(SY,  ZT*). 

En  cuanto  a  la  proyección  horizoittal,  es  visible  en  su  totalidad,  por- 
que suponemos  que  se  ha  quitado  el  hemisferio  superior,  que  la  super- 
ficie cónica  se  ha  reducido  a  su  aapa  inferior,  y  que  tiene  su  cúspide 
proyectada  dentro  de  la  base,  en  este  caso  no  admite  por  plano  tanjente 
ninguno  que  sea  vertical  (núrn.  303)J  - 

321.  Es  mui  interesante  determinar  la  posición  exacta  del  punto  g%  fig.  75. 
en  que  la  proyección  vertical  de  la  intersección  forma  un  nuda.  Al  efec- 
to, observaremos  que  este  nudo  debe  provenir  de  dos  puntos  (g,  g*)  y 

(v,  ^'),  que  estarán,  1.  ^  colacados  sobre  dos  aris&s  3G  y  SV,  que 
se  confundirán  en  la  proyección  Tertica),  y  cuyos  pies  se  hallan,  por  con- 
siguiente, sobre  una  cuerda  GV  perymdicular  a  la  línea  de  tierral  2.  ^ 
situados  sobre  un  mismo  paralelo  de  la  esfera,  y  entonces  sucederá, 
como  anteriormente  respecto  a  los  puntos  m'  y  n\  que  los  pies  de  las 
jeneratrices  cumplirán  con  la  condición  de  fiOsBV,  de  modo  que  la 
cuerda  incógnita  6 V  deberá  tener  wbl  medio  I  ííclocado  sobre  &Y.  Pero 
como  AE  es  evidentemente  ei  diámetro  conjugado  de  todas  los  cuerdas 
paralelas  a  £E',  sigúese  de  aquí  qne  también  se  halla  sobre  él  el  medio 
I  de  cuorda  GV;  por  consiguiente,  esta  última  quedará  detenninada  por 
medio  del  encuentro  de  AE  con  SY,  y  aplicando  a  las  jeneratrices  SG 
y  SV,  el  procedimiento  jeneral  delBÚm.319,  hallaremos  los  dos  pontos 
que  se  proyectan  en  ff  sobre  el  plano  vextical. 

322.  De  la  tácente.  Para  obtener  esta  línea  respecto  a  un  punto 
cualquiera  (m,  m'),  es  precise  hallar  la  intersección  de  dos  planos  qne 
toquen  a  la  esfera  y  al  cono  en  este  ponto.  Pero  en  virtud  de  lo  que 
hemos  dicho  (núm.  133)  respecto  a  una  superficie  de  revolución,  será 
suficiente  tirar  por  Q!  la  taiijente  Q'T' al  meridiano  principal  de  la  es- 
fera, y  en  seguida  tomar  la  distancia  D^T'  de  S  a  T  sobre  el  meridiano 
SM,  y  por  último  tirar,  parpendicularmente  a  este  último  plano,  la  recta 
T6,  que  será  la  traaa  horizontal  del  {dáno  tanjente  de  la  esfera  respecto 
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al  pinito  (m,  Ttí).  En  cuanto  alptanótaniaite al. cono, este  plano 
tocar  a  la  snpérficie  en  tod&  el  ilqir^o  de  la  jeñeratiriz;  (SM^  S'M')^ :  j  "pcAr 
consiguienteitendráportraEaa'laiirectaMdy  Iqne  toca  a  la  baseén^el 
punto  M.  Luego  el  puhto  Q^  eú  que  áe  cortan  estas  dbs  trasasi  pbrle^ 
necerá  a  la  tanjente  pedida,  y  por  ooñsigoientéy  éstaréi  proyectada  íBiobfé 

323.  También  podemos  constmír  el  punto  mas  alto  o  mas  hajoA^ 
la  curba,  es  decir,  hablando  eon^  iliaa>jenérBlidad|  I09  ptintos  en  que  la 
tanjente  es  korizontaL  Con:efeoto;  inaipÉosto^qiid  una  recta  de:  esta  nir 
turaleza  debe  estar  contenida:  á  uajimismatLénipó  en  loa  dos  planos 
tanjentes  a  las  superficies  prqniestas^  seráevidelitémente  pKM»so  que 
estos  tengan  sus  trazas  horizontalea:]^iiajra^0(«.unaaotffa.  ^Pesa  supo- 
niendo que  el  punto  que  bbscanloaiseliaUe^sobnftlajmiariitiáz  (SC^S'C'^ 
el  plano  tanjente  del  cono  teodfá^per^tyaia! ala  taqeñte  en  el  punto  C 
de  la  base»  y  el  plano  tañjenta  da  la  esftwa  tesdrá  su  traza  horizontal 
perpendicular  al  meridiano  SGK^y  alsí,  para  qüjd  estas  dos  trazas  sean 
paralelas,  es  indispensable  que  SK> sea iu»rnml ala  parba  ABDE.  LuegOi 
tirando  dasde  el  punto  S,  eh  el  jriapa^hórizoirta]^  mm  norinial  8C  a  la 
base  del  cono,  y  eoQstmytodo  por  (él^proeediinkíntor  jenerál  del .  iiüm* 
319,  el  encuentro  de  la  jenerati)tic(BG^B)C^'Cop'.la  erfera^  obtendiémos 
el  punto(c,i^,  én  que  la  t8njente>dé  la  intersección  és  horizontal.  Esté 
punto  es,  en  él  caso  presenté,  el  mas  bajOf  y  hallaríamos  el  mas  alto 
tirando  otra  normal  que  terminase  hacia  el  punto  L  de  la  la  base; 
no  hemos  espresado  en  el  dépnradQ>esta  última  construcción,. porque 
hubiera  resultado  confusión  con  alguna»  otrasUneas  cuya  manifestación 
era  esencial.  .     ■  .í.v. 

Según  los  datos  del  problema .  presente,  no  se  pueden  tirar  desde  el 
punto  S  sino  dos  normales  a  la  elipse  ABDE;  pero  respecto  a  otra  po- 
sición de  S,  el  numero  del  estas:  normales-podrá  subir  hasta  cuatro^ 
según  lo  vamos  a  probar;  y^entónélss  la  curba  de  intersección  nos 
presentará,  con  sus  inflexiones^  cnatio  puntos  en  que  su  tanjente  será 
horizontal.  .    i»  •:    : .     -  • 

325.  Tirar  una  pímimal  á  utiaióurba  plana  ABDE,  par  un  punto 
S  (lado  en  su  plaño.  Este  problema^ 'Cuya  solución  sería  útil  en  la 
cuestión  precedente,  no  puede  fesolmrsa  por  un  método  directo,  sino 
trazando  primeramente  la  evakUa\a6de  de  la  curba  primitiva,  cuya 
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evoluta  se  obtiene  (núin.  197)  por -medio  de  los  encuentros  subcesivos 
de  las  normaW  tiradas  pdr  puntos*  tomadbs  mni  próximos  sobi^e  lacnr- 
ba  ABDE;  réstanos  tirar  en  segiiida>  desde  el  panto  S  tina  o  mas  tan- 
jentes  a  esta  evóltttai  cayaopéraciobse  ejecuta  con  toda  la  exaictitad  que 
puede  desearse,  dirijiendo  «na  r^^^  de  iñodo  que  pase  por  el  punto  S 
y  que  se  apoye  én  la  curbá  a6<^c^  IfCt^i>ica  incertidumbre  que  en  el 
caso  presente  pudiera  haber,  consiste  en  la'posicion  exacta  del  punto  de 
contacto  de  esta  tanjente  con  la* b voluta;  pero  esta  posición  es  absolu- 
tamente indiferente  en  la  presente  cuestión;  en  tanto  que  el  punto  C, 
en  que  termina  la  normal  en  la  volutat  ABDE,  estará  claramente  de- 
terminado. ' '  -^ 

Si  la  curba  primitiva  ABD£  es  una  <^lip6e,  como  sucede  en  el  depu- 
rado anterior,  sabemos  (áúm;  200)  qué  la  evoluta  aSde  nos  presentará 
cuatro  ramas  que  se  reunirán  ¡por  medio  de  puntos  de  retroceso  situados 
sobre  los  ejes;  y  en  este  caso,  coando  el  punto  dado  S  se  halle  fuera  de 
la  evoluta,  es  evidente  que  no  i  se  podrán  tirar  á  esta  curba  sino  dos 
tanjentes  SC  y  SL,  y  estas  serán  las  nonhales  pedidas  para  la  curba  pri- 
mitiva ABDE.  Pero  si  el  punto  dado  S'  se  hallase  dentro  de  la  evohita, 
podrán  tirar  a  esta  curba  cuatro  tasgentes,  a  saber  S'C  y  S'G'",  que 
tocarán  como  anteriormente  a  las  ranms  dis  y  €a;  y  ademas,  otras. dos 
tanjentes  S'C  y  S'C-  que  tpcarán  a  lá  niianm  rama  6^»  entre  la  cual  y 
los  dos  ejes  está  compreheadido /el.  punto  dado  S\  De  este  modo  hemos 
justificado  suficientemente  la  aserción  emitida  al  fin  del  nüm.  323^  sobre 
el  número  de  normales  que  s^  podían. tirar  a  la  base  elíptica  del  cono, 
por  el  punto  S. 

325.  Método  por  medio  de  úná  turba  de  error.  Para  resolver  el  Fio.  77. 
problema  de  la  normal  tirada  desdé  un  punto  S  a  una  curba  plana 
AA^A'^A'",....  se  dá  alguna  vez  un  método  que,  a  pesar  del  grave  de- 
fecto que:  presenta,  merece  «i«  emlMügo  conocerse.  Por  un  punto  arbi- 
trario A  de  la  curba  propuesta,  tirémosle  una  tanjente  AT,  y  bajemos 
sobre  esta  última  la  perpendicular  ST.  Si  A  fuese  verdaderamente 
el  punto  en  que  debía  terminar  ia  normal  que  sale  de  S,  es  eviden- 
te que  el  pie  T  de  la  perpendicular  /bajada  sobre  la  tanjente  debería 
coincidir  con  A,  es'  dedir'hai^laxse  «dobrelb  curba  dada  AA^A"'....;  por 
consiguiente,  la  suposición^ precedente  eM  errónea;  pero  tirando  diversas 
tanjentes  A'T',  A"T'V...  y  bajando  sobre  ellas  las  perpendiculares  STV 
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ST"«...|  los  pies  T,  T\  T'\...  ümnaran  utia  turfcit  di  errar  o  curba  au^ 
guiar  TT'T"....,  que  por  medio  de  8ii«Donentro  con  AA*A'\,¿.  nos  dará 
el  punto  que'  buscamos  N;  en  cayo  caso  la  normil  pedida  será  SN. 

326.  Por  desgracia  sucede  que  la  cnrfaa  aoatliar  TTT^...^  lejos  de 
cortar  a  A  A' A''....  seg^  un  ángulo  bien  mareado»  coina  sería  necesa-» 
rio  para  concluir  claramente  la^  posición  dál  punto  N>  es  siempre  tan* 
jente  a  la  curba  primitiva.  Por  consiguiente^  dsta  marcha  dejará  tanta 
incertidumbre  respecto  a  la  poaicioii. del  punto  N,. como  si  después  de 
haber  tirado  las  normales  a  los  dos  puntos  vecitaos  A  y  A\  y  de  haber 
reconocido  que  una  de  ellaa  pasa  enúima.  de  fi  y  otra  debajo»  noe  hu* 
biéramos  contentado  con  apreciar  a  ojo  la  situación  de  N  entre  los 
puntos  A  y  A'.  Por  consiguieitte»  ee  pffcícéso  tener  cnidado  én  todos  los 
problemas  en  que  se  haga  uso  de  una  enrba  de  errorr  de  evitar  el  in* 
conveniente  que  acabamos  de  señalar»  y  que  hnhiemBido  mas  sensible 
aun»  si  el  punto  S  hubiese  estado  colocado  dentiie de  la  línea  AA*A'\.,.; 
porque  entonces  la  curba  de  embr  hobiem  Tueko  sñ  concavidad  áciá 
AA'A".*».»  y  hubiera  dado  así  logar  a  ngayor  incertidnmbre  sobre  el  ver* 
dadero  lugar  de  contacto* 

De  todos  modos»  observemoa  qoe  cuando  la  línea  dada  AA'A^••.  sea 
cerrada,  la  curba  de  errw  TT'T*.^  será  también  cerreda;  y  que  si  el 
punto  S  está  colocado  fuera  de  la  cnrba  primitiva»  la  curba  de  errar 
pasará  dos  veces  por  este  punto  S»  y  presentará  en  él  un  nudo  en 
la  forma 

Ademas,  tocará  otra  vez  en  n  a  la  línea  dada  AA'A^..«¿»  lo  que  nos 
proporcionará  otra  segunda  normal  S91»  cuya  dirección  no  coincidirá»  en 
jeneral,  con  la  de  la  primera  normal  SN»  aun  cuando  esto  sucede  en  el 
ceso  presente  en  razón  de  la  forma  drcolar  que  hemos  adoptado  por 
línea  primitiva. 
FIO.  77.  327.  TiRáR  UNA  TANJENTE  u  Una  curbapUma  BB'B'\..  par  un  pun* 
to  S  dculo  en  su  plana.  Aun  cnando  es  suficiente»  para  obtener  la  dirección 
de  esta  tanjente  SM  con  toda  la  exactitud  que  requieren  las  operaciones 
gráficas,  dirijir  una  regia  de  modo  que  pase  por  el  punto  S  y  se  apoye 
sobre  la  curba  BB'B"...»»  aín  embargo  queda  alguna  incertidumbre 
sobre  la  posición  del  punto  de  contacto;  y  si  se  necesita  conocer 
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este  con  preeisioQ,  podremos  determmmio.  por  medio  <Je  una  curbada 
error,  suponiendo  siempre  que  sei.s^bQ  tfíw  las  taojentes  a  la  línea 
BB'B'\...  por  puntos  dados  sobro  eefa  eurba* 

Constrttirémos  las  normales  BT^  WT\  B"T"..m  de  los  diversb^  pun- 
tos tomados  sobre  la  línea  dada»  y  bigarémos  sobre  estas  normales  las 
perpendiculares  ST,  8T>  &T^\.^  Conocemos  bien  que  si  en  este 
caso,  fuese  B^  por  ejemplo^  el  punto  da  contacto  do  la  tanjente  que 
saliese  de  S,  debería  suceder  que  el  pie  T"  de  la  perpendicular  bajada 
sobre  la  normal  en  B",  coincidiría  con  el  punto  B"»  es  decir  que  T''  de- 
bería hallarse  sobre  la  curba  dada;  y  supuesto  que  no  sucede  asít  la  hi-> 
pótesis  precedente  es  erróneoi  pero  de  aqní  resulta  que  la  curh^  de 
error  TT'T'\...  deberá  pasar  por  o)  punto  de  contacto  que  buscamos,  y 
por  consiguiente  este  punto  M  nos  }a  dar$  a  conocer  la  intersección  dé 
la  línea  TT'T"....  con  BB'B'\..;  %nM  ^aso  presente,  estas  dos  curbas 
se  cortan  perpendicularmeQtei  y  el  método  no  padece  el  inconveniente 
señalado  en  el  núm«  326;  ademas^  como  la  curba.  do  error  encuentra  otra 
vez  en  m  a  la  línea  dada  BB'B^'Mff»  hai  otra  tanjente  S^  que  puede  ti-* 
rarse  desde  el  punto  S. 

328*  Otra  solución.  Ved  aquí  otro  nuevo  método,  que  tiene  la  ven-  fig.  74. 
taja  de  no  exijir  que  se  sepan  construir  las  nórmales;  o  hts  tanjentes  de 
la  curba  propuesta,  por  puntos  asignados  sobre  esta  línea*  Bea  XMY 
la  curba  a  la  cual  se  trata  de  tirar  una  tanjente  por  el  punto  S;  tirare- 
mos por  este  punto  una  secante  Cualquiera  SBA,  sobre  la  que  levanta-» 
remos  dos  perpendiculares  Aa  y  B8>  igual  cada  una  de  ellas  a  la  cuerda 
interceptada  AB,  y  en  los  estremos  de  esta  cnerda,  pero  diríjidasuna  a  un 
lado  y  otra  a  otro  de  la  secante;  esta  misma  operación  la  repetiremos  con 
otras  secantes  tales  como  SB'A',  SB'^A^'....;  y  la  curba  a'"ag6'",  deter- 
minada por  las  estremidades  de  tcklas>  estas  perpendiculares,  deberá 
pasar  evidentemente  por  el  ponto  de  contacto  que  buscamos  de  la  tan- 
jente SMT,  supuesto  que  esta  tanjente  es  una  secante  cuya  parte  inte- 
rior es  igual  a  cero.  Por  cortsij^iente^  el  encuentro  de  las  curbas  XMY 
y  a"'a66"^  nos  dará  a  conocer  el  punto  M,  que  deberemos  unir  con  el 
S  para  tener  la  tanjente  pedida;  ó  por  le  menos,  este  encuentro  servirá 
para  fijar  la  posición  del  punto  de  contacto  M  de  la  tanjente  BT,  si  nos 
contentamos,  como  lo  hemos  dicho  mas  arriba,  con  trazar  esta  recta  BT 
con  la  regla.  Ademas,  es  evidente  que  si  trastornamos  todas  las  per- 
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peñdicQiares  al  lado  opdiM0^étí'qtte''iln)>hémM  lerantado^*^^^^^ 
otra  segunda  curba  au0iliai»j'^'taitfbk«('déb^ 
punto  M,  y  podrá  servirnos  *d^^Mmifit^bftike;'4bfldnrontef;pbdremo^^  dar 
a  cada  perpendicuiar  una -loirjitmí  igail-^iiéble  o  a  la  mitad  de  ^la^oaer- 
da  correspondiente»  cuya  raMff  ppcído  aér  útH  variar,  segon  sea  tacar* 
bá  dada  mas  o.ménos  aplaiiadtt  eii  las  iiá'áiigdiaciones  del  punto  M;    , 

929.  Podriamoia  tatnbien  lemplém''  i|na>  cséfcia  de  error,  para  resolver 
los  problemas  sigiiienteisr  - '     '    ¡i :  '      ;;»  t>1  .» 

Tirar  unutdnjenU-ámmiáuri^ plaña  par  a  urna  recta  ddda 
ensuplano.  '  ""    "M**-*  '.  '-'•'  '•  '"   ■    '  •' 

Tirar  una  tánjeñté  camuH  aáo$'éi»ihit»  dtttiuUuf  m  el  mhmé  plano; 
pero  en  todas  estaa  ciiefeitioiieii^  hllbrá- siempre  tAata*  exactitud  y  «qiiííás 
mas,  en  hacer  sol&  uso  dé  íiná  ti^/flaiine  apoyttremoir  imbre  laédoe  tlirbaa 
dadas,  o  sobre  la  ctirba' Única  f  etaiei  dirección  que  ée  nos  séfible,  como 
en  recurrir  a  líneas  auBiüaí^s  en  ctiyaibrtnabíái  Siempre  idgo  dearbitrario; 
Solo  cuando  el  logar  ilel  contabt0  j[Mure2MA-iétiiéJrM^^  coñiot^ 

cerle  con  mas  exactitud,  podtie&iéi^  despiie»  de'baber  tirado  la  tanjente, 
recurrir  al  método  del  número  precedente» 

Problema  5.  Deearrollo^  ufm  mp^rficie^cánica  cuya  hasC;  es^  una 
curba  cualquiera.  .    .  .  .:       . .: 

FiG.  75.  330.  £1  problema  que^bemóff  resuelto  en  el  núm.  319,  puede  servir- 
nos para  efectuar  éste  désararroHo.  Porque  si  después  de  haber  cons- 
tniido  la  curba  de  intersección  (áiéilfiiv^M^'iViíW.é..)  del  cono  pro^ 
puesto  con  una  esfera  de  un  radío  arbitrario  y  cuyo  centro  esté  colocado 
en  la  cúspide,  desarrollemp8i(núm*  222)  el  cilindro  recto  que  proyecta 
esta  curba  según  a¿r<íml.«.,  y  traxámo»  Hbbi^  este  cilindro  desarrollado^ 
la  transformada  de  la  linea  de  doble  ciurbatová(a&<r¿2m..«.,a'¿V¿¿'m'....), 
obtendremos  una  curba  plana  que  eepresaijémos  por  aSydft-***»  y  cuyos 
arcos,  fáciles  al  presente  de  medir^  tendrán  la  misma  lonjitud  absoluta 
que  los  de  la  línea  de  idoble  :cnrbatuni.  Hecho  esto,  como  todos  los 
puntos  de  esta  última  curba.  ise  hallaii  sobre  el  cono,  a  igual  distancia 
de  la  cúspide,  es  claro  que  despueg  del  desarrollo  de  la  superficie  có- 
nica;  estos  mismos  puntos  dedberán  todos' estar  colocados  sobre  la  cir^- 
cunferencia  de  un  círeolo  descritade8dé>el  punto  arbitrario  S">  con  el 
radio  ST'  de  la  esfera  «e€aÍBteí:fPorfcobsiguientei  después  de  haber 
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trazado  esta  circunferencia  sobi^  el  plano  del  desarrollo  (dejaremos  al 
lector  el  coidado  de  efectuar  estas  yarias  operación  es)  r  marcaremos  en 
él  los  arcos  »  :  i 


•        « 


«'S'/S'y'iyjy.W.... 


:■> 


iguales  en  lonjitud  absoluta  a  los  arcos 


..\ 


' .  •  ■'» 


«St  6y,  ycí,  íf^r- 

de  la  primera  transformada;  nnianda.  en  seguida  los;  puntos  de  división 
(^\  &\  7--«  con  el  centro  S",  no  restará;  mas;  que  tomar  sobre  estos  ra- 
dios las  lonjitudes  ":■■•',. 

S'VA",  S^é'B",  S"/(ÍJ*,"S'***Í)'',  S'V'M",.... 

respectivamente  iguales  a  las  de  las  jenqratrices  del  cono  que  terminan 
en  los  diversos  puntos     ,        . 

(A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C),  (D,  D'),  (M,  M')....; 

de  este  modo  obtendremos  el  desabollo  de  la  superficie  cónica^  sobre 
el  que  la  base  primitiva  tendf'á  por  transfom^ada  a  la  curba 

331.  En  este  método,  ta  cbrba;  ÍBtQrB6<:€Íon  del  cono  con  la  es- 
fera concéntrica,  corta  evid^teoai^nta  a  tod^s  las  jeneratrices  formando 
ángulos  rectos;  de  modo  que  ocupa  w  a\  ;CAso  presente  el  lugar  de  lo 
que  hemos  llamado  sección  recta  o  $€CQÍ^artciganali  cuya  curba  nos  ha 
servido  con  mucha  comodidad  (núm.^3)  para,  desarrollar  un  cilindro 
cualquiera;  porque  conocemos  con  anticipación  la  forma  rectilínea  que 
debe  tomar  después  del  de^axrollo  delrcUindro.  En  las  superficies  có- 
nicas se  conoce  también  con  anticipfifiíoQ  }a  forma  circular  que  debe 
tomar  en  el  desarrollo,  lá  secáim  ortogonal  MI  cono;  pero  por  desgra- 
cia  esta  sección  no  es  una  línea  p^a,  de.modqque  para  medir  sus  arcos, 
nos  vemos  precisados  a  hacerla^  p^irder  UfOa  4e  sus  curbaturas  (*),  efec- 


r 

■  ■''.■• 


(*)    Hablamos  aquí  en  cov^ormidad  cámel  lenguaje  común;  pei'o 
véase  lo  que  decimos  en  los  nim^  7  y  654. 
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taaiMlo  el  desarralto  previo*  d«  liii  éilíiidvó.  Y  ásf,  ei  preciso  cobfeslir 
que  este  método»  qüé^xijlb  nü  f  rán  n&oiero  áe  operaciones  preliiniíttsíMli 
que  siempre  multiplican  las  cansas  de  errores,  no  nos  dará  resnltttdÍM 
gráneos  mas  exactos  que  los  que .  hubiéramos  obtenido  siguiendo  la 
marcha  mas  corta  indicada  en  el  núm.  267. 


Problema  6.  Intersección  de  dos  superficies  de  revolución  cuyos  ejes 
se  encuentran.  -V^  ^  V    :        ■ 

FiG. 78.  332.  Elijamos  IM  jiláiiAb^e^prOyMciotí d^  teodo  i|^  el  {iriUkeM-Mé 
paralelo  a  los  dos  ejéñ,  y:  isl  Meando  peipiendtctilar  a  uha  dé  estás  rec* 
tas,  considerando  este  último  plano  como  horizontal;  el  ejtt  dé  la  ptímé-» 
ra  superficie  tendrá  por  {ipx^^^^  ^  ^^  vertical  O'Z*  y  al  punto  O, 
en  tanto  que  el  otro  eje  estará  proyectado  según  ^V  y  01  paralela  a 
la  línea  de  tierra.  Loto  ikittidfMióii  ptfincipaUt  A^Xy  y  efVdy  es  decir^ 
los  que  se  hallan  en  el  plano  vertical  Oí,  se  nos  dftft  por  la  cuestiotí^  y 
se  proyectan  verticalmentQ  negun  su  verdadera  mognitud»  estas  curbas, 
que  al  propio  tiempo  ibrman  sobre  el  plaúo  vertical  los  contomos  apa- 
rentes de  las  dos  «upeifitties  (ni&tfi.  131)y  >80fiy  en  el  caso  prcfsentéy  dos 
elipses;  pero  el  métodbqiie' vtimosa  etpOMr  m  independíetite  de  la 
naturaleza  de  los  meridianos»  ElDrimer  elipsoide  tiene  por  contomo 
aparente,  sobre  el  plano  horizontal,  al  equador  BLXÍ;  respecto  a  la 
otra  superficie  no  Járemos  ItiMiciM  de  efla  tBobre  este  plano  de  pro- 
yección, porque  el  trasado  de  wa  t^ftíMtno  aparente  requeriría  que 
hallásemos  la  curba  dé  éMitttcfo  do  este  elipsoide  con  un  cilíndto 
vertical  circunscrito  a  él  (nfrifii  106),  cuya  cuestión  ensefiarémoe  a 
resolver  mas  tarde,  pero.  ¿1  presente  complicaría  el  problema  sin 
utilidad.  '" 

333.  Sentado  esto,  obisbrvenleis  que  "dos  superficies  de  revolución, 
que  tienen  un  eje  común  eá  di^eteciotí,  tío  pueden  cortarse  sino  según 
uno  o  mas  círculos  perpMéÉculatés  a  eéteejtf  descritos  desde  los  pun- 
tos en  que  se  encuenti^li'BUs  faiéridiáviois;  Como  ademas  de  esto,  puede 
considerarse  una  esfem  cbáM  un  cu!erpó  de  revolución  enjendrado  al 
rededor  de  cualesquiera  de  sus  diámetros,  si  nos  figuramos  una  serie 
esferas  secantes,  que  todas  tengan  por  centro  al  punto  (Z',  O),  que  es 
común  a  los  dos  ejes,  tendrefmos'^tfe^tuda  una  de  estas  esferas  cortará 
a  las  superficies  propuestas  segMi'  dos  eftcdlos  respectivamente  perpen- 
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dteulares  a  los  ejes,  y  cojos  puntos  de  sección  será  fácil  conocer. 
Con  efecto,  tracemos  desde  el  punto  Z',  y  con  un  radio  arbitrario,  el 
círculo  D'F'E'6'  para  representar  la  proyección  dé  una  de  estas  esferas; 
esta  encontrará  a  los  meridianos  dados  en  los  puntos  D'  y  £',  F'  y  6'; 
en  virtud  de  esto  y  de  las  observaciones  precedentes,  resulta  que  las 
rectas  D'E'  y  F'6'*son  las  proyecciones  verticales  dé  los  dos  círculos, 
según  los  que  la  esfera  proyectada  sobre  DT'E'G'  corta  a  los  elipsoi- 
des. Pero  como  los  planos  de  estos  dos  círculos  tienen  por  intersección 
una  cuerda  horizontal  (M',  Mm),  que  en  el  caso  actual  cae  dentro  del 
contorno  de  la  esfera,  podemos  afirmar  qué  sus  circunferencios,  situadas 
ademas  sobre  esta  esfera,  se  cortarán  en  dos  puntos  proyectados  veni* 
cálmente  en  M',  y  horízontalmente  en  M  y  m,  en  el  encuentro  de  la 
cuerda  Mm  con  el  círctilo  (DME,  D'E^).  Y  como  estos  puntos  son  evi- 
dentemente comunes  a  los  dos  elipsoides,  pertenecerán  a  su  línea  de 
intersección;  empleando  operaciones  semejantes  a  esta,  repetidas  con 
otros  esferas  descritas  siempre  desde  el  punto  Z',  nos  darán  por  pro- 
yecciones de  esta  curba  sobre  los  dos  planos  a 

K'L'M'H'  y  KLMHmZK. 

0 

334.  Será  preciso  aplicar  el  precedente  método,  con  especialidad,  á 
la  esfera  que  pasa  por  el  equador  (B'X',  BLX);  porque  asi  determinaré-^ 
mos  los  dos  puntos  (L',  L)  y  (L',  ¿),  desde  los  cuales  H  curba  pasa  por 
debajo  del  equador,  y  es  invisible  sobre  el  plano  horizontal.  Ademas,  aun 
cuando  esta  curba  de  intersección  está  mui  lejos  de  ser  tanjente,  en  el 
espacio,  al  equador,  sin  embargo  las  tanjentes  de  estas  dos  líneas  en  el 
ponto  (L',  L)  se  hallan  ambas  en  el  plano  tanjente  que  evidentemente 
es  vertical  en  toda  la  ostensión  del  equador,  de  aquí  resulta  que  las 
proyecciones  horizontales  de  estas  dos  tanjentes  se  confundirán;  y  que 
según  esto  la  curba  KLM....  tocará  al  círculo  BLX  enhy  L 

335.  Esta  consecuencia  jeneral  no  padecerá  escepcion  sino  cuando  la 
tanjente  en  el  punto  (L',  L)  de  la  línea  de  doble  corbatura,  sea  exacta- 
mente vertical.  En  este  caso,  el  elemento  que  hubiese  sido  común  a  las 
proyecciones  horizontales  de  esta  tanjente  y  del  equador,  desaparece 
o  se  reduce  a  un  punto  matemático;  de  modo  que  la  curba  cesa  de 
tocar  al  equador,  y  llega  a  cortarle  forttiando  jeneralmente  nn  retroceso. 
Una  circunstancia  análoga  va  a  presontáAenos  en  el  caso  presente  con 
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los  puntos  (K^  K)  y  (H',  H),  que  nos  da  inmediatamente  el  encuentro 
de  dos  meridianos  principales.  Con  efectOi  en  cada  uno  de  estos  puntos^ 
los  planos  tanj entes  a  las  dos  superficies  son  necesariamente  perpendi* 
cularea  a  los  planos  meridianos,  y  por  consiguiente  al  plano  vertical;  hiego 
su  intersección,  que  será  tanjente  a  la  curba,  es  tambíe»  perpendicular 
a  este  mismo  plano  verticali  y  se  proyecta  en  él  según  un  punto  únicoi 
de  aquí  resulta,  por  las  razones  precedentesi  que  la  proyección  K'L'IT 
no  presenta  ya  contacto  con  los  contomos  aparentes  de  las  dos  superfi» 
ciesi  cuando  este  contacto  tiene  lugar  jeneralmente*  Ademas^  no  hai  en 
este  caso  retroceso  en  los  puntos  K'  y  H^  porque  las  dos  ramas  de  la 
intersección,  situadas  una  delante  y  otra  detras  del  plano  vertical  01, 
tienen  posiciones  simétricas  y  se  confunden  en  la  proyección  vertical, 
según  se  ve  por  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  dos  puntos 
(M,  M')  y  (m,  M'). 
FiG.  78.  336,  Es  útil  observar,  que  la  proyección  vertical  K'UH'  será  preci- 
samente utm  línea  de  segunda  grado,  siempre  que  las  dos  superficies  de 
revolución  sean  también  de  este  orden.  Con  efecto,  siendo  el  plano 
vertical  Oí  un  plano  meridiano  respecto  a  estas  dos  superficies, 
divide  evidentemente  en  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  que 
te  son  perpendiculares,  tales  romo  (Mm,  M');  luego  este  plano  es  un 
plano  principal  que  es  común  a  ks  dos  superficies,  y  en  tal  caso  se 
demuestra,  por  un  cálculo  mui  simple,  que  la  intersección  de  estas  se 
proyecta  sobre  este  plano  según  una  línea  de  segundo  orden  {^).  De- 
bemos aprovecharnos  de  esta  noción,  adquirida  anticipadamente  so- 
bre la  naturaleza  de  la  curba  KX'H',  para  enmendar  los  errores  de 
construcción  que,  en  esta  línea,  pudiesen  producir  las  inflexiones  o  una 
corbatura  que  no  concordase  con  la  forma  bien  conocida  de  las  seccio* 
nes  cónicas. 

337.  Observemos  aun  que  cualquiera  que  sea  el  grado  de  ks  dos 
superficies  de  revolución,  la  curba  plana  K'L'H'  considerada  en  sí  mis- 
ma, e  independientemente  de  la  curba  gausa  cuya  proyección  vertical 
recibe,  no  se  termina  repentinamente  en  los  puntos  K'  y  H',  sino  que 


(*)    Esta  teoría  interesante  la  debemos  a  M.  J.  Binet.  Véase  el  Aná- 
lisis aplicado  a  la  Jeometría  de  las  tres  dimensiones,  cap.  IX. 
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debe  prolongarse  mas  allá  para  volver  sobre  sí  misma  o  para  estenderse 
indefinidamente.  De  modo  que  si  continuamos  trazando  sobre  el  plano 
vertical,  círculos  que  tengan  siempre  al  punto  Z'  por  centro,  y  que  se 
estiendan  mas  allá  o  mas  acá  de  los  puntos  H'  y  K',  podremos,  siempre 
que  la  forma  de  los  meridianos  permita  que  sigan  siendo  cortados  por  es- 
tos círculos,  hallar  puntos  de  la  curba  K'L'H',  situados  fuera  de  la  parte 
que  recibe  la  proyección  de  la  intersección  de  las  dos  superficies.  £sta 
circunstancia,  que  notaremos  mas  claramente  en  el  depurado  79  relativo 
a  una  cuestión  análoga  (núm.  344),  estriba  en  que  la  propiedad  grá- 
fica que  sirve  para  hallar  cada  punto  M'  de  la  curba  K'L'H',  es  mas 
jeneral  que  la  definición  de  este  mismo  punto  considerado  como  pro- 
yección de  un  punto  común  a  las  dos  superficies.  Con  efecto,  bajo  este 
último  respeto,  es  preciso  que  M'  se  halle  no  solamente  en  el  encuentro 
de  las  dos  cuerdas  D'E'  y  F'6',  sino  que  también  esté  situado  en  el  inte- 
rior del  círculo  DT'E'G',  como  lo  hemos  enunciado  en  el  núm.  333;  de 
modo  que  cuando  las  dos  cuerdas  D'E'  y  F'G'  no  se  corten  sino  en  su 
prolongación,  el  punto  de  sección  convendrá,  mui  bien,  aun  a  la  curba 
plana  K'L'H',  pero  no  a  la  curba  gausa  según  la  cual  se  cortan  las  dos 
superficies  de  revolución. 

338.  De  la  tanjente  ;  primer  método.  Podremos  hallar  esta  recta  Fío.  78. 
respecto  al  punto  (M,  M'),  detenninando  la  intersección  de  los  planos 
que  toquen  a  las  dos  superficies  en  este  punto.  Y  como  el  plano  tanjente 
relativo  al  elipsoide  A'B'C,  le  obtendremos  (núm,  133)  transportando 
el  punto  M '  a  D'  sobre  el  meridiano  principal,  y  trazando  en  seguida  la 
tanjente  D'T'  a  este  meridiano;  si  hecho  esto  se  restituye  el  pie  T'  de 
esta  tanjente  a  T  sobre  el  meridiano  OM,  la  recta  TO  perpendicular  a 
OM  será  la  traza  horizontal  del  plano  que  buscamos. 

En  cuanto  al  elipsoide  a^Vc*  cuyo  eje  no  es  vertical,  conduciremos 
primeramente  el  punto  M'  al  meridiano  principal  a  P,  y  en  segui- 
da constniirémos  la  normal  FN',  de  la  cual  concluiremos  (núm.  136) 
la  normal  (M'N',  MN)  relativa  al  punto  (M,  M');  hecho  esto,  será  sufi- 
ciente tirar  por  este  punto  un  plano  perpendicular  a  esta  última  nor- 
mal. Para  efectuarlo,  figurémonos  en  este  plano  una  recta  paralela  a 
su  traza  vertical,  y  cuya  proyección  vertical  será  la  línea  M'F  perpen- 
dicular a  M'N';  y  su  proyección  horizontal  será  MP  paralela  a  la  línea 
de  tierra;  en  seguida  tiraremos  por  el  pie  (P,  P')  de  esta  línea  ausiliar, 


FIG.  78. 
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y  perpendicularmenté  a  MN|  la  recta  PQ,  que  evidentemente  es 'la 
tra^a  horizontal  del  plano  tanjente  al  elipsoide  a'¿V  en  eL  ponto 

(M,M')- 

•  

Sentado  estp^  las  trazas  PQ  y  T6  de  los  dos  planos  tanjentes  van  a 
eAContrarse  en  el  punto  O,  y  aquí  se  halla  el  pie  de  la  tanjente  pedida» 
la  cual,  según  esto,  tiene  por  proyecciones  a  6M  y  6'M \ 

339.  Segundo  método^  par  medio  del  plano  normal.  Hemos  vista 
núm.  214  que  la  tanjente  a  la  intersección  de  dos  superficies,  debia^ 
ser  perpendicular  al  plano  tirado  por  las  dos  normales  da  estas  mismais 
superficies;  por  consiguiente,  bastará  hallar  este  plano,  *  que. es  tambjen 
él  mismo  normal  a  la  curba.  Como  hemos  construido  ya  la  normal  (M'N"^ 
MN)  del  segundo  elipsoide,  para  hacerlo  mismo  coa  el  primero,  tiraremos 
en  el  punto  D'  del  meridiano  principa^  la  recta  P'R'  perpendicular  a  la 
tanjente  D'T',  y  hecho  esto,  sabemos  (núm.  130)  que  la  recta  (M'R',  MO) 
es  la  normal  del  punto  (M',  M).  Esto  supuesto,  será,  mui  fácil  hallar  la 
traza  vertical^del  plano  tirado  por  las  dos^  normales  indicadas  arriba;  pero 
como  no  necesitamos  conocer  sino  la  dirección  de  esta  traza,  y  como  esta 
dirección  es  la  misma  sobre  los  planos  verticales  Oí  y  OT  que  son 
paralelos,  observaremos  que  las  normales  en  cuestión  van  a  encontrar 
8  los  ejes  en  R'  y  N';  de  aquí  resulta  inmediatamente  que  N'R'  es  la, 
traza  del  plano  normal  sobre  el  plano  vertical  0|,  y  que  tirando  por  el 
punto  M'  la  recta  M'O'  perpendicular  a  esta  traza,  tendremos  la  proyec- 
ción vertical  de  la  tanjente  pedida. 

Para  obtener  la  otra  proyección,  prolongaremos  hasta  el  plano  ho* 
rizontal  dos  cualesquiera  de  las  rectas  que  reúnen  los  tres  puntos  (M',  M), 
(N^  N)  y  (R',  O^,  que  están  situados  sobre  el  plano  normal»  Hecho  es- 
to, vemos  que  la  recta  (N'M',  NM)'  penetra  al  plano  horizontal  en  el 
punto  a,  y  que  la  recta  (N'R',  NO)  lo  encuentra  en  g;  luego  ag  es  la 
traza  horizontal  del  plano  normal,  y  tirándole  una  perpendicular  MO, 
esta  será  la  proyección  horizontal  de  la  taimente  que  buscamos. 

340.  El  método  que  acabamos  de  emplear  es,  en  ciertos  casos,  no 
solo  mas  sencillo  que  el  de  los  dos  planos  tanjentes,  sino  que  aun  pre* 
sonta  la  ventaja  de  poderse  aplicar  a  puntos  particulares,  para  los  que 
sería  insuficiente  el  otro  método. 

Con  efecto,  consideremos  el  ponto  (K,  K')  situado  a  un  mismo  tiem* 
po  sobre  los  dos  meridianos  principales;  en  razón  a  esta  particularidad» 
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los  dos  planoa  tanjentes  serán  perpendiculares  al  plano  vertical^  y  por 
consigniente  su  intersección,  que  es  la  tanjente  de  la  curba  (K'L'IJ^ 
KLH,...)i  estará  proyectada  horizontalmente  según  una  perpendicular 
a  KO,  y  verticalmente  en  un  punto  único  K'.  Esta  construcción  nos  da 
a  conocer  la  posición  que  ocupa  en  el  espacio  la  tanjente  de  la  cnrba 
gausa;  pero  no  nos  dice  nada  sobre  la  recta  que  tocase  en  K'  a  Ja  cuiv 
ba  plana  K'L'H^  cuya  recta  la  debemos  considerar  como  la  proyección 
de  la  tanjente  que  inmediatamente  precedia  en  el  espacio  a  la  que  se 
ha  reducido  a  un  punto  único  al  proyectarse  sobre  el  plano  vertical; 
en  tanto  que  la  consideración  de  las  dos  normales  manifiesta  una  pro- 
piedad constante  de  que  goza  la  curba  plana  K'L'H'  mirada  como  tra- 
zada en  el  plano  de  los  dos  meridianosi  e  independientemente  de  la 
línea  de  doble  corbatura  cuya  proyección  recibe.  Esta  propiedad  con^ 
siste  en  que  si  transportamos  el  punto  arbitrario  M',  que  se  halla  sobre 
los  dos  meridianos,  a  D'  y  F'  por  medio  de  perpendiculares  a  los  ejes, 
y  si  en  seguida  tiramos  las  normales  D'R'  y  F'N',  siempre  la  recta  R'N' 
será  perpendicular  a  la  tanjente  enW.  Pero  como  esta  relación  existe 
en  todos  los  putos  de  la  curba  plana  ¥JL^H\  y  no  recae  siqo  sobre 
las  líneas  situadas  en  ese  planoj  debe  también  ser  cierta  respecto  al  pun- 
to K',  al  que,  con  mas  sencillez,  debe  ser  evidentemente  aplicable» 
porque  este  punto  está  por  sí  mismo  transportado  sobre  los  dos  me- 
ridianos. Por  consiguiente,  será  suficiente  tirar  lar  normales  IC'V  y  K'U', 
y  trazar  en  seguida  la  recta  U'V,  sobre  la  cual  se  bajará  la  perpendicu- 
lar K'S',  que  será  la  tanjente  pedida. 

Otra  construcción  enteramente  semejante,  nos  dará  la  tanjeqte  en  el 
punto  H\ 

Problema  7.    Intersección  de  un  paraholoide  con  un  hiperholmdej 
ambos  de  revoluciony  y  cuyos  ejes  se  encueutran. 

341,  Sean  (O,  O'Z')  el  eje  del  paraboloide,  y  A'C'B'  el  meridiano  fio.  79. 
principal  de  esta  superficie,  que  supondremos  terminada  en  el  círculo 
(A^B^  AB),  de  modo  que  sea  visible  sobre  el  plano  horizontal  el  inte- 
rior de  este  paraboloide.  Sea  así  mismo  (Oí,  ZT)  el  eje  del  hiperbo- 
loide, lo  que  supone  que  el  plano  vertical  de  proyección  se  ha  elejido 
de  modo  que  sea  paralelo  a  un  mismo  tiempo  a  los  dos  ejes :  en  cuanto 
al  meridiano  de  esta  segunda  supe^flci^  qo  le  miraremos  como  dado 
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por  la  caestion^  porque  si  así  fuese  estaría  el  problema  enteramente 
comprehendido  en  el  del  núm;  332;  pero  definiremos  el  hiperboloide 
por  medio  de  la  jeneratríz  rectilínea  (PQ,  P'Q')i  que  lo  enjendrará 
jirando  al  rededor  de  la  recta  fija  (OI|  ZT),  sin  considerar  de  ninguA 
modo  a  esta  segunda  superficie  como  si  realmente  existiese,  es  decir^ 
que  en  el  caso  que  nos  ocupa  subsistirá  solo  el  paraboloide,  y  estará 
penetrado  según  cierta  y  determinada  curba,  formada  por  las  diversas 
posiciones  de  la  recta  móvil  (PQ,  P'Q')*  Prescindiendo  de  esto,  em- 
plearemos también,  para  hallar  esta  curba,  esferas  secantes  (núm,  333) 
descritas  todas  desde  el  punto  Z*;  solo  que  como  no  conocemos  a  priari 
el  meridiano  del  hiperboloide,  no  trazaremos  arbitrariamente  el  círculo 
máximo  de  una  de  estas* esferas,  sino  que  principiaremos  por  construir 
un  paralelo  de  este  hiperboloide» 

342.  Tiremos  pues,  por  un  punto  u'  tomado  a  discreción  sobre  el  eje, 
un  plano  F'oü'G'  que  le  sea  perpendicular;  este  plano  encontrará  a  la 
jeneratríz  en  el  punto  (6',  6)y  cuya  distancia  al  punto  oo'  será  manifies- 
tamente la  hipotenusa  de  un  triángulo  construido  con  los  lados  a)'6'  y 
6'6'— a6;  y  ctsí,  si  describimos  con  esta  hipotenusa  cü'S"  nn  círculo 
F'6"G%  este  será  el  abatimiento  del  paralelo  según  el  cual  el  plano 
F'oü'G*  corta  al  hiperboloide,  y  las  estremidades  P  y  G'  de  su  diámetro 
serán  dos  puntos  de  la  hipérbola  meridiana,  que  se  hallará  situada  en 
el  plano  vertical  Oí. 

Sentado  esto,  adoptemos  por  radio  de  una  de  las  esferas  secantes 
la  distancia  ZT';  en  tal  caso,  esta  esfera  cortará  al  hiperboloide 
según  el  paralelo  proyectado  sobre  F'G%  y  al  paraboloide  según  un 
círculo  proyectado  sobre  D'E';  por  consiguiente,  el  punto  M',  en  que  se 
encuentran  estas  dos  cuerdas  y  que  cae  dentro  de  la  esfera,  representa 
la  proyección  vertical  de  los  dos  puntos  en  que  se  cortan  las  circunfe- 
rencias de  estos  dos  paralelos;  y  es  donde  se  hallan  dos  puntos  de  la 
intersección  de  las  dos  superficies  propuestas;  en  el  plano  horizontal  . 
los  hallaremos,  trazando  sobre  él  el  paralelo  (DME,  D'E')  y  bajando 
la  vertical  M'mM, 

343.  Otras  construcciones  análogas  nos  darán  tantos  puntos  cuantos 
queramos  de  la  curba 

(K'LU'Hrir,  KL/lMHi«/K), 
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según  la  cual  el  hiperboloide  corta  al  paraboloide;  y  el  meridiano  V'F'S'U' 
de  la  primera  de  estas  superficies,  que  se  concluirá  t)e  todos  los  puntos 
lo  mismo  que  el  F,  deberá  tocar,  sobre  el  plano  vertical,  a  la  proyección 
de  la  jeneratriz  en  el  punto  (S,  @')  en  que  esta  recta  atraviesa  al  meridia- 
no princial  Oí.  Ademas,  el  encuentro  de  este  meridiano  V'F'S'U'  con  el 
meridiano  del  paraboloide,  será  el  qne  nos  dé  los  puntos  estremos  (K, 
K')  y  (H,  H')  de  la  intersección. 

344.  Observemos  también  que  una  misma  esfera  podrá  darnos  dos 
puntos  como  L'  y  X  situados  sobre  un  solo  paralelo,  y  pertenecientes 
ambos  a  la  intersección  de  las  superficies  propuestas;  mientras  que, 
otras  veces,  una  esfera  secante  nos  dará  dos  puntos  M'  y  fz,  de  los  que 
solo  uno  pertenecerá  verdaderamente  a  la  intersección,  porque  el  se- 
gundo estará  colocado  fuera  del  contorno  de  la  esfera.  Siq  embargo, 
como  este  punto  f^*  continua  llenando  la  propiedad  gráfica  que  sirve 
para  construir  cada  punto  de  la  curba  plana  K'M 'H',  considerada  inde- 
pendientemente de  la  curba  gausa  cuya  proyección  recibe,  siempre 
pertenecerá  a  la  prolongación  de  esta  línea  plana  (núm.  337);  y  esta 
evidentemente  será  una  hipérbola,  según  las  razones  citadas  en  el 
num.  336. 

345.  De  la  tanjente.  Hallemos,  como  anteriormente  (núm.  339),  las 
normales  de  las  dos  superficies  respecto  a  un  punto  cualquiera  (M ,  M '). 
En  el  paraboloide,  la  normal  E'R'  del  meridiano,  nos  da  a  conocer  el 
panto  R',  en  que  terminaría  sobre  el  eje  O'Z',  la  normal  en  (M,  M'^ 
de  la  superficie;  y  sin  trazar  esta  última  recta,  nos  bastará  haber  obte- 
nido este  punto  R'. 

En  el  hiperboloide,  cuyo  meridiano  no  ha  sido  dado  por  la  cuestión, 
observamos  que  el  plano  tanjente  relativo  al  punto  proyectado  en  (6»  S') 
y  abatido  en  §»%  pasará  por  la  tanjente  6"T  del  paralelo  y  por  la  jene- 
ratriz (6P,  6'P'^,  que  penetra  al  plano  vertical  Oí  en  (S,  S');  por  con- 
siguiente, sobre  este  plano  de  los  dos  ejes,  tendrá  por  traza  el  plano 
tanjente  a  la  recta  TS';  luego,  tirándole  una  perpendicular  6'N\  esta 
será  la  proyección  de  la  normal  relativa  al  punto  (6,  §')•  ^^^o  este  pun- 
to se  halla  sobre  el  mismo  paralelo  que  (M,  M');  luego,  también  respecto 
a  este  último,  la  normal  de  la  superficie  encontrará  al  eje  FZ'  en  el 
punto  N*;  y  en  virtud  de  esto,  queda  determinada  esta  normal. 

Sentado  esto,  el  plano  de  las  dos  normales  en  (M,  M')  cortará  evi- 
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dentemente  al  plano  vertical  Oí  aegiin  la  recta  R'N';  luego^  si  bájamM 
sobre  esta  línea  una  perpendicular  M'6\  esta  será  la  proyección  vertical 
de  la  tanjente  a  la  corba  de  intérséctíon*  En  seguida,  podremos  deter* 
minar  sobre  el  plano  horizontal  de  proyección  la  traza  del  plano  de  las 
dos  normales,  el*  cual  pasará  por  los  tres  puntos  cohocidos  (M',M)^ 
(R',  O),  (N^N);  pero  será  tnncho  mas  corto  determinar  esta  traza  sobre 
el  plano  horizontal  D'E',  en  el  cual  está  ya  situado  el  punto  (M,  M^» 
Porque,  prolongando  R'N'  hasta  que  corte  a  este  plano  en'p\  y  proyec- 
tando este  último  punto  a  p,  la  recta  pM  será  evidentediente  la  traza 
pedida;  si  ahora  le  tirárnosla  perpendicular  Md^  tendremos  la  proyección 
horizontal  dé  la  tanjetitt  a  la  intersección  de  las  doi  superficies. 


\; 


\-\ 


V^V^:V 
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346.  Los  problemas  que  hemos  resuelto  en  el  libro  II  sobre  los 
planos  tanjentes,  suponían  que  se  nos  había  dado  el  punto  de  contacto 
sobre  la  superficie;  Para  completar  esta  importante  teoría,  solo  nos 
resta  examinar  las  cuestiones  en  que,  sin  señalar  el  punto  de  contacto, 
se  exija  que  el  plano  tanjente  que  buscamos  cumpla  con  ciertas  condi- 
ciones, tales  como  las  siguientes : 

I.""  Que  el  plano  tanjente  pase  por  un  punto  dado  fuera  de  la  su- 
perficie ; 

2^  Que  sea  paralelo  a  una  recta  conocida ; 

3.'  Que  pase  por  una  recta  dada,  o  por  dos  puntos  señalados  ^en  el 
espacio ; 

4.'  Que  el  plano  tanjente  que  buscamos  sea  paralelo  a  un  plano 
dado.; 

5.'  Que  toque  a  un  mismo  tiempo  a  varias  superficies. 

Estas  varias  condiciones  nos  dan  a  conocer  la  división  natural  de  este 
libro  en  varios  capítulos,  en  los  que  no  trataremos  ya  de  lo  concerniente 
a  las  superficies  cilindricas  o  cónicas,  porque  hemos  completado  conse- 
cutivamente, en  el  capítulo  III  del  libro  II,  los  problemas  relativos  a  es  - 
tos  dos  jéneros  sencillos  de  superficies. 
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.   CAPITULO  PRIMERO. 

De  los  planos  tanjetUes  tirados  por  un  punió  estertor  a  la 

superficie. 

FIO.  80.  347.  Sea  V  el  punto  dado  fuera  de  la  superficie  arbitraria  S;  tiremos 
por  este  punto  varios  planos  secantes  en  una  dirección  cualquiera,  y  por 
ejemplo»  hagamos  que  todospasen  por  una  recta  también. arbitraria  VAD 
que  atraviese  a  la  superficie.  Hecho  esto,  dichos  planos  cortarán  a  la 
superficie  segnn  curbas  tales  como  AMD,  AM'D,  AM*'D,....  que  sabre- 
mos constr\iir  por  los  métodos  que  anteriormente  heñios  espuesto,  y  a 
las  cuales  podremos  en  jeneral  tirar,  desde  el  apunto  V,  las  tanjentes 
VM,  VM',  VM'*,....  de  modo  que  todas  estas  rectas  manifiestamente 
fi^rmarán  un  cono  que  tendrá  por  cúspide  al  punto  V,  y  que  estará  cír- 
cunscrito  a  la  superficie  S',  es  decir,  que  la  tocará  en  toda  la  estension 
de  la  curba  MM'M^\...  Con  efecto,  respecto  al  punto  M'',  por  ejemplo, 
el  plano  tanjente  de  S  contendrá  a  la  tanjenteM^'T  de  la  curba  MM'M'\ 
y  también  a  la  arista  M'^V  que,  por  construcción,  es  tanjente  a  la  su- 
perficie; luego  este  plano  será  también  tanjente  al  cono;  y  como  según 
esto  tienen  las  dos  superficies  un  plano  tanjente  común  en  M'^  presen- 
tarán un  verdadero  contacto  en  este  punto  y  en  todos  los  de  la  línea 
MM'M" 

348.  Sentado  esto,  para  resolver  el  problema  jeneral  que  es  el  ob- 
jeto de  este  capítulo,  bastará  construir  la  línea  de  contacto  MM'M"  de 
la  superficie  propuesta  S  con  un  cono  circunscrito  que  tenga  su  cúspide 
en  V,  y  en  seguida  tirar  un  plano  tanjente  a  ^  en  un  punto  cualquiera  de 
esta  linea;  este  plano  cumplirá  evidentemente  con  la  cuestión,  porque 
precisamente  tocará  (núm.  347)  al  cono  circunscrito;  y  según  esto,  pa- 
sará por  la  cúspide  V  que  es  el  punto  dado. 

Reciprocamente,  todo  plano  tirado  desde  el  punto  V  tanjencialmente 
a  la  superficie  S,  tocará  a  esta  en  un  punto  que  llamaremos  m,  y  que 
unido  con  V  nos  dará  una  recta  Vm,  que  evidentemente  será  tanjente  a 
S;  luego^  esta  recta  Vm  será  precisamente  una  de  las  aristas  del  cono 
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circanscrhb  VMM'M",,..,  y  por  consiguiente  el  punto  m  deberá  ha- 
llarse sobre  la  curba  MM'M'V***  que  según  esto  es  el  lugar  de  todas  las 
soluciones  del  problema  propuesto. 

Solo  será  imposible  el  problema,  cuando  no  exista  el  cono  circuns- 
critOy  es  decir,  cuando  el  punto  Y  esté  colocado  de  tal  modo  que  no  se 
pueda  tirar  desde  él  ninguna  tanjente  a  las  varias  secciones  causadas 
por  los  planos  que  pasan  por  VAD. 

349.  De  aquí  resulta  que  la  cuestión  que  nos  ocupa  admite  una  infi- 
nidad de  soluciones,  esceptuando  solo  el  caso  de  que  la  superficie  pro- 
puestas sea  desarrollabte.  Con  efecto,  hemos  visto  (nám.  18^)  que  estas 
superficies  eran  las  envolventes  de  todas  las  posiciones  de  un  plano  mó- 
vil sujeto  a  una  lei  de  movimiento,  en  que  no  quedaba  sino  una  sola  con- 
dición arbitraria  {*) :  luego,  cuando  este  plano  móvil,  que  es  al  mismo 
tiempo  el  plano  tanjente  de  la  superficie  desarro] lable,  llegue  a  pasar  por 
el  punto  dado  V,  no  podrá  ya  tomar  otra  posición,  o  por  lo  menos,  no 
podrá  ocupar  entonces  sino  un  número  limitado  de  posiciones,  según 
la  naturaleza  y  el  número  de  napas  de  la  superficie.  Y  así,  respecto  a 
esta  clase  de  superficies,  el  problema  de  construir  un  plano  tanjente 
que  pase  por  un  punto  dado,  es  enteramente  determinado  (**),  y  esto 
es  lo  mismo  que  hemos  reconocido  en  los  conos  y  en  los  cilindros  (núm. 
116  y  123). 

350.  Como  ademas,  un  plano  tanjente  toca  a  una  superficie  desarro- 
Uable  en  todo  el  largo  de  una  misma  jeneratriz  rectilínea  (núm.  177), 
sigúese  de  aquí  que  si  en  el  caso  presente  efectuamos  las  secciones  in- 


(*)  O  en  otros  términos,  que  no  deja  en  su  equacion  sino  una  sola 
constante  arbitraria;  y  asi  la  condición  de  pasar  por  el  punto  Y  Jijará 
completamente  la  posición  de  este  plano  en  el  espacio. 

(**)  La  esception  que  presentan  las  superficies  desarrollahles  es  la 
única,  porque  no  tiene  tampoco  lugar  en  las  superficies  gausas.  Con 
efecto,  veremos  que  en  estas,  cualquier  plano  tirado  por  el  punto  Y  y  por 
una  jeneratriz  rectilínea,  es  tanjente  a  la  superficie  en  cierto  punto  que 
es  preciso  construir;  de  modo  que  uniendo  este  punto  de  contacto  con  Y, 
obtendremos  también  una  de  las  aristas  del  cono  circunscrito,  que  sub- 
siste aquí  como  en  cualesquiera  otras  superficies. 
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dicadas  nüm.  347,  y  les  tiramos  tanjentes  por  el  punto  V|  todos  los 
puntos  de  contacto  estarán  situados  sobre  una  recta  de  la  superficie :  j 
entonces  el  cono  circunscrito  se  reducirá  a  uno  o  mas  planos  tanjentes 
que  todos  pasarán  por  V. 

351.  El  problema  de  tirar,  por  un  punto  V,  un  plano  tanjente  a  ana 
superficie  S  no  desarrollable,  se  convertiría  en  determinado,  si  agregá- 
semos que  este  plano  debiese  tocar .  a  la  superficie  en  una  curba  dadop 
sobre  un  meridiano,  por  ejemplo,  o  sobre  un  paralelo,  cuya  posición  se 
señalase.  Con  efecto,  después  de  haber  construido  la  línea  de  contacto 
MM'M"..«.  del  cono  circunscrito  a  S,  bastará  examinar  cuales  son  los 
puntos  en  que  esta  encuentra  a  la  curba  dada,  y  allí  evidentemente  se 
hallarán  los  puntos  de  contacto  de  los  planos  tarjantes  que  satisfacen 
al  problema.  Elste  sería  imposible,  siempre  que  la  cmba  señalada  sobre 
la  superficie,  no  tuviese  ningún  punto  común  con  la  línea  MM^M".... 

352.  Por  lo  que  hace  a  la  construcción  de  la  línea  de  contacto  de 
una  superficie  cualquiera  S,  con  un  cono  circunscrito  que  tiene  por  cús- 
pide un  punto  dado  V,  cuya  curba  es  mui  útil  conocer  en  la  Per$pec^ 
tim,  porque  manifiestamente  es  el  eantamo  aparente  de  la  superficie 
vista  desde  el  punto  V,  el  único  método  enteramente  jeneral  es  el  que 
hemos  indicado  núm.  347;  pero,  no  obstante,  como  su  ejecución  deman- 
da operaciones  gráficas  bástente  trabajosas,  vamos  a  esponer  otros 
métodos  mas  sencillos,  pero  que  solo  son  aplicables  a  ciertos  jéneros  de 
superficies  que  son  lasque  se  encuentran  con  mas  firecuencia.  Mas  antes 
demostraremos  un  teorema  impórtente  respecto  a  estas  líneas  de  contac- 
to^  que  dice  relación  a  todas  las  superficies  de  segundo  grado. 

353.  La  curba  de  contacto  de  un  cono  circunscrito  a  una  superficie 
de  segundo  grado^  es  simpre  plana,  y  su  plano  es  paralelo  al  plano 
diametralj  que  es  conjugado  del  diá$netro  tirado  por  la  cúspide  del 
cono. 

FiG.  80.  Sea  V  la  cúspide  del  cono,  y  S  la  superficie  de  segundo  grado  de 
que  se  trata;  supondremos  desde  luego  que  este  admite  un  centro  O; 
por  lo  damas,  puede  ser  indiferentemente  un  elipsoide  o  uno  de  los  dos 
hiperboloides.  Haciendo  pasar  por  la  recte  VO  diferentes  planos  se- 
cantes, obtendremos  las  curbas  de  segundo  grado  ABD,  AB'D,  AB"D,.«.. 
que  todas  tienen  por  diámetro  comnn  a  OA,  y  si  las  cortemos  con  el 
plano  diametral  BB'E,  qae  es  cot^jugado  con  O  A,  es  decir,  que  divide 
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en  dos  partea  igaales  a  todas  las  cuerdas  de  la  superficie  paralelas  a 
esta  dirección,  hallaremos  las  rectas  OB,  OB',  OB",....  que  evidente- 
mente gozarán  de  la  misma  propiedad  respecto  a  las  cuerdas  tiradas 
en  cada  una  de  estas  curbas  paralelamente  a  OA.  Y  así  es  que  OA  y 
QB»  OA  y  OB',  OA  y  OB".«..  formarán  de  dos  en  dos  sistemas  de  diá* 
metros  conjugados,  en  las  varias  curbas  de  segundo  grado  ABD,  AB'D, 
AB"D.... 

Sentodo  esto,  tiraremos  a  una  de  estas  curbas  una  tan j ente  VM ;  y 
en  seguida,  tiremos  también  por  el  punto  de  contacto  M  un  plano  pa- 
ralelo a  BB'E  :  este  nuevo  plano  cortará  a  la  superficie  S  según  una 
curba  MM'N,  y  a  las  secciones  primitivas  según  las  ordenadas  PM,  PM', 
PM ",.•••  que  serán  respectivamente  paralelas  a  OB,  OB',  OB".  Si  .en 
este  caso  tiramos  por  los  diversos  puntos  M',  M'\...  tanjentes  a  las  cur* 
bas  AWD,  AM"D,....  decimos  que  estas  tanjentes  terminarán  sobre  la 
recta  AO,  en  el  mismo  punto  V  del  que  salió  la  primera  MV.  Con 
efecto,  sabemos  que  en  toda  línea  de  segundo  orden  referida  a  doM 
diámetros  covjugado%^  no  depende  la  súbtanjente  sino  de  la  abscisa  dei 
punto  -de  contacto  y  del  diámetro  sobre  el  cual  se  cuenta  esta  abscisa; 
por  consiguiente,  respecto  a  los  diversos  puntos  M,  M',  W\....  que  co- 
rresponden a  la  misma  abscisa  OP,  la  súbtanjente  tendrá  un  valor  co- 
mún, a  saber : 


OP  '^         ^  OP 

Luego,  todas  las  tanjentes  tiradas  por  los  puntos  M,  M^  M'\...  forma- 
rán un  cono  circunscrito  a  la  superficie  de  segundo  grado,  y  cuya  línea 
de  contacto  será  la  curba  ^¿ana  MM'M"N'  paralela  al  plano  diametral 
BB'E  que  es  conjugado  con  VO  (*).  Ademas,  este  diámetro  VO  con- 


'  C^)  En  el  caso  particular  en  que  la  euperjicie  sea  una  esfera,  la 
curia  de  contacto  del  cano  circunscrito  es  un  círcuio  menor,  perpendicu- 
lar a  la  recta  VO,  que  une  la  cúspide  V  con  el  centro  de  la  esfera.  Esto 
se  prueba  directamentCj  haciendo  jirar  al  rededor  de  VO  un  círculo 
máximo  y  su  tanjentc  tirada  desde  el  punto  V. 
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tendrá  al  centro  P  de  la  cnrba  MM'M'V***  como  vamos  a  darlo  a 
conocer. 

354.  Las  divenas  secciones  hechas,  en  cualquiera  superficie  de  se- 
gundo gradot  por  planos  paralelos  entre  sí,  son  curbas  semejantes, 
cuyos  centros  están  situados  sobre  el  diámetro  que  es  conjugado  con  el 
que  entre  todos  estos  pianos  secantes  pasa  por  el  centro  de  la  superficie. 
Con  efecto,  sea  cnal  fuere  una  de  estas  secciones  planas  MM'M'^N, 
podremos  tirar  por  el  centro  O  un  plano  BB'B"E  que  le  sea  paralelo, 
y  construir  el  diámetro  OA  conjugado  con  este  último  plano.  En  este 
caso,  todas  las  secciones  ABD,  AB'D,  AB''D....  tendrán  por  diámetros 
conjugados  considerados  de  dos  en  dos  a  OA  y  OB,  OA  y  OB\  OA  y 
OB";  luego^  las  ordenadas  MP»  MT,  M'T,....  que  corresponden  a  la 
misma  abscisa  OP,  serán  proporcionales  a  los  diámetros  no  comunes 
OB,  OB\  OB",....  y  por  consiguiente  estas  rectas  consideradas  como 
radios  vectores  paralelos  tirados  en  las  dos  curbas  MM'N  y  BB'E,  cum- 
plírán  con  la  condición  jeneral  de  la  semejanza.  Ademas,  como  el  punto 
O  es  evidentemente  el  centro  de  figura  de  la  curba  BB'E,  será  pre- 
cisamente lo  mismo  P  respecto  a  la  curba  MM'N;  y  así  es  que  los  cen- 
tros de  las  secciones  paralelas  al  plano  diametral  BB'E  están  todos  si- 
tuados sobre  el  diámetro  OA  que  es  conjugado  con  este  plano. 
Pío.  81.  355.  Volvamos  al  teorema  demostrado  nú m.  353  respecto  a  las  su- 
perficies dotadas  de  un  centro^  y  con  el  objeto  de  estenderle  a  las  su- 
perficies que  carecen  de  él,  es  decir,  a  los  paraboloides,  modifiquemos 
la  demostración  del  modo  siguiente.  Tiremos  por  el  punto  V,  una  para- 
lela VX'  al  eje  o  diámetro  principal  OX  del  paraboloide;  esta  recta 
VAX'  será  también  un  diámetro  de  la  superficie,  y  los  diversos  planos 
secantes  tirados  por  este  diámetro  darán  las  seccxouQsparahólicds  AME, 

AM'E\  AM''E'' Esto  supuesto,  turemos  a  una  de  ellas  la  tanjenté 

VM ,  y  por  el  punto  de  contacto  M,  tiremos  también  paralelamente  al 
plano  tanjente  del  paraboloide  en  A,  un  plano  MM'M"N,  el  cual  cortará 
a  las  parábolas  según  las  ordenadas  MP,M'P,  M"P,....  paralelas  respec- 
tivamente a  las  tanjcntes  AT,  AT',  AT'', de  estas  curbas.  Sabemos 

que  respecto  a  esta  clase  de  ordenadas  será  la  subtanjente  constantemen- 
te igual  al  duplo  de  la  abscisa  común  AP;  y  por  consiguiente  todas  las 
tanjentcs  en  los  puntos  M,  M',  M",.«**  terminarán  en  el  mismo  punto  V, 
y  en  virtud  de  esto  formarán  un  cono  circunscrito  que  tocará  al  parabo- 
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loide  en  toda  la  ostensión  de  la  curba  plana  MM'M"N.  Vemos  ademas 

que,  el  plano  de  esta  curba  es  paralelo  td  plano  tanjente  en  A,  el  cual,  '  ^ 

en  el  caso  presente,  .reemplaza  al  plano  diametral  conjugado  con  VX'; 

porque  este  último  estaría  a  una  distancia  infinita. 

También  en  el  elipsoide  de  la  figura  80»  sería  paralelo  el  plano  tan- 
jente en  A  a  BB'B^'E,  7  por  consiguiente,  a  la  curba  de  contacto 
MM 'M"N;  pero  no  hemos  querido  emplear  este  [daño  tanjente,  porque 
no  existiría  en  el  hiperboloide,  en  caso  de  que  el  diámetro  VO  no  en- 
contrase a  la  superficie. 

Problema  1.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  de  revo- 
lución con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  se  nos  ha  dado. 

356.  Sean  (O,  I'Z')  el  eje  de  revolución,  que  miraremos  como  verti-  fi6.84. 
cal,y(X'G'Yn)',  GD)  el  meridiano  principal  de  la  superficie.  En  este 

caso  la  curba  es  una  elipse,  uno  de  cuyos  diámetros  principales  coin- 
cide con  el  eje  de  revolución;  pero  el  método  que  vamos  a  esponer  es 
enteramente  jeneral,  y  puede  aplicarse  un  meridiano  cualqiera.  Sea  ade- 
mas (V,  V)  el  punto  señalado  por  cúspide  del  cono  circunscrito:  la  curba 
X'M'Y'  según  la  que  este  cono  tocará  al  elipsoide,  puede  determinarse 
con  construir  subcesivamente  los  puntos  que  se  hallen  sobre  cada  parale- 
lo de  la  superficie,  o  también  los  que  se  hallen  situados  sobre  los  diversos 
meridianos,  esto  va  a  dar  lugar  a  dos  métodos,  que  cada  uno  por  sí 
solo  será  suficiente  para  trazar  la  curba  pedida. 

357.  Método  del  paralelo.  Sea  (EF',  EMF)  el  paralelo  elejido  ar- 
bitrariamente sobre  ia  superficie  de  revolución  S;  sustituyendo  a  este  un 
cono  recto  enjendrado  por  la  revolución  de  la  tanjente  E*Z'  al  rededor 
del  eje,  es  evidente  que  este  cono  tocará  a  la  superficie  S  en  toda  la 
estension  del  circulo  E'F';  y  que  así  todo  plano  tanjente  tirado  a  este 
cono  por  el  punto  (V,  V),  tocará  a  S  en  el  punto  en  que  la  arista  de 
contacto  encuentre  al  círculo  E'F\  Por  consiguiente,  este  punto  de  en- 
cuentro pertenecerá  a  la  curba  pedida  X'M'Y^  que  no  es  otra  cosa  (núm.  , 
348)  que  el  lugar  de  los  puntos  de  contacto  de  los  diversos  planos  tan- 
jentes  tirados  a  la  superficie  S,  por  el  punta  (V,  V). 

358.  Por  consiguiente,  la  cuestión  queda  reducida  a  hallar  un 
plano  que,  partiendo  desde  el  punto  (V,  V),  vaya  a  tocar  al  cono 
Z'E'F' :  esto  lo  conseguiremos^  (núm.  123)  uniendo  la  cúspide  (Z', 


316  LIBRO  T.  PLANOS  TAKJBHnf  OirTO  rülTTO.....  NO  Bl  DAIKh 

O)  (*)  con  (V,  V),  hallando  en  f egnida  el  punto  en  qne  esta  recta 
va  a  cortar  el  plano  horizontal  ETP,  y  tirando,  por  fin,  desde  este 
último  punto  tanjentes  al  círculo  (E'F',  EMF).  Pero  comor  la  cáfpide 
(Z'y  O)  puede,  como  sucede  en  el  ejetnplo  precedente,  hallarse  a  una 
distancia  incómoda,  y  ademas  el  punto  de  donde  deben  salir  las 
tanjentes  a  la  base  del  cono,  tañará  también  a  medida  que  cambiemos 
de  paralelo,  vamos  a  emplear  una  marcha  que  obviará  estos  dos  incon- 
venientes. 

Adoptemos  por  base  del  cono  recto  al  círculo  (CIP,  GPH)  según  el 
cual  le  corta  el  plano  horizontal  V'G'H';  como  entonces  esta  nueva  base 
contiene  en  su  plano  al  punto  dado  (V,  V),  será  ya  inútil  recurrir  a  la 
cúspide  del  cono,  y  bastará  tirar  las  tanjentes  a  la  actual  base  por  el 
punto  (V,  V);  ademas  de  esto,  como  solo  nos  interesan  los  puntos  de 
contacto,  describiremos  sobre  la  recta  VO,  como  diámetro,  una  circunfe^ 
rencia  que  cortará  al  circulo  GPH  en  los  puntos  P  y  Q,  y  los  radios  OP 
y  OQ  serán  manifiestamente  las  proyecciones  horizontales  de  las  jene- 
ratrices  según  las  que  los  planos  tanjentes  tirados  de  (V,  V)  tocarán  al 
cono  recto.  Luego,  si  prolongamos  estos  radios  hasta  el  paralelo  dado 
EMF,  tendremos  que  los  puntos  M  y'N  que  se  proyectarán  sobra  E'F' 
en  M'  y  N',  serán  dos  puntos  que  perteneceiin  (núm.  356)  a  la  curba 
de  contacto  de  la  superficie  S  coi^  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide 
estuviese  en  (V,  V). 

359.  Para  hallar  los  puntos  de  esta  curba  que  están  sobre  otro  pa^ 
ralelo,  operaremos  de  un  modo  enteramente  semejante;  y  la  misma  cir^ 
cunferencia  descrita  sobre  VO  como  diámetro,  servirá  para  todas  estas 
operaciones^  supuesto  que  las  tanjentes  a  la  base  del  nuevo  cono  recto 
deberán  también  salir  del  punto  (Y,  V).  Por  ejemplo,  si  consideramos 
el  paralelo  (E'"F"',  EMF)  igual  al  precedente,  será  preciso  tirar  la 
tanjente  E'^G'",  que  jirando  al  rededor  del  eje  vertical,  describirá  un' 
cono  recto  cuya  base>  considerada  en  el  plano  horizontal  V'G',  será  el 


C*)  Los  tres  puntos  señalados  con  Z\  en  el  actual  depureulo,  se  con-- 
sideran  como  que  representan  d  punto  único  en  que  la  tanjente  E'Z' 
tria  a  cortar  al  eje  vertical^  cuyo  punto  es  la  cúspide  del  cono  recto,  que 
no  ha  podido  comprenderse  m  el  cuadro  de  la  lámina. 
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círculo  (G^'  H'",  G'T"H'*);  y  como  este  está  cortado  por  la  circunferen- 
cia VO  en  dos  pufilor  P''  y  Q",  tendremos  que  los  radios  OP"  y  OQ," 
serán  las  proyecciones  horizontales  de  las  aristas  de  contacto  del  cono 
recto  G'"£"'F'^H'"  con  los  planos  tanjentes  que  se  le  tirasen  por  el 
punto  (V,  V);  y  en  se^ida,  el  encuentro  de  estos  radios  con  el  paralelo 
•  (EMF,  E'"F'"),  nos  dará  los  puntos  (M",  M"')  y  N",  N"')  situados  so- 
bre este  paralelo,  y  pertenecientes  a  la  curba  de  contacto  de  la  super- 
ficie S  con  el  cono  circunscrito  que  tiene  su  cúspide  en  (V,  V). 

S60;  Método  del.  meridiano.  Para  hallar  los  puntos  de  esta  misma 
curba  que  están  situados  sobre  un  meridiano  cualquiera  aOg,  figuré- 
monos que  por  todos  los  puntos  de  este  meridiano  Be  han  tirado  rectas 
perpendiculares  a  su  plano,  cuyo  conjunto  formará  un  cilindro  horizon- 
tal manifiestamente  circunscrito  a  la  superficie  S,  en  toda  la  estension  de 
esta  curba  meridiana.  8i  entonces  tiramos  por  el  punto  (Y,  V)  un  pla- 
no tanjente  a  este  cilindro;  dicho  plano  será  también  tanjente  al  elipsoi- 
de en  el  punto  en  que  toca  a  la  base  del  cilindro;  y  por  consiguiente, 
este  punto  pertenecerá  a  la  curba  que  buscamos,  porque  esta  es  (núm. 
348)  el  lugar  de  todos  los  puntos  de  contacto  del  elipsoide  con  los  pla- 
nos tanjentes  que  salen  de  (V,  V). 

Pero  pora  construir  este  plano  tanjente  al  cilindro  horizontal,  es 
preciso  (núm.  116)  tirar  desde  el  punto  (V,  V)  una  paralela  a  las  je- 
neratrices  de  esta  superficie,  es  decir,  una  recta  (VP'^  VH'")  perpen- 
dicular al  plano  vertical  a06  que  contiene  la  base  del  cilindro;  y  en  se- 
guida, desde  el  punto  P"  en  que  esta  recta  encuentra  al  plano  me- 
ridiano, tirar  también  a  esta  base  una  o  mas  tanjentes*  Pero  para  eje- 
cutar esta  última  operación,  aplicaremos  la  meridiana  aOg  al  plano 
vertical,  haciendo  lo  mismo  con  el  punto  P",  este  último  punto  se  tras- 
lada manifiestamente  a  (H",  H"');  y  tirando  las  tanjentes  H"'<p'  y  H'"F"', 
obtendremos  los  puntos  de  contacto  (<p\  (^)  y  (F'"F)  sobre  la  base  del 
cilindro  abatido;  si  hecho  esto,  los  restituimos,  por  medio  de  arcos  de 
círculo  horizontales,  al  meridiano  primitivo  aOg,  tendrán  por  verdadera 
posición  a  (4^,  ^')  y  a  (M,  M'). 

361.  £1  último  punto  coincide  con  nno  de  los  que  hemos  obtenido 
por  el  método  dd  paralelo f  porque  en  el  caso  presente  se  ha  elejido  el 
plano  meridiano  aOg,. de  modo  que  contenga  al  punto  (M'',  M"")  que 
se  ha  construido  ya;  hemos  preferido  esta  disposición,  con  el  objeto  de 

28 
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manifestar  claramente  que  aun  cuando  los  dos  métodos  se  apoyan  eiB 
consideraciones  mui  diferentes,  a  lo  menos  emplean  las  mismas operacio'- 
nes  gráficas,  ejecutadas  en  un  orden  exactamente  inverso,  como  debemos-' 
verlo  aquí  respecto  al  punta(M'\  M''').  Ademas,  sea  cual  fuere  elmétoda 
que  se  emplee,  hai  puntos  particulares  que  se  obtienen  por  medio  de  uil 
procedimiento  directo;  y  recomendamos  |?nnc¿/?tAr  la- ejecución  del  de- 
purado  por  la  indagación  de  estos  puntos  notables. 

362.  Puntos  situados  sobre  los  contomos  aparentes^  En  cuanto  a  lo» 
que  están  situados  sobre  el  equador  (C'D',.  CLD),  es.  evidente  que  los 
planos  que  toquen  al  elipsoide  en  estos  puntos,  serán  vertiúaleSf  y  ea 
este  caso  sus  traza»  horizontales  serán  las  tanjentes  VL  y  VK  qae  sa- 
len del  punto  V;  ademas,  los  puntos  de  contacto  L  y  K  están  determi- 
nados, en  la  proyección  horizontal,  por  el  eneoentro  del  círculo  CLD' 
con  la  circunferencia  cuyo  diámetro  es  VO,  y  será  suficiente  proyectar 
L  y  K  a  L'  y  K'  sobre  C'D'.  Observemos,  ademas,  que  eomo  estos  dos 
puntos  se  hallan,  con  respecto  al  plano  horizontal,,  sobre  el  contorno* 
aparente  de  la  superficie,  formarán  sobre  esta  proyección  los  límitej9* 
comunes  del  arco  visible  LMXK  y  del  arco  invisible  LM"YK;  ademtt,. 
el  primero  de  estos  arcos  se  distinguirá  fócilmente  del  otro,  con  exa- 
minar si  uno  de  sus  pnntos  (M,  M')  está,  situado  encima  del  eqna- 
dorC'D\  . 

Del  mismo  modo,  respecto  a  los  pimtos  situados  sobre  el  meridiano 
principal  (X'C'Y'D',  CD),  tendremos  que  los  planos  tanjentes  al  elip- 
soide, serán  (núm,  159)  perpendiculares  al  plano  vertical;  y  así  sus  tra- 
zas pasarán  por  el  punto  V,  y  serán  las  dos  tanjentes  V'X'  y  Y'Y'  cuyos 
puntos  (*)  de  contacto  X'  e  Y'  deberán  proyectarse  a  X  e  Y  sobre  CD, 
Ademas,  como  estos  dos  puntos  están,  respecto  al  plano  vertical,  colo^ 
cades  sobre  el  contomo  aparente  de  la  superficie,  separarán  en  esta- 
proyección  el  arco  visible  X'M'Y'  del  invisible  X'N'Y';  y  el  primero  de- 
estos  dos  arcos  se  distinguirá,,  examinando  si  uno  de  sus  puntos  (M,  M')* 


(*J  Será  suficiente  tirar  estas  tanjentes  con  una  regla  que  se  apo- 
yará en  V'  y  en  el  meridiano;  pero  en  seguida  será  preciso  fijar  su  pun- 
to de  contacto  con  exactitud,  y  para  ello  emplearemos  las  cuerdas  suple- 
mentarias de  la  elipse  meridiana. 


CAPITULO  I.   PLANOS  TANJBNTES  POR  ÜN  PUNTO  ESTERIOR.  219; 

está  colocado  ddante  deJ  plano  vertical  CD  que  contiene  al  meridiano 
principal. 

363.  Puntos  límites.  Entendenaos  por  tales,  a  loe  pnntos  en  que  la 
tanjente  de  la  cnrba  de  contacte  es  horizontal^  y  por  consiguiente 
estarán  mas  altos  o  mas  bajos  que  los  demás  puntos  vecinos.  Esta  cir- 
cunstancia no  podrá  hallarse  sino  en  el  meridiano  VO  qi^e  pasa  por  la 
cúspide  (V,  V)  del  cono  circunscrito;  con  efecto,  el  método  jeneral  que 
ha  dado  (núm.  358)  los  puntos  (M,  M')  y  (N,  N');  nos  dice  claramente 
que  los  diversos  puntos  de  la  curba  están  situadoSy  de  dos  en  dos,  sobre 
las  tuerdas  horizontales  (MN,  M'N')  que  el  plano  vertical  VO  divide  en 
dos  partes  iguales :  luego,  siempre  que  uno  de  estos  puntos  correspon- 
dientes se  halle  en  el  plano  vertical  VO,  el  otro  también  se  halla  en  él, 
y  por  conaiguiente  la  cuerda  relativa  a  estos  puntos  que  así  se  han  con- 
fundido, se  habrá  convertido  én  tanjente  a  la  curba,  sin  haber  dejado 
de  ser  horizontal. 

Para  determinar  ahora  estos  puntos  límites  que  ya  sabemos  están 
colocados  sobre  el  meridiano  VO,  observaremos  que  la  recta  que  uniese 
a  uno  de  ellos  con  (V,  V),  seria  precisamenta  tanjente  a  la  meridiana 
VO,  supuesto  que  se  hallará  a  mismo  tiempo  en  el  plano  de  esta  curba 
y  en  el  plano  tanjente  del  elipsoide  :  luego,  si  aplicamos  este  meridiano 
al  plano  vertical,  haciendo  también  lo  mismo  con  el  punto  (V,  V),  que 
patentemente  se  habrá  trasladado  a  V",  y  tiramos  en  seguida  la  tanjente 
V"U',  cuyo  punto  de  contacto  U'  determinaremos  exactamente  por  me- 
dio de  las  cuerd€U3  suplementarias,  no  habrá  mas  que  proyectar  este 
punto  a  U,  y  restituirle,  por  medio  de  un  arco  de  círculo  horizontal,  a 
su  verdadera  posición  (R»  R').  Este  será  el  punto  mas  bajo  de  la  curba, 
y  la  tanjente  horizontal  U'R'  indicará  la  última  de  las  paralelas  que 
pueden  contener  pnntos  de  esta  línea.   . 

Del  mismo  modo  se  obtendrá  el  punto  mas  alto  (T,  T');  pero  no 
hemos  querido  efectuaj  la  construcción  que  para  esto  se  necesita,  por 
temor  de  causar  alguna  confusión  en  la  figura* 

364.  En  el  presente  ejemplo,  en  que  la  superficie  de  revolución  es 
de  segundo  grado,  la  curba  de  contacto  es  precisamente  j?¿a9ia  (núm. 
353),  y  ademas  es  una  elipse  que  en  el  espacio  tiene  por  uno  de  sus 
ejes  a  la  recta  (RT,  R"F);  pues  que  las  ^njentes  en  los  estremos  de 
esta  línea  le  son  perpendiculares,  en  virtud  de  que  lo  son  al  plano 
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vertical  VO  (núm.  363),  Sería  también  fácil  concluir  de  aquí  el  segunda 
eje  y  los  otros  dos  vértices^  con  dar  una  sección  al  elipsoide  por  el  inedia 
de  la  recta  (RT,  R'T^);  debemos  ademas  observar  que  estos  dos  diámetros: 
principales  permanecerán  siendo  los  ejies  dé  la  proyección  horizontal 
RLTK,  porque  siendo  uno  de  ellos  horizontal,  permaneced  recto  el 
ángulo  comprehendido  entre  sus  proyecciones;  en  tantx>  %ue  sobrt  el 
plano  vertical,  estos  dos  diámetros  no  será  perpendiculares  uno  a  otro^ 
y  solo  serán  do$  diámetros  conjugados  oblicuos  de  la  curba  R'L'T'K\ 

365i*  Observación*  Si  recordamos  que  toda  superficie  dé  revolu- 
eio»  puede  considerarse  como  el  involucro  de  un  cono  móml  (núm.  194) 
circunscrito  siempre  en  la  ostensión  de  uu  paralelo,  a  también  como-  el 
involucro  de  un  cilindra  móvil  (núm.  196)  constantemente  eireunscrito  a 
toda  la  ostensión  de  uu  meridiano,  no&  persuadiri&BOs  que  en  los-  dos- 
métodos  empleados  núm»  S57  y  360,  nuestro  objeto  ha  sido  el  susti- 
tuir a  la  superficie  de  revolución  propuesta  un  involucro  cónico  o  cilin- 
drico, en  el  que  es  mes  fácil  la  construcción  del  plano  tanjente  tirado 
desde  el  punto  (V,  Y^  que  en  la  superficie  primitiva-  Pero  como  laa 
superficies  de  revolución  pueden  admitir  también  un  involucro  esférica 
(núm.  193),  cnyo  radio  sea  la  normal  al  meridia«io^  de  aquí  resulta  otro 
tercer  método»  menos  ventajosa  en  la  práctica,  pero  que  ea  interesante 
conocen 
FiG.  84.  3gg^  Tercer  método  por  un  involucro  esférico.  Tracemos  un  círculo 
con  la  normal  E'ca  del  meridiano,  el  cnal  jirando  al  rededor  del  eje 
vertical,  enjendrará  una  esfera  que  será  evidentemente  tanjente  a  la 
superficie  de  revolución  S,  en  todo  el  largo  del  paralelo  E'F';  y  en  se- 
guida, figurémonos  un  cono  circunscrito  a  esta  esfera,  y  que  tenga  por 
cúspide  al  punto  dado  (V,  V),  La  curba  de  contacta  de  este  cono  ausi- 
liar  con  la  esfera,  será  un  círculo  menor  (núm.  353  nota)  cuyo  plano 
será  perpendicular  a  la  recta  (Veo,  VO);  y  como  en  los  puntos  en  que 
este  círculo  menor  encuentre  al  paralelo  E'F',  los  planos  tanjentes  de 
la  esfera  serán  comunes  a  la  superficie  S,  sigúese  de  aquí  que  estos 
puntos  pertenecerán  a  la  curba  que  buscamos  X'M'Y'.  PeriE>  si  hace- 
mos jirar  simultáneamente  a  la  esfera  y  al  cono  cireunacritó  a.ella,  al 
rededor  de  la  vertical  O,  hasta  qne  el  eje  (V'co^VO)  de  este  llegue  a 
ser  paralelo  al  plano  vertical,  la  cúspide  (V,  V)  se  trasladará  a  V";  y 
tirando  las  tanjentes  V"y  y  V"d,  el  círculo  de  contacto  «obre  la  esfera 
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estará  entonces  proyectado  según  la  cuerda  yd*  En  esta  situacioni  este 
círculo  de  contacto  corta  al  paralelo  E'F'  en  dos  puntos  colocados  a 
las  estremidades  de  la  enreda  proyectada  vertical  mente  sobre  el  punto 
6^  pero  como  la  distancia  de  esta  cuerda  al  eje  de  revolución  no  varía 
cuando  restituimos  la  esfera  y  el  cono  circunscrito  a  sus  posiciones 
primitivas,  es  claro  que  refiriendo,  por  medio  de  un  arco  de  círculp, 
el  punto  é  sobre  el  meridiano  primitivo  VO  a  e,  y  tirando  por  este 
último  punto  una  cuerda  perpendicular  a  VO,  las  intersecciones  de 
esta  cuerda  con  el  paralelo  EMF,  nos  darán  los  puntos  pedidos  M  y  N, 
que  deberemos  proyectar  en  seguida  a  M'  y  N'  sobre  E'F'.  ^ 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  de  revolu- 
ción, por  un  punto  dado  que  la  toque  en  un  paralelo  también  dado. 

367.  Nos  será  aquí  necesario,  como  jeneralmente  lo  hemos  énun* 
ciado  en  el  núm.  351,  construir  la  curba  de^  contacto  de  la  superficie 
con  un  cono  circunscrito;  es  suficiente  sí  que  apliquemos  al  paralelo  se- 
ñalado por  la  cuestión,  el  método  del  núm.  357  o  el  del  núm.  366,  y  ob- 
tendremos directamente  los  puntos  de  contacto  de  los  plano»  tanjentes 
pedidos.  En  seguida,  serán  ÍHciles  de  construir  estos  planos  (núm.  132). 

Problema  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  de  revolu- 
ción, por  un  punto  dado  que  la  toque  en  un  meridiano  también  dado. 

368.  Este  problema  se  resolverá  también  directamente,  aplicando 
al  meridiano  asignado  por  la  cuestión,  el  método  esplicado  en  el  núm. 
360.  Así  conoceremos  los  puntos  de  contacto  de  los  planos  tanjentes 
que  buscamos,  y  en  este  caso  serán  fáciles  de  determinar  estos  planos 
(núm.  132). 

Problema  4.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  cual- 
QLiERA  de  segundo  grado,  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  se  nos 
ka  dado. 

369.  Tenemos  por  ejemplo  un  elipsoide  de  tres  ejes  desiguales,  y  fig.  85. 
elijamos  los  planos  de  proyección  paralelos  a  dos  de  los  tres  planos 
prindpaies  de  este  cuerpo.  En  este  caso,  los  contomos  aparentes  de  la 
superficie  serán  las  dos  elipses  (ABDE,  A'D')  y  (A'C'D'F',  AD),  cada 

nna  de  las  cuales  tendrá  dos  ejes  comunes  con  el  elipsoide;  y  represen- 
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tando  por  (V,  V)  la  cúspide  del  cono  circunscrito»  trataremos  de  hallar 
los  puntos  de  la  curba  de  contacto,  que  estén  situados  sobre  una 
sección  horizontal  cualquiera  G'H\  Esta  sección  es  una  elipse  seme- 
jante a  ABDE,  en  la  que  (G'H',  GH)  es  uno  de  los  diámetros  prin- 
cipales; si  la  miramos  como  la  base  de  un  cono  ausiliar,  que  tenga 
la  cúspide  en  el  punto  T'  en  que  el  eje  vertical  de  la  superficie 
es  encontrado  por  la  tanjente  G'T*,  este  cono  T'G'H'  estará  circunscrito 
al  elipsoide.  Con  efecto,  todas  las  secciones  producidas  en  la  superficie 
por  los  planos  tirados  según  la  vertical  (O,  O'T'),  serán  elipses  que  ten- 
drán un  eje  común  (O,  GT');  ademas,  como  para  todos  los  puntos  de  estas 
elipses  colocados  sobre  G'H',  es  la  misma  la  abscisa  OT,  también  la 
subtanjente  será  constantemente  igual  a  TT';  por  consiguiente,  las  tan- 
jentes  a  estas  elipses  verticales  terminarán  todas  en  el  punto  T',  y  de 
este  modo  formarán  el  cono  circunscrito  TG'H\  Sentado  esto,  si  tira- 
mos un  plano  tanjente  a  este  cono  ausiliar  que  salga  de  (V,  V),  la 
arista  de  contacto  encontrará  a  la  base  G'H'  en  un  punto  que  pertene* 
cera  a  la  curba  pedida;  porque  el  plano  tanjente  del  cono  ausiliar  en  es- 
te punto,  tocará  al  elipsoide  y  pasará  ademas  por  el  punto  (V,  V),  que  es 
el  carácter  distintivo  (núm.  348)  de  la  curba  de  contacto  de  la  superfi- 
cie con  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide  esté  en  (V,  V). 

370,  Ahora,  para  tirar  desde  el  punto  (V,  V)  un  plano  tanjente  al 
cono  T'G'H',  y  a  fin  de  no  tener  que  operar  sino  sobre  la  elipse  princi- 
pal ABDE,  dato  inmediato  de  la  cuestión,  prolongaremos  este  cono 
hasta  el  plano  horizontal  A"D",  que  se  ha  elejido  de  modo  que  corte  a 
esta  superficie  según  una  elipse  igual  a  la  precedente;  adoptando  en 
seguida  esta  sección  (A"D",  ABDE)  por  base  del  cono,  y  uniendo  la 
cúspide  con  el  punto  (V,  V),  inquiriremos  el  encuentro  de  esta  recta 
(V'T'R',  VOR)  con  el  plano  A"D";  y  por  último,  tiraremos  desde  el 
punto  R  dos  tanjentes  RP  y  RQ,  a  la  elipse  ABDE.  Una  vez  fijos  con 
exactitud  los  puntos  de  contacto  de  estas  tanjentes  (por  medio  de  las 
cuerdas  suplementarias),  tiraremos  los  radios  OP  y  OQ,  que  son  las 
proyecciones  horizontales  de  las  aristas  de  contacto,  y  fácilmente  con- 
cluiremos de  aquí  sus  proyecciones  verticales  T'P',  T'Q'.  Por  último, 
como  estas  rectas  cortan  a  la  elipse  G'H'  en  los  puntos  M'  y  N',  las  pro- 
yectaremos a  M  y  N,  y  así  obtendremos  los  dos  puntos  de  la  curba  pe- 
dida, que  están  colocados  sobre  la  sección  horizontal  G'H'  del  elipsoide* 
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Hubiéramos  podido  hallar  directamente  los  puntos  M  y  N^  con  pro- 
yectar H'  aH,  y  tirar  por  este  último  punto  las  paralelas  HM  y  HN  a 
las  cuerdas  DP  y  DQ;  porque  en  dos  elipses  semejantes,  comóIaÉ  6*H' 
y  A"D'\  los  radios  vectores  OM  y  OP  son  proporcionales  a  los  semi-ejes 
OH  y  OD. 

371.  En  cualquiera  otra  sección  horizontal  diferente  de  G'HS  ope- 
raremos de  un  modo  análogo;  pero  si  sucediese  que  la  cúspide  T^  del 
cono  ausiliar  estuviese  situado  a  una  distancia  incómoda,  podríamos 
adoptar  por  base  de  este  cono,  a  la  sección  K'L'  dada  por  el  plano 
horizontal  tirado  por  el  punto  (V,  V);  y  en  este  caso,  bastaría  concebir 
que  por  este  último  punto  se  habian  tirado  tanjentes  a  esta  elipse. K*L\ 
Y  estas  rectas,  así  como  también  sus  puntos  de  contacto,  son  fáciles 
de  determinar  ])or  medio  de  una  construcción  directa^  sin  necesidad  de 
describir  la  curba,  y  en  virtud  del  solo  conocimiento  de  los  ejes,  que 
aquí  son  proporcionales  con  AD  y  DB»  y  uno  de  los  cuales  es  K'L\ 
Esta  construcción  está  esplicada  en  un  caso  análogo  (núm.  374)  que 
veremos  en  breve. 

372.  Puntos  sobre  ¡os  contomos  aparentes.  Determinaremos  estos, 
como  en  el  problema  precedente  (núm.  362),  tirando  las  tanjentes  V'X' 
y  V'Y'  al  contomo  aparente  del  elipsoide  sobre  el  plano  vertical,  y  pro- 
yectando los  puntos  de  contacto  X'  e  Y'  a  X  e  Y  sobre  AD.  Así  mismo, 
las  tanjentes  Yx  y  Yy  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal, 
nos  darán  dos  puntos  x  e  y  que  deberemos  proyectar  a  x^  e  y*  sobre 
A'D\  Estos  dos  sistemas  de  puntos  indicarán,  ademas,  las  estremida- 
des  de  los  arcos  visibles  sobre  los  dos  planos  de  proyección. 

373.  Los  puntos  límites,  es  decir,  aquellos  en  que  la  tanjente  de  la 
curba  es  horizontal,  están  precisamente  situados  en  el  plano  vertical 
YO.  Con  efecto,  de  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  puntos  P 
y  Q,  o  M  y  N,  evidentemente  resulta  que,  los  puntos  de  la  curba  de  con- 
tacto están  de  dos  en  dos  sobre  las  cuerdas  horizontales  (MN,  M'N')» 
que  son  constantemente  paralelas  al  diámetro  conjugado  con  OR  en  la 
elipse  ABDE;  y  por  consiguiente,  cada  una  de  estas  cuerdas  está  divi- 
dida en  dos  partes  iguales  por  el  plano  vertical  VOR.  Luego,  cuando 
uno  de  estos  puntos  correspondientes  se  halle  en  el  plano  VOR,  tam- 
bién el  otro  se  hallará  precisamente  en  él,  y  la  cuerda  que  los  una  habrá 
llegado  a  ser  tanjente  a  la  curba,  sin  haber  dejado  de  ser  horizontal. 
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'374*  Para  constrour  ahora  estos  puntos  cuya  altura  sea  un  máximo 
o  un  námmoy  bastará  tirar  por  el  punto  (V,  V)  dos  tanjentes  a  la  sec* 
cion  producida  en  el  elipsoide  por  el  plano  vertical  VOR.  Y  como  esta 
sección  es  una  elipse  cuyos  semi-ejes  son  O'C  y  Oa;  si  la  abatiónos 
sobre  el  plano  vertical,  así  como  también  al  punto  (V,  V)  que  se  tras-» 
portará  a  V",  qo  babrá  mas  que  tirar  por  este  último  dos  tanjentes  a  una 
elipse  cuyos  senii-ejes  son  O'C  y  OV,  problema  que  puede  resolverse 
sin  trazar  la  etirba.  Con  efecto,  después  de  haber  construido  los  focí» 
9  y  4/  die  esta  elipse,  describiremos  un  arco  de  círculo  con  el  radio  V"<{v 
y  otro  desde  el  punto  ^  como  centro,  y  con  un  radio  igual  ai  eje 
mayor  de  la  elipse;  hecho  esto,  estas  dos  circunferencias  se  corta- 
rán en  lo&puAto9  6  y  7»  sabemos  (^)  que  la  recta  V"d^  tirada  por  el 
medio  del  arco  ^g,  es  la  tanjente  pedida,  y  que  su  encuentro  con  la  recta 
vfg  nos  dará  a  conocer  al  punto  ¿  de  contacto*  Por  consiguiente,  no 
habrá  noas  qjue  restablecer  el  punto  (e,  £')  en  el  plano  vertical  VO,  por 
medio  de  un  arco  de  círculo  horizontal,  y  así  obtendremos  el  punto  mas 
bajo  U,  ^!)  de  la  curba  de  contacto. 

Así  mismo,  la  segunda  tanjente  a  la  elipse  precedente,  será  la  recta 
V"(ü  que  pasa  por  medio  del  arco  f  y;  y  su  encuentro  con  vj/y  determinará» 
el  punto  de  contacto  (fr,  n'),  que  restituido  al  plano  vertical  YO,  será 
el  punto  ma9  alto  (fe,  fi')  de  la  curba  en  cuestión* 

375»  Podríamos  también  construir,  de  un  modo  análogo,  los  dos 
puntos  de  esta  curba  que  estuviesen  situados  en  el  plano  VO',  perpen- 
dicular al  plaño  vertical;  porque  la  sección  producida  én  el  elipsoide 
por  este  plano  secante  VO',  sería  una  elifise  cuyos  ejes  son  íáciles  de 
hallar  :  pero  por  no  hacer  difícil  la  lectura  del  depurado,  dejamos  al 
cargo  del  lector  la  ejecución  de  esta  construcción,  que  es  enteramente 
semejante  a  la  anterior. 

376.  *A1  terminnr  este  asunto,  haremos  observar  que  el  método  em«- 
pleado  aquí  respecto  a  un  elipsoide,  es  así  mismo  aplicable  a  un  hiper- 
boloide, y  también  a  un  paraboloide,  con  solas  las  lijeras  modificaciones 


(*)  VéasCf  en  los  Tratados  de  análisis  aplicado  a  la  Jeometría,  el 
método  gráfico  de  los  antiguos  para  tirar  tanjentes  a  las  secdones^ 
cónicas. 
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qoe  naturalmente  Ueva  consigo  la  naturaleza  üe  las  secciones  planas 
orijinadas  en  estas  superficies»*  V     •}.  ^ 
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De  los  planos  tanjentes  paralelos  a  una  recta  éM9* 


377.  Sea  S  una  superficie  '^üalquiem,  y  VO  la  recta  dada  (o  una  fig.  so. 
línea  paralela  a  la  recta  dada/ y  tirada  por  un  punto  tomado  arbitraria- 
mente en  el  interior  de  B)  :* si  tiramos  por  la  línea  YO  varios  pianos  se- 
cantes, estos  cortarán  a  la  sÁpetfieie  S  según  las  curbas  ABD,  AB-^D,^ 
AB"D,....  que  siempre  podrán  construirse  por  los  métodos  jenendesdet 
libro  IV;  y  tirando  a  estasseccion^' las  tanjentes  ^\]j  B'Ü',  B'*ü".... 
paralelas  a  VO^  estas  formatán  un  cilindro  que  será  drcunurito  a  S,  es 
decir,  que  tocará  a  esta  superficie  en  toda  la  estension  de  lá'curba 
BB'B"£.  Coa  efecto,  el  plano  tanjMle  de  B  relativo  a-un  punto  cual- 
quiera B'%  evidentemente  contendrá' a  la  la  arista  B^'U*'  del  cilindro,  así 
como  también  a  la  tanjentq  W^t  aja  durba  BB'B'\...  que  le  sirve  de 
base;  luego,  este  plano  será  tan^bien  tanjente  al  cilindro,  y  en  ^virtud  de 
(»to,  esta  última  superficie  tendrá  -on  verdadero  contacto  con  S  en  el 
punto  B'S  asi  como  también  en  todo  el  largo  de  la  línea  BB'B^'E.     • 

97^%  Sentado  esto,  para  tirat^n  piorno  tanjente  a  la  superficie  S  de 
modo  que  sea  paralelo  auna  recta  dada  VO,  será  suficiente  determinar 
la  curba  de  eontaciío  BB*:!^  de  esta  superficie  ccxi  un  cilindro  circuns- 
crito paralelo  YO,  y  cQnstruíir^q  seguida  el  aplano  tanjente  de  S  tirado 
por  un  punto  cualquiera  de  tos  de  esta  línea  de  contacto)' porque  este 
plano  tocará  precisamente  al  dHiidie»  bkcunserito,  y  por  consiguiente 
contendrá  a  una  de  sus  aristas  qtié' So» 'todas  paralelas  a  VOj  luego,  él 
mismo  será  también  paralele  a  €f)9ia'lect9. 

Y  reciprocamente,  tod<E>  plago  ]íia»aleto  a  VO  que  toque  a  la  superfi- 
cie S  ea  un  punto  determinado  qttellamaféinos  í,  precisamente  cóntén- 
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(lcá:a uua  recta  tirada  por  esié. pimto  i  pomlelamaiilié  ai%0:  loego^.eflt^ 
última  recta  será  una  arista  del  cilindro  cixmílsonto) 'jü^M^ftiito  defCéiOf* 
tacto  b  deberá  por  consiguiente  hallarse  sobre  la  carba  BB'Ey  que  es, 
según  esto,  el  lugar  esclusito  de  todas  las  soluciones  del  problema  pro- 

Por  consiguiente,  este  problema  será  imposible,  cuando  no  exista  el 
cilindro  circunscrito  paralelo  a  la  recta  dada;  lo  que  tendrá  lugar,  entre 
otros  ejemplos,  en  un  parabiG|fo^e|  ^^nPR  ^^  1^  recta  propuesta  sea 
paralela  al  eje  de  la  superficie;  porque  entonces  las  intersecciones  ABD, 
AB'D...»  serán  parábolas,  las  cuales  no  tienen  tanjente  paralela  a  su 
diámetrc^principeth      '^       '  >m\S\y\\sí\  /.V;UMja>\    .  \«  ^  -  ^-A  >n 

379.  De  estos  principios  resulta  que  la  cuestión  jeneral  que  noa 
ocupa,  es  isuBceptíbl^]  d&  aQia.iflibii|j|idi^e;ia«bift|oQQ«iiiii  HO'ék ninglina. 
Debemos  espeptuar.  únicamfinO.j^bfMIQ  d€,fftolBin99r  W<pi9rfioíe4«Mrni»* 
llabhf  porque  eptóncesyr^egqnija  ffbacjnwciiiPQ  b«€i|ui:eb  €i)^i|i(im^  34Qi  :el 
pltQO/móvil  que  eiijendira(9efflíQ¡ía^t9if4p9^     y  q^  :9fi  aj  mianiQ^if^m-^ 

'  posu.pkno-tanjenter  e8tái.coQij^l9tameiitQ,,4«(Qrmin^^  la.Huekrá 
condiícion.  db  iser  paralela  a 'i:inAii'fji^;dA4a«''S0to<: es  Jo ^^i^^  |))ie  he^, 
mos  reconocido  XA  J*espectp.a»l*i  cilindros  ycC^nOa^:  en  el  capíMíl&^m 
del  libra  It»^  _^y•\^K\.\■.■^,  s,  Wv*'/\  íw  .'.o.\'.\5c  '.^\v\  *■.  ^^*.^■."    ■;.!>  .*■ 

380.  El  problema  de.  tirar> :  a-  «oa^  fmpwñcie  \  8^.  qué  nt^  áéa  déútvfo^ 
Hable,  un  plano  tanjente  rpatflefoiajjutia  recta  dada^sería  detérminadoi, 
si  agregásemos  la  condición  .de  que  e'ÉSie  plano  debiese  tener  un  punto 
de  tontucio  sobre  una  curbaiCimocidar^poxqxie  en  tal  caso  este. punto 
no»  daria  el  encuentro  de  esta  curba  /^n  la  lineado  contacto  del  cilin- 
dro circunscrito^  -',  '      ,!;  »^      >    .  .  .      . 

En  cuanto  a  la  construcción  de  estaúhkna  línea,  que  también  es  mui 
íitil  en  la  teoría  de  las  sombras,  el  íi meo. método  jeñeral  es  el  que  he- 
mos indicado  núm.  377;  pero.  dB^enyiiii  mui  jpronto  procedimientos  mas 
cómodos,  para  ciertos  jéDer<M>diB»(iupwfici^  que  se  hallan  frecuente- 
mente, después  que  háyanp^oa :  Jbecho  algunas  observaciones  sobre  -  las 
líneas  de  contacto  en  lasaupe^ciefftdftiaegundo  grado. 

381.  La  curba  de  cant^úto  -(ii  un^  tUwdro  circunscrito  a  una  super^ 
Ji<:ie  de  segundo  grado,  es  nenjg^  fhiffiA^  y  e^  situada^m  elpktn&dia- 
metral  que  es  conjugado  eóm  i^ldiíkPMtfo^pnr,alo  al. cilindro. 

j^ic.  80.      Cqji  efecto,  si  por  el  ceiití9íjQ2d0ia<i9U[H^fície  d<r  segando  gcado  3, 
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concibimoB  una  recta  YO  pamlela  a  Ja  <}ireccíoD  del  ciliadrOylas  diver* 
sas  seccionea  ABD/ AB'Df  lAB^'Di...  [kH^ducidas  por  16»  planea  tirados 
segan  YO,  serán  curbaa  de. áefohdó: grado  qoe  todas  tendirántín  diá* 
metro  comnii-AOD:  pérti 'ébftandO';a>  estas  cdrbas  con  el  plano  diame? 
tral  BB'E  conjugado  con  AD  (es  decir  el  plano  que  divida  en  dos  par^ 
tes  iguales  a  cada  una. de  las  onerdiss. paralelas  a  AD))  las:  mterÉéccáo- 
nes  serán  las  rectas'OB^.OBV'OB'V**-  qne  precisamente  serán  diáme- 
tros conjugados  con  OA,  en  cada  una  de  las  curbas  correspondientes. 
Luego,  las  tanjentes  BÜ,É'D^'B"U^^•i;«V  tiradas  a  estas  secciones  por 
|os  diferentes  puntos  B/B',  S^^l.UJeirátí  ^ralelaé  a  OÁ,  y  seguá  esto 
formarán  un  cUindro  cif€iitis0rit.Q  4)  Aa  ^up^rficie  &,  cuya  línea  de  con- 
tacto BB'B*'  estará  toda^^UacoloMJtjlaHea  el  plano  diametral  ;BB'£I  conr 
jugado  con  OA(?*).^.;  :-iii  j.'vr  :.;  ,.  -r  '  ; 

Este :  resyJtado  importante»  p(ie46.adeipas  considerarse  como  una 
consecuencia  del  teorema  d^fiM)^ti?ada'nu»)*  353,  respecto  a  ja  línea  de 
contacto  de  un  cono  YMM'N  cíi^uacarito  a  S;  porque  si  la  cúspide  Y  se 
alejase  al  infinito  sobre  la:  tsecta 'QA Y,  es  fácil  ver  que  lq$(  diverso^ 
puntos  de  contacto  M,  M',  JV('!«Mf!S6  trauí^rtarian  a  B,  BVB!\..«..   , 

382,  Para  estepdar  ^1  J^doremaL  PEeoedente  a  |os  dos  paraboloides  ^^^'  ^-' 
que  están  destituidos  de;  c^ptKO/^^gftrémQQO!!  que  por  el  ej^e  principal 
OX  de  la  superficie  pasa  uft  plaQpii^QJP  paralelo  a  la  direccioa agua- 
da a- las  jeneratrioesd^  cUiqdro,  y  «tírese  en  esta  dirección  una  ta.njente 
YBU  a  la  parábola  EOF;  co.esftercasO»  el  plano  diametral  que  corte 
en  dos.  partes  iguales  a  todas  Jas  cuerdas  pai^ajelas  a  YBU,  pasará  evir 
dentemente  por  el  panto  de. contacto!  B  da^^asta  pújente,  y  prodlicirá 
en  la  superficie^  una .  sección  paraibóiica  B9'B"C.  Sentado  esto,  todas 
las  rectas  B'U\  B'^U",..-  tiradas  por  loa^d^yersps  p^qtos  de  esta  última 
parábola,  paralelamente  a  YBU,  serán  precisamente  tanjentes  aila  su- 
perficie; porque  de  no  ser  asín  sua  :pffft?!a  interiores,  o  cuerdas,  no  es- 

(*)  En  el  caso  particular  en  que  la  superficie  propuesta  sea  una  es- 
fera, la  curba  dé  c^^tacSo  del yi;i¡indrjQ)tírcunscrito  se  convertirá  en  un 
círculo,  máximo  perpendiculailiMaidmQláociiYO  de  las  aristas  del  ci- 
lindro; cuyo  resultada  se  pnHÍKk'difeátg^mfmUr  Jiaciendo  jirajuía  al  re- 
dedor de  YO  a  un  circulo  máximo  y  su.tairi^ent^fafalela,a>iistá.recti9. 
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tarian  cortadai  en  su  medio  por  «1  plaso  BB'C,  que  Biipoiienios  ser 
diametral  y  conjugado  con  VBU.  Por  consiguiente,  todas  las  rectas 
BU,  B'Ü',  B"U"....  tbriaarán  el  cilindro  circunscrito  que  se  uos  pedia, 
Y  vemos  ademas  que  sn  linea  de  contacto  BB'B"C  con  la  superfície,  se- 
rá plana  y  siempre  parabófica. 

Hubiéramos  podido  emplear  en  el  núro.  331  un  raciocinio  semejante, 
fundado  en  la  definición  misma  del  platio  diametml  i 

Problema  I.  Hallar  la  curba  de  contacto  de  vna  superficie  de  rero- 
tuóon,  con  un  ciUndrv  drcunsertio  y  paralelo  a  una  recta  dada. 

i.  383.  8ea(0,rZ')  el  eje  de  laauperilcie  de  revolución,  y  (E'C'E"'D', 
CD)  el  meridiano  principal,  cuya  forma  particular  no  tendrá  ninguna 
influencia  en  el  resultado  del  método.  Sea  ademas  (AB,  A'B')  la  recta 
&  que  debe  ser  paralelo  el  cilindro  circonacrito;  puede  construirse  la 
curba  de  contacto  x'm'jf'  (*)  de  este  cilindro  con  la  superficie  propuesta, 
indagando  Buccsivamente  los  puntos  de  ella  que  estén  situados  sobre 
cada  paralelo,  o  bien  los  que  se  hallen  sobre  cada  meridiano;  de  donde 
resultan  los  dos  procedimientos  siguientes. 

884.  Jactado  del  paralelo.  Sea  (E'F',  EwF)  un  paralelo  elejido  ar- 
bitrariamente sobre  la  superficie  de  revolución  S;  sustituyendo  a  este  el 
cono  recto  enjendrado  por  la  revolución  de  la  tanjente  E'Z'  del  meri- 
diano, es  clan>  que  este  cono  tocarfi  a  la  superficie  en  toda  la  estension 
%l«l  páyatelo  E'Pyf  ^ftíettBÍtodt»tplaMyíaa^dti'4l'etíe<^ireaa«t»  oon*, 
paTa46tftineBte  a  (AB,  A'B'),  tocará  a  B  en  el  punto  en  que  la  arista  de 
<iConVactó  ;eAcuentre  at  paralelo  E'F';  luego,  este  punto  pertenecerá  a  la 
^iJbrbti  pedida,  cuya  propiedad  caract'Crística  (núm.  378)  consiste  en  que, 
*»  cada  un&de  sus  puntos,  el  plano  tairffinte  de  la  superficie  S  e$  paralelo 
^í(ABtA'B*). 

■  Así  es  cfue  nos  liemos  contraído  a  dirijir  un  plano  tanjente  al  cono 
Z'E'F'  paralelamente  a  una  recta  dada;  pero  para  no  vernos  en  la  pre- 

(*j  Vanuf  rlpr>6mMfr^»iém^4kneiáiue»a^iimÍojía  wmvitUlná^. 
-356,  haremo»  a^t  ^»»o'^\0aÍBt>iiah<tíc9twii¡otkifá>^\dt  notar  Uapim- 
tos  análogo^  ^eMi^tóuJiikt'M»  'i0Mtuk»lm^i'vwiiék  ^m  »4m  ta^Mik 
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cisiou;  de  reoorrir  a  la  cüspide  del  cono,  Z'»  i|ue:  podrá  muí  bien  Mtar 
sitaadai'B  una  distancia  incómoda^ y  ooniel' objeto  laflubíen  de  no  lener 
que  tirar  temientes,  stoo  dosdeiiniflasfisaimnta  fiJ(Hinódificatémo6  el 
prooedimieaio  jeneral  delí  oóflüi  124^  del  modo  siguiente. 

•  Figurémonos  que  se  ha  dransporlado  el  cona^  recto  Z'ET^  paralela- 
mente,ti  sí  mismo;,  oon  'el  pllino  tan|eii£e  pedido,  hasta  que  la  cúspide 
haya  llegado  a  coloüavse  en  un  puntó  O'  de\  eje  vertioal  (O,  TZ,');  co^ 
nocetnes  muí  bien  que  la  ansia  de  contacto  habrá  conservado  eñ  este 
movimiento  la  misma  proyección  horiz^ntah  J  ^  traza  horisontal  del 
cono  así  transportado,  sedbteodrá  tasando  la  recta  O'tf' paralela  a  Z'E', 
y  describiendo  >ran  un  mdÍ0:Oess;iV  el  ciroulci  ep/i  En  este  caso,  para 
tirar  a  «tete  cono  xn  plana^njente  paralelo  a  (AB^  A'fi*)»  tiraremos  ea 
esta  direcciotn  la  reetaXO V,  Os),  que  penetrará  al  plano  hoñzonitel  en 
el  poa)d»'(a,  «')>  desde  el  qué  deberán  salir  las  tanj entes  al  í^ifCvXo'epf; 
pero  oomo  no  >necesitámos  sino  ile  tos  fMintos  de  contado,  describiré- 
mos  sobre  Oa,  como  dtámetro,  una  circunferencia  que  por  medio  de  su 
encuentro  con  el  círai|p  tpfy  delecminará  «estos  puntos  jp  y  q\  y  los  tedios 
Qp  7  ^9  eeran  ias  proyecciones  horizontales  de  las  jenerátisees  de  con- 
tacto; de  (los  íplánoe  tanj  entes  que  buscáiMuoioB.  Estas  jenersÉrices  van 
alhoM  a  encontrar  al.  paralelo  {EmF^iE'fF'),  base  del  cono  primitivo,  en 
ids^pmlnios  (^im^)-f  (n,  »'^;  por  oossiguíeote,  aquí  se  hallan  dds  puA- 
•loa  >áA  Ja  curba  de  cúncaelo  de  la  \supefficia  de  revolncion  con  «1  álift- 
dro  cirCuscrítOé  ^^ 

385.  De  un  modo  enteramente  semejante  se  construirán  los  puntos 
de^  ésta  curba  situados,  sobre  otro  rparalelo,  transportando  siempre  al 
punto  O',  la  cúspide. del  couo "recto  dreunscrito  a  Ja .  estension  de  este 
páMdelo;.y  por  lo  tanto,  ia  eífimí[i^en€ia  descrita  sobre  eldiámtíro 
Ooiservirá  para  todas  Méns  qpéMinime»0    ^         ;/. 

'  Pero  serár  msa  irentajosin  indagar  inmediaiainente'  los;  pantos  «ituadios 
sobre) el. paralelo  E'"F'"  igual  )a  £'£^  |9obfe¡  todo' ki  je  halla  el  mórídia- 
no,  icomo  sucederá  este  *ejeiÉiplev'en:)x>a¡cion  simétrica  sobre  el  plano 
horizoBtal<iiI>*  y  debaj^doiéUpésqué^ontonses, éo. haihié  que  ejecutar 
-ningupas  cónstiruedojies  igváficas*  apismB^\Ooa.  efecto»  si  eemcebiinfos 
-el  cono  Z'"E'"F?'  cihntnaclritó  a.  toda  IjjUMtenMQO  dét  paralelo  £'''F"% 
10S  evidente' que  ana  jeneratrüces asesan  Mspdswam^iite  ^Míratela*  a  la^ 
del  coto  Z%'¥';  de  umkí»  queVicoando  Idrtfifeispl^rtwios  al  puéto  O'  se- 
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gun  la  regla  precedente,  coincidirá  enteramente  con  el  cono  O'ef;  y 
todas  las  operaciones  ulteriores  vendrán  a  ser  las  mismas  que  nnteríor- 
tnente;  de  aqní  coiiclnirémos  que  las  aristas  de  contacto  con  los  planos 
taiijcntes  qne  buscábamos,  se  hallarán  aun  proyectadas  horizontalraeiite 
sobre  loa  radios  O;?)'  O^,  que  por  su  encuentro  con  el  círculo  KwiF,  nos 
darán  también  los  puntos  pedidos.  No  obstante,  será  preciso  prolon- 
gar aquí  estos  radios  mas  allá  del  pnnto  O,  para  obtener  la  verdadera 
posición  de  los  puntos  m"  y  »'",  que  se  proyectarán  a  ?»"'  y  n'"  sobre  el 
paralelo  E"'F"';  y  la  razón  de  esta  diferencia  couaistc  en  que  este  pa- 
raJek)  estaba  situado  sobre  la  napa  superhr  del  cono  Z"'E'"F'",  en 
tanto  qne  el  círcnlo  epf,  al  cual  tiramoa  las  tanjentes  ap  y  aq,  se  halla 
sobre  la  napa  inferior  de  este  cono  tranaportodo  a  la  posición  OV]/''. 
;^  ÍÍ86.  Método  del  meridiano.  Si  queremos  obtener  los  puntos  de  la 
curba  en  cuestión,  qne  estén  situados  sobre  nn  meridiano  dado  aOg, 
nos  figuraremos  tiradas,  por  todos  los  punios  de  este  meridiano,  rec- 
tas perpendiculares  a  su  plano,  las  cuales  formarán  un  cilindro  hori- 
•zonta!  circunscrito  evidentemente  a  la  superficie  de  revolución,  en  toda 
la  ostensión  de  este  meridiano.  @i  en  este  estado,  tiramos  a  este  cilindro 
ausiliar  nn  plano  tanjente  paralelo  a  (AB,  A'B'),  este  plano  tocará  a  la 
üuperfície  S  en  el  punto  en  qiiC  eucbentrc  a  la  meridiana  a$,  que  es  la 
base  del  cilindro;  y  por  consiguiente,  este  pnnto  pertenecerá  a  la  curba 
qne  buscamos,  que  es  (níim.  378)  el  lugar  de  todos  los  jnintos  de  con- 
tacto de  los  planos  tanjentes  de  S  tirados  paralelamente  a  la  recta 
CAE,  A'B').  .1. ■;-.■■.■  ■■     -'n  --f.in^  ..HM'-.M.TT.;.;-,  .)i...,.i  lili  ■>(!     .r.:;  . 

Para  coD8trtrir«st«|)lhno'Uíai«i)tff'Hl'CÍKüdro^«énliiircpié(BS  iMrizoik-- 
tal,  tiraremos  (núnu  417)it«!mrtá>(0«j-tOW>pái^lels'fr  (AS,(A'fi')v  y 
por  el  pie  (a,  a')  baj&téi^s<úm;)péipeiid>cirikr.(^al  plano  yerticál^iOBE^ 
uniendo  entonces  el  punto  ^  co^'^0>^^)iktenireInbB'.la' dirección  sefAíi 
que  ea  preciso;  tírápuna  taimente  s  Is'-mendjtoaud;  que  «s  la- boiéidel 
cilindro  propuesta  •Feh)'i[«iá>4)>ódéH  eféctnnr  eatá  bperacioq,  alntisfe- 
mos  sobre  el  pldnoTÍveitictikce^ta  ni«r;dÍBtia  j -la  recti  <]iie  fennaisB 
puntos  p  y  (OtO');< <>e.  Btla'>tpedoj :  ri  priatai  j^i ae  liranBt)brÍaa^»'K"y 
la  recta  en  cnestioñ' Jesi^fr^^'^!)?  poDÓoaaigoieBte,  timréinea  praalo- 
lamente  a  efltaiútfiina>iBtiai«iDÍieiitBiZ':E'ál'jnertdianó  pnAcipál»>¡|r- des- 
pués ée  referidO'^tpt]fllwde[iroataéto'^'^B^ml'43ei>idiai«o«  pHmftñote 
pur  medio  démii'aitttlly'<<H^W,at(wnégfeB^'P¿»Kipcdi(li:rifc,wi?iJ3  l&b 
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Como  poÚBuíM  tarar  al  meridiaDo!'prínct|lál'.útm^  segunda  tárjente  ^ 

paralela  a  OV;  existe  otro  segundo  panta  de  Qoiitacia^F'!\Fx)>\ que:  refe- 
rido ai  meridiano  oQg,  nos  dará  un  líñévd  punto  (vb'V^^'^)^  que  tánkbien 
perteneceiá:  a  la  curba  «q'oe  buscamos*       v^  '  : 

•  387.  Hallamos  aquí  dos  pantos  qaesoalos  niÍMnos-que  hemos const^ 
truidó  ya  por  otro  método^envirtudfleiúabekrelejidoel  meridiana  etC^  dio 
itiodo  que  pase  por  estos  mii^mos  puntos;  y -de  este  modo  hemos  querido 
makiiféstar  la  cireunstaueiá  notable  desque. si  Jos  .dos  Métodos  están  íun? 
dados  en  consideraciones  diferentes, va  lio: 'tnénós;  emplean  las  mmnái 
opercLciones  gráfictis  ejecutadas  rá  un  ^rden  exífctatnentc  inverso.  Pero, 
ademas  de  los  puntos  situados  sobre  un  paralelo  o  un  meridiano  cual- 
quiera, faai  otros  ffluclios:  que  sé  obtienen  ^pór:  procedimientos  directos,  y 
recomendamos  al  lector  que  principie  la:  traza;  del  depurado  por  lia  in^ 
dagacioQ  de  estos  pontos  notables. 

38>8.  Puntos  sobre  los  contornos  aparentes.  Loñ  planos  tanjentes  de  f,g.  8G  . 
lá  fcuperfície  en  los  juntos  de  la.curba  en  cuestión  que  se  hallen  sobre 
elequador  (C'D*,  C¿D),  seráut  verticales;  y  así  las  trazas  horizontales  de 
estos  planos  serán  rectas  paralelas  a  ABi  y  taiijentes  al  círculo  G¿D. 
Luego,  tirando  el  diámetro  kl  perfiendicular  a  AB^  ilos  estremos  ky  h 
que  proyettarémos  sobre  C'1>' a  A:' y  f,  nos  darán  los  pantos  pedidos* 
Ademas^  el  arco  de^eurba  que  es  i  tssible  sobre  el  plano  horizontal,  se 
tenninará  precisamente  en  estos  doe  puntos;  puesto  que  pertenecen  al 
contorno  aparente  de  la  superficie  respecto  a  este  plano  de  proyección; 
y.este  arco  visible  ImnkBe  distinguirá  del  resto  de  la  cnrba,  examinando 
si. uno  de  sus  puntos  (m^m)  se  halla  ercima  del  equador  C'D\ 

;En  cuanto  a  los  puntos  de  la  curba  que  .están  colocados  sobre  el  con^ 
tomo  aparente  de  la  superficie  respecto  al  'plano  vertical,  es  decir,  sobre 
el  meridiano  principal^  observaremos  que  los  planos  tanjentes'  corres- 
pondientes serán  perpendiculares  al  plano  vertical;  luego,  sus  trazas 
serán  rectas  paralelas  a  A'B'.  y  tanjentes  a  la  inerídiana  E'C^E'".  Y  así, 
tiraudo  estas  tanjentes  y  determinando  sur  ^pantos  de  contacto  á;'e  y\ 
que  proyectaremos  sobre  CD  a  rr  e  y,  obtendremos  los  puntos  qne'bus- 
camos,  que  también  formarán  la»  estremidades  del  arco  de  curba  risible 
sobre  el  plana  vertical;  éste  áiVro  será  síq\úx^m}y\  porque  uno  de  sus 
puntos  (m,  m^)  está  colocado  delante  del  {¡^fano  Vertical  CD  que  contiene 
al  meridiano  principah 
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389.  Las  puntos  limétfSf  es!  decir»  áqueilús  %si  quería  tanjentek  la 
cúrfaa  «8  A<?n2¿ntito2»>e&taián  f>Mc¡8f  méate  «limdo^  eú  el  nleridiaoo  Qa 
paralelo  a  la  recta  dáda:(AB^  A'B'í)¿  Gon  efecto,  tnanifiestameñte  re- 
sulta de  la  construcción  jeneral  que  nos  ha  dado  los  dos  pantos  (m,m') 
y  (n^ii-)TeIatÍ!roS;axiiimi«áMypa!ralelo>  que  este  plano  vertical  Oa  divi- 
die  en  doe  partes  (guales  a  todaé;  las  «óerdasque  leson  perpendicnlareSy 
tales  como  (mñ,  HtWi):  kie^OyCoando  uno:  de  testos  pontos  sehaUa  en  el 
plano*  meridfisnoOa^'el  oá-oe:pujqtO'icocrefipoiid¡ente  cteberá  iambten  ha- 
llarse en  él,  y  la  recta  indefinida '»que  ios  reúne  se  habrá  conyertido  en 
tánjante  ala  curtía^  sin  haber  dejado  de  ser  horizontal.  ^^^^ 

Para  construir,  ahora^  estos  puntes  colecadoá  sobre  el  meridiaiio  0«, 
observaremos  qne¿  lia  adsta  ide^  ciündró  circunscrito  que  f^üMuie  por:  nnp 
de  ellos,  sería  preckaiDtoteianjente  a  la  meridiana  Oa,  poesío  <pie  se 
hallaría  en  su  plano;  por  consiguiente,  bastará  tirar  tánjanles  a  esta  meii- 
diana,  paralelamentea la. recta. (AB,  A'B')^  Al  efecto,  abátírékios  sobre 
el  plano  vertical  al  meridiano  Oa  y  a  la* recta  (O^,  OV),  qoe^es  paralela 
a(AB,  A^B^);  esta  recta  abatida  és  la  OV»  y  tirando  en  éstailíreceioD 
una  tanjente  al  Rierídiano  principal,  el  punto  de  contacto  u*  se  proyecta-» 
rá  €ñ  u;  y  en  següidlBL  iruandó  aejrestituya  este  punto  al  meridiano  prími- 
tivo  Oa  tomará  la  posición  (r/r'^  que  es  el  ptrntómasbajo  áe  la  curb^. 
£1  punto  mas  alto  (t,  ¿^)  lo  hallaremos  de  un  modo  semejante  tirando 
al  meridiano  principal  otraseguoda  tanjente  paralela  a  O Vf;  peroren  el 
lejeisrplo  presente  en  que  eLmerídiano  es  una  elipse^  sabepos  que  los 
don  puntos  de  ioontaccode-estastanjentes  paralelasr  se  hallarán  sobre 
un  mismo  diámetro cn^o  medio  0'< permanecerá  inmórit  cuando  lutga- 
xnos  jirar  el  mearidiano  al  rededor  del  eje  vertical;  por  consiguienle,  los 
4od  puntos  (r,  r')  y  {ty  t')  deberán  también  hallarse  sobre;  oa  diámetro 
de  lü  superficie)  y  así,  ést&  ultimo  podrá  deducirse  del  otro»    >.. 

390^  Eota  relación^  ^  y  la  manifiesta  dependencia :  que  exist»  aqná 
entre  los  puntos  {ni^  ni').iy  (w",  a»'"),  (n,  íi')  y  (»",  n'"),*..!.  «a.  una  conr 
secuencia  necesaria  del  teprema)demQistrado  >en  el  núm.  Sól^  en  virtud 
del  cual  hemos  visto,  qui^  ouando  la  superfici^e  es  de  segundo  grado,  la 
curba  de  contacto  de  un  cUia^iro;  circunscrito  €8tá  toda  ella  en^ el  plano 
diametral  CQnjiig^6.6on  él  diámetro  (Oa,  OV);  de  donde  Mantea  evi^ 
dentemente.  que  lel  c^^ro  {O,  O^^  de  la  superficie  de  segundo  gradq, 
debe  ser  también  el  centro  de  la  curba  de  contacto.  Podemos  también 
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observar  que  en  el  espacio,  los  dos  ejes  de  esta  curba  son  los  diámetros 
{kl,  kT)  y  {rtf  rV),  supuesto  que  las  tanjentes  tiradas  e«  los  estreñios 
de  cada  uno  de  ellos  les  son  perpendiculares  (núm.  339).  Y  como  uno 
de  estos  dos  ejes  es  harízontal,  continnarán  siendo  los  diámetros  prin- 
cipales de  la  curba  en  la  proyección  horizontal;  pero  no  será  lo  mismo 
sobre  el  plano  vertical^  en  el  que  simplemente  son  diámetros  conjuga- 
dos  oblícaos. 

391.  Tercer  método,  por  un  involucro  esférico.  En  razón  a  las  ob-  '''«•^^' 
servaciones  hechas  en  el  núm.  365|  podremos  obtener  los  puntos  de  la 
curba  precedente,  que  están  situados  sobre  un  paralelo  dado  E'F'y  sus- 
tituyendo a  la  superficie  de  rerolncion  8,  «na  esfera  que  le  esté  cir- 
cunscrita en  toda  la  estensíon  de  este  paralelo,  y  cuyo  radio  sea  la 
normal  F^cü  en  el  punto  F'  del  meridiano  principal.  Con  efecto,  conci- 
bamos un  cilindro  ausiliar  circunscrito  a  esta  esfera  y  paralelo  a  (AB, 
A'B^);  la  curba  de  contacto  será,  en  este  caso,  un  círculo  máximo  per- 
pendicular a  esta  recta  (num.  381,  nota);  y  como  en  los  puntos  en  que 
este  círculo  máximo  encuentre  al  paralelo  ET',  los  planos  tanjentes  de 
la  esfera  serán  comunes  a  la  superficie  S,  sigúese  de  aquí  que  estos 
puntos  pertenecerán  a  la  curba  pedida^,  cuyo  carácter  consiste  en  que 
cada  plano  tanjente  de  S  sea  paralelo  a  (AB,  A'B').  Pero  ai  hacenoos 
jirar  al  rededor  de  la  vertical  O,  a  la  esfera  y  al  cilindro  circunscrito, 
así  como  también  a  la  recta  (Oa,  O'a')  que  indica  la  dirección  de  las 
aristas  de  este  cilindro,  hasta  que  esta  última  recta  baya  llegado  a  la 
posición  O  V  paralela  al  plano  vertical,  entonces  el  círculo  máximo  de 
contacto  sobre  la  esfera,  estará  proyectado  «egun  el  diámetro  y^  per- 
pendicular a  0*a";  y  en  esta  situación,  este  círculo  máximo  cortará  al 
círculo  E'F'  en  dos  puntos  situados  en  los  estremos  de  la  cuerda  hori- 
zontal proyectada  en  e\  Pero  la  distancia  de  esta  cuerda  no  varía  respecto 
al  eje  vertical  O,  cuando  restituyamos  el  sistema  a  su  estado  primitivo; 
por  cononsigtitente,  si  referimos,  por  medio  de  un  arco  de  círculo,  el 
punto  e'  a  e  sobre  el  meridiano  Oa,  j  tiremos  la  cuerda  men  perpendi- 
cular a  Oa,  tendremos  que  los  puntos  myn,  en  que  esta  cuerda  en^ 
cuéntre  al  paralelo  EmF,  serán  los  puntos  pedidos,  que  en  seguida  será 
preicíse  proyectar  «obre  £*P  on  m'  y  n\ 

Problema  2.     Tirar  un  plano  tanjente. «  -una  Mperfieie  de  revolu- 
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Cían,  paralelo  a  una  recta  dada^  y  cuyo  punto  de  contacto  se  halle  so- 
bre un  parálelo  conocido. 

392.  No  será  necesario  en  este  caso,  como  lo  hemos  indicado  jene- 
raímente  en  el  niim.  380,  el  construir  la  curba  de  contacto  de  la  super- 
ficie de  revolución  con  un  cilindro  circuscrito,  cuyas  aristas  sean  para- 
lelas a  la  recta  dada;  sino  que  bastará  aplicar  inmediatamente  al  para- 
lelo señalado  por  la  cuestión,  el  método  del  núm.  384  o  eí  del  num.  391, 
que  nos  dará  a  conocer  el  punto  de  contacto  del  plano  pedido;  hecho 
esto,  será  ya  muí  fócil  la  construcción  de  este  plano. 

Problema  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  de  resolu- 
ción, parálelo  a  una  recta  dada,  y  cuyo  punto  de  contacto  se  halle  sobre 
un  meridiano  conocido. 

• 

393.  Resolveremos  directamente  este  problema,  aplicando  al  meri- 
diano dado  por  la  cuestión,  el  método  espuesto  núm.  386,  que  nos 
dará  a  conocer  inmediatamente  el  punto  de  contacto  del  plano  tanjente 
que  buscamos,  lo  que  será  suficiente  para  construir  este  plano. 

Problema  4.  Construir  la  curba  de  contacto  de  una  superficie  cual- 
quiera de  segundo  grado^  con  un  cilindro  circunscrito  paralelo  a  una 
recta  dada. 

394.  Disponiendo  los  datos  de  la  cuestión  como  en  el  deparado  85 
relativo  al  problema  del  núm.  369,  sustituiremos,  en  primer  lugar,  al 
elipsoide  un  cono  circunscrito  a  toda  la  ostensión  de  una  sección  horizon- 
tal G^H';  en  seguida,  tiraremos  a  este  cono  T'G'H'  un  plano  tanjente 
paralelo  a  la  recta  dada,  en  lugar  de  hacerle  pasar  por  el  punto  (V,  V), 
Al  efecto,  sabemos  que  9erá  preciso  tirar  por  la  cúspide  una  paralela  a 
la  recta  señalada  por  la  cuestión,  inquerir  en  seguida  el  punto  de  en- 
cuentro de  esta  paralela  con  el  plano  A^'D'\  que  también  adoptaremos 
por  base  del  cono;  y  por  este  punto  será  por  donde  deberemos  tirar 
tanjentes  a  la  elipse  ABDE.  Prescindiendo  de  esta  modificación,  las 
operaciones  gráficas  serán  las  mismas  que  en  el  ejemplo  ya  citado;  y 
por  lo  tanto,  dejamos  al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  las  construcción 
nes,  que  también  son  aplicables  de  un  modo  análogo,  o  cualquiera  otra 
snperficie  de  segando  grado. 
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CAPITULO   III. 


De  los  planos  tanjentes  tirados  por  una  recta  dada. 


395.  Para  resolver  jeneralmente  este  problema  respecto  a  una  su-  Fig.83. 
perfície  cualquiera  S,  que  es  preciso  suponer  no  desarroUable,  porque 

de  otro  modo  sería  la  cuestión  imposible  (num.  349);  concibamos  un 
cono  circunscrito  a  S,  y  cuya  cúspide^  V  esté  colocada  arbitrariamente 
sobre  la  recta  dada  AB;  determinemos  en  seguida,  por  alguno  de  los 
métodos  espuestos  anteriormente,  la  curba  de  contacto  X^Y  de  este 
cono  con  la  superficie  S.  Como  esta  curba  es  (num.  348)  el  lugar  de 
los  puntos  de  contacto  de  todos  los  planos  tanjentes  de  S  que  van  a  pa- 
sar por  el  punto  V,  necesariamente  contendrá  al  punto  de  contacto  ^ 
del  plano  tanjente  tirado  por  AVB;  y  si  construimos  del  mismo  modo 
ia  curba  de  contacto  X'^Y^  de  otro  segundo  cono  circunscrito  también 
a  S,  y  que  tenga  su  cúspide  V*  sobre  AB,  esta  curba  deberá  así  mismo 
pasar  por  el  punto  pedido  ^  y  por  consiguiente  nos  le  dará  a  conocer 
la  intersección  de  las  dos  líneas  X^Y  y  XUY\ 

Reciprocamente,  todo  punto  ^  o  fe  que  sea  común  a  estas  dos  curbas, 
cumplirá  con  las  condiciones  del  problema;  porque  en  el  hecho  mismo 
de  que  ¡l  se  halle  sobre  XY,  el  plano  tanjente  de  S  en  ¡i  pasará  por  el 
punto  V;  en  seguida,  con  motivo  de  que  también  este  punto  fe  se  halla 
fiobre  X'Y',  este  mismo  plano  tanjente  pasará  por  V;  de  todo  lo  cual 
debemos  concluir  que  este  plano  contendrá  a  la  recta  dada  AB. 

396.  Podemos  también  combinar  la  curba  X^Y  con  la  línea  de 
contacto  xXy  de  un  cilindro  circunscrito  a  S,  paralelamente  a  la  recta 
AB.  Con  efecto,  esta  última  línea  es  el  lug^r  de  los  puntos  de  contacto 
de  todos  los  planos  tanjentes  a  S  que  Bonparalelos  a  AB  (núm.  378); 
y  como  el  plano  que  buscamos  cumple  con  esta  condición,  deberá  tam- 
bién hallarse  su  punto  de  contacto  ;i  sobre  la  curba  xAy*  Reciproca- 
mente, en  todo  punto  común  a  las  curbas  xJtjf  y  X;iY,  el  plano  tanjente 
a  S  cumplirá  con  las  dos  condiciones  siguientes  :  1.'  ser  paralelo  a 
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AB;  2/  pasar  por  el  punto  V;  luego,  este  plano  contendrá  a  la  rec- 
ta A  VB. 

397.  De  aquí  resulta  que,  cuando  las  corbas  xy,  XY,  X'Y\....  no 
se  encuentran,  será  imposible  el  problema  de  tirar  un  píano  tanjente  a 
la  superficie  S  por  la  recta  dada  AB;  y  conocemos  a  priari  que  esto 
debe  tener  lugar  en  ciertas  posiciones  de  esta  recta, 

398.  Observacioiv.  Sabemos  que  cuando  fa  superficie  propuesta  S 
es  de  segundo  grado  (num.  353)  todas  las  curbas  de  contacto  XY>  X'Y\ 
X'^\...  de  los  conos  circunscritos  cuyas  cúspides  se  hallan  sobre  AB, 
son  planas;  por  consiguiente,  los  planos  de  estas  curbas  tienen  enton- 
ces por  intersección  común  a  la  c^ierda  X[l  que  reúne  los  puntos  de  con- 
tacto de  los  dos  planos  tanjentes  tirados  por  AB  a  la  superficie  S.  Por 
otra  parte,  es  fácil  ver  que  esta  cuerda  es  conjugada  con  el  plano  dia- 
metral que  pase  por  AB. 

399.  Ademas,  cuando  la  recta  AB  esté  situada  en  un  plano  principal 
de  la  superficie  S,  que  para  simplificar  el  lenguaje  llamaremos  horizon- 
tal, los  planos  de  las  curbas  XY,  X^Y\  X^^Y^\....  que  son  (núm.  353) 
respectivamente  paralelos  a  la  planos  diametrales  conjugados  con  las 
rectas  YO,  V^O',  V^'O'',  serán  todos  verticales,  y  por  consiguiente  las 
curbas  XY,  X'Y'....  se  proyectarán  según  rectas  que  todas  pasarán  por 
el  punto  en  que  se  proyecta  la  cuerda  ^;  como  ademas  los  conos  mis- 
mos circunscritos  a  la  snperficie  se  proyectarán  según  pares  de  tanjen- 
tes a  la  sección  principal,  podremos  concluir  de  aquí  este  teorema  nota- 
ble de  jeomotria  plana :  si  hacemos  mover  sobre  una  recta  AB  el  vértice 
V  de  un  Ángulo  variable  XV Y  cuyos  lados  permanezcan  tanjentes  a  una 
curba  de  segundo  grado,  las  cuerdas  que  unan  de  dos  en  dos  las  puntos 
de  contacto  de  estas  tanjentes  correspondientes,  se  encontrarán  todas  en 
«m  punto  solo,  que  estará  situado  sobre  el  diámetro  conjugado  con  la  rec- 
ta AB.  £Bta  ultima  circustancia  resulta  de  que  la  cuerda  ^l/i  se  halla 
en  el  plano  a%,  que  es  él  mismo  (num.  381)  plano  diametral  conjuga- 
do con  AB. 

400.  Volviendo  al  problema  jeneral  que  es  el  objeto  de  este  capí- 
talo,  vemos  que  bu  solución  requerirá  ordinariamente  el  trazado  de  las 
curbas  de  contacto  de  los  dos  conos^  o  bien  de  un  cono  y  de  un  cilindro, 
cireiiüscrito  a  la  aupwficva  propuesta  S;  pero  en  mucbus  casos,  podrá 
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gimplificane  esta  marcha  valiéadonos  de  las  coaaíderacioBefl  partkqla- 
res  que  vamos  a  eapoDer  en  diveraos  ejemplos. 

Problema  1 .  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  esfera  j  por  una  recta  dad^. 

401.  Hagamos  pasar  los  dos  planos  de  proyección  por  ^1  centro  de  pig.  87 
la  esfera  dada,  en  cuyo  caso  las  secciones  producidas  por  estos  plni|os> 
que  formarán  el  contorno  aparento  de  la  superficie,  estarán  abatidos 
según  un  solo  círculo  EE'F'F  descrito  desde  el  punto  O  con  el  misino 
radio  de  la  esfera.  Sea  ademas  (AB,  A'B')  la  recta  dada;  si  nos  im^ji- 
namos  un  cono  circunscrito  a  la  esfera,  y  cuya  cáspide  esté  en  un  punt^ 
cualquiera  de  esta  recta,  será  suficiente  tirar  a  este  cono  un  plano  tan* 
jente  que  pase  por  (AB>,i  A^B'),  para  obtener  la  solución  del  problema 
propuesto;  porque  como  este  plano  contiene  a  una  jeneratri:^  d^l  cono 
circunscrito  y  a  una  tanjente  a  su  base,  que  son  dos  rectas  tai^qntes  a 
la  esfeía,  será  él  mismo  tanjente  a  esta  última  superficie. 

Elijamos  por  cúspide  de  este  cono  circunscrito,  al  punto  (A,  A')  en 
que  la  recta  dada  penetra  al  plano  horizontal;  en  seguida,  tiremos  las 
tanjentes  AE  y  AF  al  círculo  máximo  horizontal  de  la  esfera,  el  cono 
EAF  tocará  a  esta  superficie  según  un  círculo  menor  perpendicalar  a 
la  línea  AO  (núm.  353,  nota)i  por  consiguiente,  este  círculo  menor  será 
vertical  y  estará  proyectado  sobre  so  diámetro  EF;  en  seguida,  como  ei 
plano  vertical  EF  va  a  encontrar  a  la  recta  dada  en  el  punto  (R,  R')^ 
desde  este  punto  es  de  donde  debemos  tirar  (núm.  123)  tanjentes  a  la 
base  del  cono.  Al  efecto,  abatiremos  el  círculo  vertical  EF  sobre  el 
plano  horizontal,  haciéndole  jirar  al  rededor  de  su  diámetro  EF,  est^ 
círculo  es  el  ETF;  pero  a  cansa  de  este  movimiento,  el  punto  (R,  R'), 
cuya  menor  distancia  a  la  charnela  EF  era  la  vertical  (R,  R'6),  se  tras- 
ladará, perpendicularmente  a  esta  charnela,  a  una  distancia  RE"=R'G; 
cuyas  tanjentes  R^'S  y  R"T  nos  darán  a  conocer,  en  el  abatimiento,  los 
puntos  de  contacto  S  y  T  de  los  planos  tanjentes  pedidos  con  la  baBe 
del  cono,  y  también  con  la  esfera.  Ahora,  para  restituir  estos  puntos  a  su 
verdadera  posición,  levantaremos  el  sistema  haciéndole  jirar  al  rededor  de 
la  charnela  EF,  y  bajando  sobre  Mta  línea  las  perpendiculares  S/l  y  T{Jl^ 
obtendremos  las  prO}eccione8  horizontales  ;i  y  ¿4  de  los  puntos  de  con- 
tacto que  buscamos.  En  cuanto  a  las  proyecciones  verticales,  observa- 
remos que  los  puntos  S  y  T,  cuando  se  levanten,  tendrán  por  alturai^ 
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sobre  e)  plano  horizontal  a  las  ordenadas  SA  y  Tfi;  luego,  si  tomamo» 
sobre  perpendiculares  a  la  línea  de  tierra,  Ins  distancias  I^'=S/t  y  Vu' 
=Tii,  tendremos  por  último  a  (^,  A')  y  (f^,  ¡i')  por  puntos  de  contacto 
de  la  esfera  con  los  planos  tanjentes  tirados  por  la  recta  (AB,  A'B'). 
402.  Una  vez  hallados  los  puntos  de  contacto,  será  mui  fácil  obte- 
ner las  trazas  AX  y  XB',  AY  e  YB',  de  cada  plano,  supuesto  que  to- 
das ellas  deben  pasar  por  losputitos  A  y  B',  y  ser  respectivamente  per- 
pendicnlares  a  las  proyecciones  de  los  radios  tirados  a  los  puntos  de 
contacto.  Sin  embargo,  como  esta  última  condición  no  siempre  presen- 
tará en  la  práctica,  toda  la  exactitud  deseable,  podremos  reemplazarla 
con  lina  recta  que  una  el  punto  de  contacto  con  un  punto  arbitrario  de 
(AB,  A'B'),  o  que  sea  paralelo  a  esta  última  linea, 
riu.  87.  403.  Segundo  método.  Ademas  del  cono  EAF  circunscrito  ya  a  la 
esfera,  concibamos  otro  cono  circunscrito  también  a  la  misma  esfera, 
y  coya  cúspide  esté  en  (B,  B').  Este  último  tocará  a  la  esfera  según 
nn  círculo  menor  perpendicular  a  la  linca  B'O  (núm.  353,  no^fl),y  por 
consiguiente  perpendicular  al  plano  vertical  de  proyección,  que  es  el 
mismo  en  que  está  colocada  esta  línea;  y  así,  tirando  las  tanjentes  B'£' 
y  B'F',  este  círculo  menor  de  contacto  estará  proyectado  verticalmente 
sobre  E'F' que  será  su  diámetro.  Pero  según  las  consideraciones  jene- 
ralea  espuestas  en  el  núm.  395,  los  círculos  EF  y  E'F'  deben  ámboa  pa- 
sar por  los  puntos  de  contacto  de  la  esfera  con  los  planos  tanjentes  tira- 
dos por  (AB,  A'B*);  Inego,  estos  dos  pantos  se  hallarán  en  las  estremi- 
dades  de  la  cuerda  segnn  la  cual  se  cortan  estos  dos  círculos,  cuya  cuer- 
da tiene  precisamente  por  proyeccKHi  horizontal  a  la  recta  índefínida 
EF,  y  por  proyección  vertical  a  E'F*. 

Sentado  esto,  abatamos  esta  cnerda  con  nnodelos  círculos  que  )a 
contiene,  por  ejemplo,  con  el  cfrcnlo  vertical  £F  que,  jirando  al  refle- 
dor  de  su  diámetro  horizontal,  ha  llegado  a  colocarse  en  ETF.  Dn- 
rante  este  movimiento,  el  pvnto  (K,K*)en  que  la  cuerda  en  cuestión 
penetra  al  piano  horizontal,  permanecerá  Inmóvil,  porque  se  halla  sobre 
la  charnela  EF;  otro  segnndo  panto  de  esta  cnerda,  por  ejemplo,  en  tra- 
ía vertical  (L,  L')  describirá  nn  arco  de  círcalo  cnyo  radio  será  la 
vertical  L'L  levantada  ijesde  este  ponto  a  la  chamela;  Inego,  si  tomamos 
en  nna  dirección  perpendicolar  a  EF,  la  distancia  LL"^LL',  el  punto 
L"  será  la  posición  que  tomu-i  (L,  L')  después  del  abatimiento  de^  la 
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cuerdaí  y  esta  última  se  convertirá  en  KU\  En  este  caso,  los  puntos 
S  y  T  en  que  esta  recta  corte  al  círculo  menor  abatido  según  ETF,  se- 
rán  las  dos  estremidades  de  la  cuerda;  y  no  babrá  mas  que  referirlos  a 
EF,  por  medio  de  las  perpendiculares  SA  y  Tff,  y  por  último  proyectar 
los  puntos  A  y  f^  sobre  E'F'  a  A'  y  f^'. 

404.  Tercer  método.  Después  de  haber  determinado  solamente  las  riG.87- 
rectas  EF  y  E'F\  por  medio  de  los  pares  de  tanjentes  tiradas  a  la  esfera 

por  los  puntos  A  y  B',  y  de  haber  observado  que  allí  es  donde  se  hallan 
las  proyecciones  de  la  cuerda  que  une  los  despunto»  de  contacto  de  los 
planos  tanjentes  pedidos;  podemos  evitar  el  trazar  otra  nueva  circunferen- 
cia,  hallando  el  encuentro  de  esta  cuerda  (EF,  E'F')  con  el  cíenlo  máxi- 
mo que  la  contiene.  £1  plano  de  esta  última  tendrá  por  traza  horizon- 
tal a  OK,  y  abatiéndolo  al  rededor  de  esta  recta,  este  círculo  má- 
ximo se  confundirá  con  el  contorno  de  la  esfera.  En  cuanto  a  la  cnerda 
(EF,  E'F')  transportada  por  el  mismo  movimiento,  siempre  pasará  por 
el  punto  K,  que  por  hallarse  sobre  la  charnela^  permanece  inmóvil;  en 
tanto  que  el  punto  (L,  L')  de  esta  curba  describirá  un  arco  de  círculo 
cuyo  radio  será  la  perpendicular  bajada  desde  este  punto  a  la  OK.  Pero 
si  tiramos  la  LM  de  modo  que  forme  ángulo  recto  con  OK,  veremos 
con  facilidad  que  el  radio  en  cuestión  terminará  en  M,  y  será  la  hipo- 
tenusa de  nn  triángulo  rectángulo  cuyos  lados  son  LM  y  LL';  si  cons- 
truimos este  triángulo  NLM,  y  prolongamos  a  IíM  una  cantidad  Mr= 
MN,  el  pnnto  T'  será  la  posición  que  tomará  (L^  L')  después  del  abati- 
miento de  la  cuerda,y  por  consiguiente,  esta  recta  se  convertirá  en  Kr\ 
En  cnyo  caso  los  puntos  P  y  Q,  en  que  esta  última  linea  corte  al  con- 
torno de  la  esfera,  serán  los  puntos  que  buscamos»  y  que  en  seguida 
será  preciso  referir,  por  medio  de  perpendiculares  a  la  chamela  OK,  a  A 
y  (i  sobre  EF;  y  por  último,  proyectaremos  estos  últimos  puntos  sobre 
ET'  a  A'  y  f^'. 

405.  Cuarto  método.  En  este  método,  que  llegaría  a  ser  necesario  fig.  88. 
si  las  dos  trazas  de  la  recta  dada  estuviesen  colocadas  a  distancias  mui 
considerable,  se  miran  como  construidos  los  dos  planos  tanjentes  tira- 
dos a  la  esfera  por  lá  recta  (AB,  A'B');  y  cortándolos  en  seguida  con 

un  plano  dirijido  por  los  radios  que  terminan  en  los  puntos  de  con- 
tacto, es  evidente  que  hallaremos  por  secciones  dos  rectas  tanjentes  al 
círculo  máximo  contenido  en  este  plano  secante,  y  que  el  conocimiento 
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de  estás  tanjentes  büstará  para  determinar  los  pantos  de  contacto  que 
bascamos.  Es  fácil  construir  estas  tanjentes,  porqoe  como  el  plano  se* 
óante  de  qae  hablamos  pasa  por  dos  radios  respectivamente  perpendicu- 
lares a  estos  planos  tanjentes  será  también  perpendicular  a  so  intersec- 
ción (ABy  A'B');  sigúese  de  aquí  que  sus  trazas  serán  las  rectas  OC  y 
OD'  tiradas  formando  ángulo  recto  con  AB  y  A^B'.  Ademas,  este  plano 
COyy  cortará  a  la  recta  (AB,  A'B')  en  un  punto  (R,  R'),  que  ya  sabemos 
construir  (núm.  30),  desde  el  cual  será  preciso  tirar  tanjentes  al  círcu- 
lo máximo  (*},  según  el  cual  corta  a  la  esfera  este  mismo  plano  COD\ 
Para  esto,  abatamos  este  plano  haciéndolo  jirar  al  rededor  de  su  traza 
horizontal  OC :  el  círculo  máximo  de  que  tratamos  vendrá  a  confundirse 
con  el  contomo  de  la  esfera;  el  panto  (R,  R')  describirá,  al  rededor  de 
la  charnela  OC,  un  arco  cuyo  radio  será  la  perpendicular  (RC,  RX)') 
bajada  sobre  esta  recta:  luego,  si  construimos  la  verdadera  mag&itud 
CH  de  este  radio,  y  le  abatimos  de  C  a  R",  este  último  punto  será  la 
nueva  posición  de  (R,  R'),  y  las  tanjentes  que  buscamos  estarán  abati- 
das según  R'T  y  R"Q. 

Veamos  ahora  lo  que  sucede  a  los  pimtos  de  contacto  P  y  Q  cuando 
restituimos  estas  tanjentes  al  plano  COD\  La  primera  R'T  encontraba 
a  la  charnela  OC  en  un  punto  V  que  permanecerá  inmóvil;  y  así  esta 
recta  estará  proyectada  horízontalmelite  sobre  RV,  y  por  consiguiente 
su  proyección  vertical  será  R'V;  luego,  refiriendo,  por  medio  de  una 
perpendicular  a  OC,  el  punto  P  a  X  sobre  RV,  y  proyectando  en  seguida 
;i  a  ?{'  sobre  R'V,  obtendremos  la  verdadera  situación  del  punto  de  con- 
tacto (Ay  X)  del  primer  plano  tanjente  a  la  esfera. 

En  cuanto  a  la  tanjente  abatida  según  R"Q,  Temos  que  en  el  caso  ac- 
tual  va  a  cortar  a  la  charnela  OC  a  una  distancia  mui  considerable,  para 
que  podamos  sacar  partido  de  este  punto  inmóvil.  Para  suplirle,  obser- 
varemos que  PQ  representa  el  abatimiento  de  la  cuerda  que  uuiria  loa 
dos  puntos  de  contacto  de  loa  planos  tanjentes;  y  como  esta  cuerda 


(^)  Este  cícuJo  mámmo  Hú  es  otra  cosa  ^e  ia  cwrha  de  contacte  do 
la  esfera  can  un  cilindro  circunscrito  y  paralelo  a  la  recta  (AB,  A'B'); 
de  modo  que  para  todos  los  puntos  de  esta  drcunferendoy  los  planos 
tanjentes  de  la  erfera  son  paralelos  u  la  recta  dada. 
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encuentra  a  la  charnela  OC  en  el  punto  (K,  K'),  tiene  preciramente 
por  proyecciones  a  KA  y  K'A\  Luego,  refiriendo,  por  medio  de  ana 
perpendicular  a  OC,  el  punto  Q  a  {¿  tobre  K^  y  proyectando  en  segui- 
da |x  a  (x'  sobre  K'A\  obtendremos  el  pnnto  de  contacto  (fc,  |¿')  del  se- 
gando plano  taitjente  a  la  esfera.  Podríamos  también  apoyar  en  esta 
consideración,  que  Ja  cuerda  (^tfc,  Xl^)  debe  evidentemente  ser  perpen* 
dicular  al  plano  AOB'  que  pase  por  el  centro  de  la  esfera  y  por  la 
recta  dada  (AB,  A'B'). 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a  una  superficie  de  retolu- 
cío,  cuyo  meridiano  arbitrario  es  dado,  por  una  recta  también  dada. 

406.     Sea  (O,  PZ')  el  eje  de  revolución,  (X'C'yD',  CD)  el  meri-  fi«.89. 
diano  principal  de  la  superficie,  y  (AB,  A'B')  la  recta  por  donde  es  pre- 
ciso conducir  el  plano  tanjente  pedido.  En  el  caso  presente,  empleare- 
mos el  método  jeneral  indicado  en  los  números  3d5,  396^  y  por  consi- 
guiente indagaremos : 

1.  ^  La  curba  de  contacto  (XKYRL,  X'K'Y'R'U)  de  la  superficie 
propuesta,  con  un  cono  circunscrito  cuya  cúspide  (V,  V)  se  ha  tomado 
a  discreción  sobre  la  recta  (AB,  A'B');  esta  curba  se  construirá  por  los 
medios  empleados  en  el  problema  del  núm.  356,  y  hemos  tenido  cuidado 
de  conservar  aquí  las  mismas  letras  que  sirvieron  en  el  depurado  84, 
relativas  a  este  problema  aislado;  de  modo  que  las  esplicacíones  ante- 
riores se  aplicarán  literalmente  «1  preseúte  depurado. 

2.  ^  La  curba  de  contacto  {xüyr,  xVfy V)  de  la  superficie  propuesta 
con  un  cilindro  circunscrito  paralelamente  a  (AB,  A'B*),  esta  curba  se 
construirá  también  por  los  mismos  medios  empleados  para  resolver  el 
problema  del  núm.  383,  en  el  depurado  86,  cuyas  anotaciones  hemos 
consenrado  en  el  presente  depwado. 

Examinemos  ahora  si  estas  dos  curibas  de  contacto  se  cortan  en  al- 
guna parte,  y  para  hallar  un  ponto  de  sección  cuidemos  mucho  no 
combinar,  flN>bre  el  mismo  plano  de  proyección,  una  rama  de  línea  se- 
guiáa  o  visible,  con  otra  puntuada  o  invisible;  porque  como  semejantes 
ramas  no  están  situadas  sobre  la  misma  napa  de  la  superficie,  no  po- 
podrán  tampoco  encontrarse.  Vemos  en  el  caso  presente  que  las  curbas 
se  cortan  en  dos  pantos  (^  A^)  y  (ft,  fx'),  cuyas  proyecciones  horizonta- 
les y  verticales  deben,  ademas  estar,  respecto  a  cada  uno.de  ellos,  co- 
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locadas  sobre  ana  misma  perpendicnlar  ja  la  linea  de  tierra;  en  .cií|í^ 
caso,  según  los  raciocinios  espnestos  en  los  números  395  7  396^  es  «ui? 
ellos  donde  se  hallan  los  puntos  de  contacto  de  la  superficie  de  wrolvr^ 
cion  con  los  planos  tanjentes  que  pasen  por  (AB,  A'B*);  y  una  vwl  cik- 
nocidos  estos  puntos,  será  mui  fácil  construir,  por  varios  medios  cotu^- 
dos  las  trazas  de  estos  planos*  Solo  haremos  observar  que  las  tracas  :hor 
rízontales  deberán  pasar  por  el  pie  A  de  la  recta,  y  ser  pefpendícalares 
a  las  proyecciones  OJi  y  Ofc  de  las  normales  relativas  a  los  dos.  pantos 
hallados  de  contacto. 

407.  Caso  particular.  Si  la  recta  dada  fuese  vertical,  mánifieéta- 
mente  bastaría  tirar  por  su  pie  dos  tanjentes  a  la  proyección  horiÉontál 
del  equador.  ' 

Si  esta  recta  fuese  horizontal,  tiraríamos  na  plaao  meridiano  qne  le 
fuese  perpendicular,  y  desde  el  punto  en  que  la  eneontrase,  tiraríamos 
dos  tanjentes  a  la  meridiana  contenida  en  este  plano;  cuya  joperacion 
es  fácil  de  ejecutar,  después  de  haber  abatido  este  punto  ylemeridianjet 
en  cuestión  sobre  el  plano  vertical»  segnn  se  ha  hecho  en  el  núm.  360 
respecto  al  punto  FMel  depurado  84. 

408.  S^undo Método.  Coando  la  superficie  de ^ revolución* ei^,4$M- 
gundogradOf  habrá  mucha  ventaja  en  emplear,  como  en :  el  nám«.S05, 
dos  conos  circunscritos  cuyas  cús[Mdes.  se  colocarán  en  los  dos  ponto* 
en  que  la  recta  dada  encuentre  al  plano  del  equador  y  al  del  meridiano 
principal,  porque  entonces,  según  el  teorema  demostrado  núm.  353, 
cada  una  de  las  cnrbas  de  contacto  estará  proyectada  según  una  recta 
sobre  uno  de  los  dos  planos  de  proyección;  y  en  tcnlo  el  depurado  no 
habrá  mas  que  construir  una  sola  recta^  como  lo  espondrémos  en  detalle 
en  el  problema  análogo  y  masjeneral  del  núm.  417. 

409.  Tercer  método.  Si  aun  suponemos  que  la  superficie  de  revohir 
cion  es  de  segundo  grado,  podremos  no  empleu  sino  uno  solo  de  los 
dos  conos  circunscritos  de  que  acabamos  de  hablar;  porque,  como  la 
curba  de  contacto  está  (núm.  353)  toda  ella  en  un  plano  perpendi- 
cular al  plano  horizontal  (o al  plano  vertical),  bastará,  tirar  a  esta  curbs: 
dos  tanjentes  por  el  ponto  en  que  su  plano  encuentra  a  la  recta  dada  (^). 

,        m  -  m • r  ^^W-^ "^ ' — • • ^^' • ' .,...,^.^_^t.^^.^^^^.^_^^^__^,^_^^_^^_^.^— ^^,^^^.^— ^^^^^^^^^— . 

m 

(*)  Esta  nuircha  es  análoga  á  la  que  hemos  seguido  resepect/o  a  Ul 
esfera ,  en  el  núín.  ¥il. 
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Ademas,  henrt»  risto  (nám.  374)  cnan  fócil  era  constniir  estas  tanjen- 
tes  con  sas  puntos  de  contacto  sin  trazar  la  curba  de  segundo  grado  de 
que  tratamos,  CM  solo  conocer  sos  dos  ejes;  y  como  uno  de  estos  lo 
obtendremos  inmediatamente,  tirando  por  la  cúspide  del  cono  circuns- 
crito dos  tanjentes  al  eqnador  (o  al  meridiano  principal),  de  aqní  se 
deducirá  el  eje  segolido  por  un  ipedio  mui  fácil  de  concebir  (véase  núm. 
418)- 

Aconsejamos  al  lector  que  aplique  este  método  a  un  elipsoide  de  re- 
volución; y  para  variar  los  ejemplos,  vamos  a  aplicarle  ahora  a  un 
hiperboloide  ganso  de  revolución,  definido  por  su  jeneratriz  rectilínea, 
y  no  por  su  meridiana. 

Problema  3.  Tirar  un  plano  tanjente  a  un  hiperboloide  gauso  de 
revolución,  por  una  recta  dada. 

410-  Sea  (O,  O'O'')  el  ej^  vertical  de  la  superficie,  y  (ADB,  A'D'A")  nc.  90 
la  recta  móvil  que,  jirando  al  rededor  de  este  eje,  enjendra  (núm.  140) 
al  hiperboloide  que  suponemos  terminado  en  las  dos  secciones  horizon- 
tales A'B'  y  A"B",  distantes  igualntiente  del  círculo  de  la  garganta.  No 
ejecutaremos  la  representación  de  la  superficie  sobre  el  plano  vertical; 
porqae  esto  nos  obligaria  a  trazar  el  hiperboloide  meridiano  cuyo  uso 
queremos  evitar;  pero  sobre  el  plano  horizontal,  miraremos  ala  superficie 
como  realmente  proyectada;  y  en  consecuencia  con  esto,  puntuaremos 
las  partes  de  líneas  ¡irincipales  que  están  debajo  de  la  napa  superior. 

411.  Sea  ahora  (a6,  a'6')  la  recta  por  donde  se  trata  de  tirar  el  pla- 
no tanjente;  si  desde  el  punto  (V,  V*),  en  que  esta  recta  penetra  al  plano 
horizontal  del  círculo  de  la  garganta,  nos  figuremos  un  cono  circuns- 
crito, dos  de  cuyas  aristas  evidentemente  serán  las  tanjentes  VX  y  VY, 
este  cono  tocará  al  hiperpoloide  según  una  curba  que  toda  ella  estará 
situada  (núm.  353)  en  el  plano  vertical  XY,  y  que  por  consiguiente  será 
una  hipérbola  que  tendrá  por  eje  real  a  la  cuerda  XY.'  Luego,  tirando 
dos  tanjentes  a  esta  curba  por  el  punto  (R,  R')  en  que  su  plano  va  a 
cortar  a  la  recta  (aV6»  a  Vg*),  hallaremos  los  puntos  de  contacto  de  los 
planos  tanjentes  al  hiperboloide. 

412.  Para  construir  estas  tanjentes,  es  preciso  primeramente  hacer 
jirar  el  plano  vertical  XY  al  rededor  del  eje  (O,  O'O*'^  hasta  que  tome 
la  posición  xy  paralela  al  meridiano  principal,  y  en  este  caso,  el  punto 
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(R,  E')  86  MLsladará  a  (n  0«  ^^^  <^*^  iitiiadoii»  la  Upérbobi  coMeiikk 
en  el  plano  vertical  ^  M  eemejanta  a  la  meridiana  principal  4e  la-  •«- 
perficie^  y  tiene  coma  elle,  por  proje^H^ioaee  de  ene  aMatotaei  a  lee  leetae 
A'D'  y  B'O'i  de  aqai,  y  por  medio  del  eje  real  «y,  dedndmee  fimU- 
mente  loe  doe  fecne  7  y  4^*  Sentado  eeto^  para  tirar  por  el  punto  p*  {*) 
tanjentee  a  eeCa  hipérbola,  deeeribirémoe  no  arco  de  c&culo  coa  la  4íe- 
tancia  r'9  por  radio,  y  otro  arco  cnyo  centro  esté  en  n|^  y  el  radio  eea 
igual  a  xy ;  tirando  en  eegoida  la  rcfcta  rT  por  la  mitad  del  arco^  ^Yi  ob-^ 
tendrémofe  una  de  lee  tenjentee  que  buecamoe,  y  en  ponto  de  contacte 
r  qaedará  determinado  por  en  encuentro  con  ia  recta.  ify«  Del  míeme 
modo,  la  otra  tanjente  será  la  recta  r^m^  tirada  por  la  mitad  del  afce 
(^íf  y  la  línea  ^í  prolongada  determinará  el  pui^ .  de  contacto  m*  de 
esta  segunda  tanjente. 

No  queda  ahora  mas  que  hacer  que  proyectar  loe  puntee  f  y  m*  a  / 
y  m  sobre  xg,  y  referir  en  eeguida  eetoe  puntos  al  plano  vertical  primi- 
tivo XY  a  {Af  X)  y  (f^t  f^')»  Aquí  ee  hallan  los  pnntoe  de  contacto  del 
hiperboloide  con  los  doe  planos  tanjentee  tiradoe  por  la  recta  (aSp  0*6*); 
y  con  estos  solos  datos  son  f&ciles  de  constroír  ene  trazas  aB|A,y  aAJB^ 

413.  Pero  como  sabemos  que  en  el  hiperboloide  ganso,  cada  piaao 
tanjente  debe  contenw  a  dos  jesíeratrices  reettlíneae  de  la  superficie, 
que  se  cortan  en  el  punto  de  contacto,  podremoe  tirar  por  loe  pnntoe 
JUy  H  cuatro  tmjentee  al  círculo  de  la  garganta,  a  saben  AA^  A^»  f^^m 
fcBy,  las  que,  por  medio  de  su  encuentro  con  la  traza  horizontal  de  la 
superfície,  nos  darán  cuatro  pnntoe  pertenecientes  a  las  trazas  de  los 
planos  tanjentee.  Ademas,  como  las  dos  jeneratrices  JlAj  y  fiB,  forman 
parte,  la  una  del  sistema  (AD,  A'D*)  y  ia  otrad  el  (BD,  B'D'),  irán  pre- 
cisamente a  cortarse  (n6m.  144^  en  nn  punto  que  evidentemente  debe- 
rá hallarse  sobre  la  recta  (a3,  a*6');  y  Mte  punto  (r,  c')  será  preds»- 
mente  el  mismo  tn  que  e$ta  recta  pmutra  id  kipmrMaide.  Habrá  tam- 
bién otro  segundo  punto  de  eeccion  qoe  nos  le  dará  a  conocer  el  en- 
cuentro de  las  jeneratricee  4B^  y  f^A^. 

414.  Obsbbvacichs.  Si  el  punto  (V,  IP),  en  que  la  recta  dada  (a6> 


(*)     Véase  en  loe  tratadm  de ee^dmue ^ánieae^  el  Métodode  los  an- 
tiguos para  ürar,  Unyentee  m  estes  cmriae. 


a*6')  penetra  ai  plano  horizontal  del  círculo  de  la  garganta,  se  hallase 
dentro  de  este  círculo,  no  podríamos  ya  tirar  las  tanjentea  YX  y  VY; 
y  esto  indicaría  que  la  curba  de  contacto  del  hiperboloide  con  él  cono 
circunscrito  que  tiene  su  cúspide  en  (Y,  Y'),  cambia  de  posición  y  se 
convierte  en  una  hipérbola  cuyo  eje  real  es  vertical,  permaneciendo 
siempre  su  plano  perpendicular  a  la  horizontal  YO.  En  este  caso,  tira* 
riamos  desde  el  punto  (Y,  Y')  dos  tanjentes  a  la  meridiana  situada  en 
el  plano  YO,  y  la  cuerda  oomprehendida  entre  sus  puntos  de  contacto 
sería  el  eje  real  que  buscamos;  hecho  esto,  lo  demás  que  queda  de  las 
construcciones  se  ejecutará  de  un  modo  análogo  a  lo  que  se  a  prac- 
ticado en  el  primer  caso. 

415.  Otra  solvoiok.  Las  observaciones  hechas  en  el  núm.  419  nos  rw,  90. 
dan  un  método  mui  simple  y  aplicable  a  todas  las  posiciones  de  la 
recta  dada.  Con  efecto,  si  después  de  haber  construido  por  el  procedi- 
miento n6m.  284,  los  puntos  de  intersección  de  la  recta  (a§,  a^g')  con 

el  hiperboloide,  tiramos  por  uno  de  ellos  (e,  £')  las  tanjentes  eA^y  fB» 
al  círculo  de  la  garganta,  estas  jeiieratríces  combinadas  alternativamente 
con  (dco,  a'g')  determinarán  inmediatamente  los  dos  planos  tanjentes 
pedidos,  que  tendrán  por  trazas  horizontales  a  aA^  y  aB,.  En  cuanto 
a  los  puntos  de  contacto,  nos  los  darán  a  conocer  las  otras  dos  jene- 
ratrices  que  salen  de  los  puntos  B,  y  A^  (*)» 

416.  De  aquí  resulta  que,  si  la  recta  dada  no  cortase  en  alguna 
parte  al  hiperboloide,  seria  imposible  tirar  por  esta  recta  un  plano  tán- 
jante a  la  superficie;  cuya  condición  es  evidente  a  prieri,  porque  de- 
biendo, en  el  caso  presente,  contener  todo  plano  tanjente  a  dos  jenera- 
trices  que  se  corten,  habrá  por  lo  menos  una  que  encuentre  a  la  recta 
(aS,  a'6')  situada,  por  hipótesis,  en  este  plano  tanjente.  Solo  que 
este  punto  de  encuentro  se  aleja  al  infinito,  en  el  caso  mui  particular 
en  que  estas  dos  jencratrices  y  la  recta  (aS,  a'g')  sean  las  tres  parale- 
las; pero  entonces,  la  posición  del  plano  tanjente  será  mas  fácil  de  asig- 
nar, porque  será  evidentemente  (num.  280)   tanjente  al  cono  asíntota. 


(^)     Una  solución  semejante  puede  apUcaree  al  hiperhelaide  de  una 
napa  que  no  uade  retclucion.  (  Véaee  núm.  590.^ 


« 

Problema  4.  Tirar  un  plano  tmiyentc  a  una  mperficie  cuai^q^iera 
de  segundo  grado^  por  una  recta  dada. 

FiG.91.  ^417.  Tomemos  por"  ejemplo  un  elipsoide  referido  a  dos  plahofi  de 
proyección  que  cada  uno  de  ellos  sea  paralelo  a  un  plano  principal  de 
la  superficie;  esta  tendrá  por  contornos  aparentes  las  elipses  prtncqHt" 
les  (ABDE,  A'D')  y  (A^C'D'P',  Al>),  que  cada  una  tiene  dos  ejes  co- 
munes con  el  elipsoide.  Sea  ademas  (RS,  R'S*)  la  recta  dada;  lóá  pun- 
tos de  contactó  de  los  planos  tanjentes  tiradosí  por  ésta  recta,  nts  los 
darán  (núm.  395^  las  intersecciones  de  las  curbas  de  contacto  dé  ios 
dos  conos  circunscritos  al  elipsoide,  que  tengan  stis  cúspides  si tuachnSí 
donde  se  quiera  sobre  la  recta  dada;  pero  para  simplificar  la  construc- 
ción de  estas  curbasi  coloquemos  las  cúspides  de  e^tos  conos  en  Job 
puntos  (Vy  V')  y  (v,  v^)j  en  que  la  recta  (RS,  R*S')  va  a  encontrar  a  los 
planos  de  las  dos  elipses  príncipales  que  son  paralelas  a  los  planos  de 
proyección. 

418,  Si  entónceé  tiramo^la8  tanjentes  Wy  Vd'  a  la  elipse  A'C']>'F\ 
los  puntos  a'  y  &'  pertenecerán  evidentemente^  a  la  prciyeceíon  vertical 
de  la  curba  de  contacto  del  cono  circunscrico  (Y,  V^^y  ^^  cncbarque 
es  plana  (núm.  353),  estará  proyectada  verticalroente  sobre  Jai  recta 
a'd'.  Con  efecto,  como  la  cúspide  (V,  V)  está  situada  en  un  plano  ver- 
tical VAD  que  divide  al  elipsoide  en  dos  partes  exactamente  simétri- 
cas, es  cierto  que  los  puntos  de  la  curba  de  contacto  deben  estar  situa- 
dos de  dos  en  dos  sobre  cuerdas  perpendiculares  a  este  plano  princi- 
pal; luego  también  el  plano  de  la  curba  que  buscamos  será  perpendi- 
cular al  plano  vertical  VAD,  y  se  proyectará  en  él  según  la  recta  a'í' 
que  une  los  dos  puntos  hallados  ya. 

Por  la  misma  razón,  la  recta  (a^,  a^d^)  es  un  eje  de  la  curba  en  el  espa- 
cio, y  continua  gozando  de  esta  propiedad  en  la  proyección  horizontal, 
en  ia  cual  nos  da  los  dos  vértices  de  la  curba  a  y  (^«  De  aquí  se  deduce, 
con  suma  facilidad,  la  dirección  (od  del  eje  segundo:  pero  para  determi- 
nar  su  lonjitud,  observaremos  que  estos  dos  ejes  son  proporcionales  a  los 
de  la  sección  dada  al  elipsoide,  con  un  plano  diametral  OV  paralelo  a 
la  curba  de  contacto  oCd^.  Luego,  si  se  proyecta  a'  a  a,  y  tiramos  og 
paralela  a  aB,  obtendremos  la  lonjitud  oog  del  segundo  eje  que  busca- 
mos; y  entonces  será  ya  mui  filcil  trazar  la  elipse  aXgdY  que,  ademas, 
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deberá  pasar  por  los  puntos  X  e  Y  que  se  deducen  de  la  sección  X',  en 
los  cuales  deberá  manifíestamcnte  tocar  al  contorno  ABDE  sobre  el 
plano  horizontal. 

419.  £1  segando  cono  circunscrito  cuya  cápide  está  en  (r^  v^)j  tocará 
ahora  al  elipsoide  según  una  curba  plana  que,  por  razones  análogas  a 
las  que  hemos  citado  mas  arriba,  estará  proyectada  horizontalmente 
sobre  la  recta  xy\  en  seguida,  sin  cambiar  la  proyección  vertical  de  esta 
curba,  que  obtendremos  por  medio  de  procedimientos  semejantes  a  los 
que  nos  han  servido  para  el  primer  cono,  podremos  conocer  inmediata- 
mente los  puntos  de  sección  ^  y  f¿  de  las  dos  curbas  de  contacto,  sobre 
el  plano  horizontal,  y  referir  estos  puntos  a  A^  y  f¿'  sobre  a^d\  Entonces 
tendremos  para  cada  plano  tanjente  pedido,  su  punto  de  contacto  (^»  X) 
o  {\L^  fx')  y  una  recta  (RS,  R'S')  por  la  que  debe  pasar,  de  modo  qué  es 
mu  i  fácil  hallar  sus  trazas  por  medio  de  construcciones,  de  que  el  pre- 
sente depurado  solo  presenta  los  resultados. 

420.  Otro  método.  Podemos  resolver  el  problema  precedente,  con  no,  9U 
solo  el  cono  circunscrito  cuya  cúspide  está  en  (V,  V);  porque  todo 
plano  tanjente  a  este  cono,  tirado  por  la  recta  (RV,  R'V)  cumplirá  evi- 
dentemente con  la  ruestion.  Por  consiguiente,  indagaremos  el  punto 

(R',  R)  en  que  corta  a  esta  recta  el  plano  de  la  base  a'd';  y  en  seguida^ 
desde  el  punto  R  se  tirarán  dos  tanjentes  a  la  curba  aYdX :  debemos 
aun  observar  que,  es  inútil  trazar  la  elipse  aYdX,  y  que  con  los  dos 
semi-ejes  6üa  y  cuS»  sabremos  construir  los  puntos  de  contacto  f¿  y  A  de 
las  tanjentes  Kf^  y  R/l,  según  lo  hemos  hecho  en  los  números  374  y 
412.  Así  es  que  los  puntos  (A>  X)  y  (f^;  M')  serán  los  mismos  en  que  los 
planos  tanjentes  dirijidos  por  la  recta  (RV,  R'V)  tocarán  al  elipsoide, 
y  por  consiguiente,  estos  dos  planos  quedarán  determinados  por  un 
método  qiie  tendrá  la  ventaja  de  no  emplear  sino  la  línea  recta  y  ti 
circulo^ 
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CAPITULO  IV. 


De  los  planos  tanjentes  paralelos  a  un  plano  dado. 


421.  Sea  S  la  superficie  a  qne  nos  proponemos  tirar  un  plano  tanjen- 
te  que  sea  paralelo  a  un  plano  dado  P.  Figurémonos  que  en  este  último, 
se  trazan  dos  rectas  arbitrarias  A  y  B,  y  que  en  seguida  se  determinan, 
por  los  procedimientos  indicados  en  el  capítiilo  II,  las  curbas  de  con- 
tacto X  e  T  de  la  superficie  S  con  dos  cilindros  circunscritos,  uno  de 
ellos  paralelo  a  A  y  otro  a  B.  En  este  caso,  sabemos  (n6m.  978)  que 
respecto  a  todos  los  puntos  de  la  curba  X,  los  planos  tanjentes  de  6  se- 
rán paralelos  a  A;  que  respecto  a  todos  los  de  la  curba  T,  los  planos 
tanjentes  son  paralelos  a  B;  luego,  si  las  curbas  X  e  Y  se  cortan,  cada 
intersección  nos  dará  un  punto  en  el  que  el  plano  tánjante  de  la  aupef^ 
cié  S,  será  paralelo  a  un  mismo  tiempo  a  las  dos  rectas  A  y  B,  y  por  con  - 
siguiente,  será  paralelo  al  plano  dado  P.* 

422.  Está  bien  observemos,  que  el  problema  precedente  viene  en 
sustancia  a  convertirse  en  este  :  tirar  una  normal  a  una  superficie  B» 
que  sea  paralela  a  una  recta  dada  1).  Con  efecto,  si  conoCmimos  un 
plano  P  perpendicular  a  la  recta  D,  será  suficiente  hallar  un  plano  tan^^ 
jente  paralelo  a  P,  y  la  normal  relativa  al  punto  de  eoistacto  de  este 
plano  tanjente,  será  evidentemente  paralela  a  la  línea  D.  Esta  investi- 
gación es  necesaria  para  hallar  el  punto  brillante  de  una  superficie, 
iluminada  por  rayos  dé  luz  que  se  miran  como  paralelos  entre  sí. 

423.  Cuando  la  superficie  S  sea  desarrollable,  el  problema  en  jene- 
ral  será  imposible,  en  virtud  de  que  la  condición  de  ser  paralelo  a  una 
recta  dada,  es  suficiente  (núm.  379)  para  determinar  completamente  el 
plano  tanjente  de  una  superficie  de  esta  especie,  y  así  no  podría  exi- 
jirse  que  este  plano  fuese  a  un  mismo  tiempo  paralelo  a  dos  rectas  A 
y  B,  o  al  plano  P  que  las  contiene. 

424.  El  método  de  solución  que  hemos  indicado  en  el  núm.  421  es 
jeneral;  pero  de  ordinario  nos  empopará  en  operaciones  gráficas  muí 
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complicadas;  por  esta  razón,  es  preciso  tratar  de  aprovechar,  en  cada 
superficie,  las  propiedades  particulares  de  ella  qne  puedan  simplificar 
la  solución,  según  vamos  a  indicar  en  algunos  ejemplos. 

1.  ^  Si  la  superficie  propuesta  es  de  revolución,  en  cuyo  caso  cada 
plano  tanjente  es  perpendicular  al  plano  meridiano  correspondiente, 
principiaremos  por  tirar  un  plan  meridiano  perpendicular  al  plano  dado 
P,  y  que  corte  a  este  último  según  una  recta  que  llamaremos  d;  en  este 
caso,  tirando  a  la  sección  meridiana  obtenida  de  este  modo,  una  tan- 
jente paralela  a  d,  su  punto  de  contento  será  evidentemente  el  de  nn 
plano  tanjente  que  será  paraleló  a  P.  Esta  marcha  será  de  una  fácil 
aplicación  respecto  a  la  esfera,  al  elipsoide,  al  toro,  &a, 

2.  ^  Si  se  trata  de  un  hiperboloide  de  revolución  de  una  sola  napa, 
que  admite  (n6m«  146)  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectilíneas  respec- 
tivamente paralelas  a  las  aristas  del  cono  asintótico,  cortaremos  este 
cono  con  un  plano  tirado  por  la  cúspide,  paralelamente  a  P.  Este  pla- 
no secante  nos  dará  dos  aristas  aya'  paralelas  a  P,  y  de  aquí  deduói* 
remos  con  suma  facilidad  las  cuatro  jeneratrices  correspoudientes  del 
hiperboloide,  a  saber  A  y  B  paralelas  a  a,  y  en  seguida  A'  y  B'  parale* 
las  a  a\  Si  en  este  estado,  combinamos  las  jeneratrices  A  y  B',  hallare- 
mos nn  plano  que  evidentemente  será  paralelo  a  P,  y  que  tocará  al  hi- 
perboloide en  el  punto  en  que  se  cortan  estas  dos  rectas;  en  seguida, 
hallaremos  otro  segundo  plano  que  llenará  las  mismas  condiciones, 
combinando  entre  sí  a  las  jeneratiices  A'  y  B  que  también  se  cortan. 

El  mismo  método  se  aplicará  a  un  hiperboloide  de  una  napa  y  que 
no  sea  de  revolución^  en  virtud  de  que  esta  superficie  admite  también, 
según  lo  veremos  en  el  libro  VII,  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectilíneas 
paralelas  a  las  aristas  de  un  cono  asintótico  (réa^num.  581). 
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CAPITULO  V. 


De  los  planos  tanjentes  a  varias  superficies  a  tm  íiemjw. 


425.  Hallar  un  plano  que  toque  a  un  mismo  tiempo  a  dos  superjicies^ 
dadas  S  y  T.  Para  resolver  este  problema  de  un  modo  jeneral,  y  cua- 
lesquiera que  sean  los  planos  de  proyección  adoptados,  tiremos  en  el 
espacio  un  plano  arbitrario;  y  en  seguida,  determinemos  la  curbá  de 
contacto  X  de  la  superficie  S  con  un  cilindro  circunscrito  y  paralelo 
al  plano  P,  cuya  cuestión  está  compreliendida  en  el  núm.  377,  puesto 
que  las  aristas  de  este  cilindro  deberán  ser  paralelas  a  una  recta  cono- 
cida,  a  saber,  a  la  perpendicular  al  plano  P.  Así  mismo,  determinemos 
la  curba  análoga  Y  correspondiente  a  la  superficie  T,  y  construyamos 
las  proyecciones  x  e  y  de  estas  dos  líneas  sobre  el  plano  P;  echo  esto, 
si  tiramos  una  tanjente  común  a  las  dos  curbas  x  e  y,  esta  será  la  traza 
de  un  plano  ir  perpendicular  a  P,  que  evidentemente  tocará  a  los  dos 
cilindros,  y  será  precisamente  tanjente  a  las  superficies  S  y  T.  De  este 
modo  obtendremos  una  solución  del  problema  propuesto;  pero  habrá 
otras  infinitas  tt',  tt",....  que  bailaremos  repitiendo  construcciones  análo- 
gas con  difi)rentes  planos  P\  P",....  elejidos  en  otras  varias  direcciones. 

426.  Podemos  enlazar  entre  sí  todas  estas  soluciones,  construyendo 
la  superficie  desarrollahle  que  este  a  tin  mismo  tiempo  circunscrita  a  las 
dos  superficies  Sy  T.  Para  esto  imajinémonos  que  los  puntos  de  contacto 
VI y  w  de  las  curbas  x  ey  con  su  tanjente  común  sobre  el  plano  P,  se 
lian  proyectado  sobre  las  curbas  X  e  Y  a  M  y  N,  aquí  es  donde  se 
hallarán  los  puntos  en  que  el  plano  tt  toca  a  las  dos  superficies  S  y  T : 
y  si  del  mismo  modo  construimos  los  puntos  de  contacto  M'  y  N',  M" 
y  N",..,.  de  loa  planos  n\  tt",,...  la  serie  de  rectas  MN,  M'N',  M"N",.... 
formará  una  superficie  S,  que  evidentemente  tocará  a  S  y  T  al  largo 
de  las  curbas  MM'M"...,  y  NN'N"....;  pero  agregamos  que  esta  su- 
perficie 2  será  desarrollahle.  Con  efecto,  si  se  han  tomado  los  puntos 
M  y  M'  infinitamente  próximos^  el  plano  tanjente  n  contendrá  a  los  ele- 
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mentos  lineales  MM'  y  NN\  en  virtud  de  esto,  las  dos  jenaratrices  MN 
y  M'N'  estarán  situadas  en  un  mismo  plano,  que  es  el  carácter  distintivo 
de  las  superficies  desarrollabas  (núm.  179).  Ademas,  podemos  mirar 
a  las  rectas  infinitamente  próximas  MN,  M'N',  M^'N",....  como  las  in- 
tersecciones consecutivas  de  los  planos  tt,  tt',  tt",....  (num,  182),  o  sino 
como  el  involucro  del  espacio  recorrido  por  el  plano  tt  cuando  rueda 
sobre  las  superficies  S  y  T,  permaneciendo  siempre  tanjente  a  ambas 
(num.  184). 

Sentado  esto,  y  después  de  haber  construido  la  superficie  2,  tendre- 
mos que  todos  los  planos  tanjentes  que  se  le  tiren,  tocarán  así  mismo  a 
S  y  T,  )'  nos  darán  las  diversas  soluciones  del  problema  primitivo. 

427.  Es  indispensable  atender  en  la  tearía  de  las  sombras^  a  la  su- 
perficie desarrollable  S  circunscrita  a  las  superficies  S  y  T;  que  de  or- 
dinario presenta  dos  napas  distintas,  procedentes  de  que  las  curbas  x  e 
y  del  núm,  425  pueden  tener  una  tanjente  común  esterior  y  otra  interior. 
Sobre  todo,  estas  jeneralidades  las,  aclararemos  por  medio  del  sen- 
cillo ejemplo  de  las  dos  esferas  que  tomaremos  en  consideración  en  el 
núm.  437. 

428.  Cuando  una  de  las  dos  superficies  propuestas,  por  ejemplo,  la  S, 
es  desarrollable^  no  es  en  jeneral  imposible,  el  problema  de  tirarles  un 
plano  tanjente  común;  pero  no  admite  ya  en  este  caso  una  infinidad  de  so- 
luciones, como  podemos  persuadirnos  haciendo  rodar  un  plano  tanjente 
sobre  la  superficie  S  hasta  que  encuentre  a  T,  Ademas,  en  la  hipótesis 
actual,  la  curba  x  relativa  al  plano  P  (núm.  425)  se  reducirá  a  una  o 
mas  líneas  rectas,  a  quienes  no  sería  posible  tirar  una  tanjente  común 
con  la  curba  y;  a  no  ser  que  una  de  ellas  mismas  fuese  tanjente  a 
esta  curba  y,  lo  que  no  podria  suceder,  sino  respecto  a  algunos  de  los 
planos  P,  P',  P",....  de  modo  que  el  problema  sería  determinado,  y  la 
superficie  S  se  reduciría  entonces  a  uno  o  mas  planos.  Veremos  un  ejem- 
plo de  esto  en  el  núm.  434. 

429.  Finalmente,  el  problema  no  admitirá,  en  jeneral,  ninguna  solu- 
ción, cuando  las  superficies  dadas  S  y  T  sean  ambas  desarrollables,  por- 
que siendo  en  este  caso  las  dos  curbas  xey  del  núm,  425  líneas  rectas 
sobre  todos  los  planos  P,  P',  P"v...  no  sería  posible  tirarles  una  tan- 
jente común. 

430.  Guando  ninguna  de  las  dos  superficies  dadas  S  y  T  es  desa- 
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rrotlabley  podremos  haCer  qae  el  problema  de  tirarles  ud  plano  taojen* 
te  Cottion  sea  determinado^  señalando  un  punto  esteríor  V  por  el  que 
deba  pasar  el  plano  pedido.  CSon  efecto,  esto  vendrá  a  reducirse  a  diri— 
jir  por  este  punto  V,  un  plano  tanjente  a  la  superficie  desarroUable  S  que 
está  circunscrita  (num.  426)  a  las  snperficias  S  y  T,  jr  esta  última  cues- 
tión no  es  susceptiUe  sino  de  un  numero  limitado  de  soluciones,  según 
lo  hemos  visto  en  los  números  349  j  350.  Para  obtenerlas,  es  preciso, 
en  jeneral,  construir  la  sección  causada  en  la  superficie  S  con  un  plano 
cualquiera,  tirado  desde  el  punto  V;  j  tirar  en  seguida  por  este  punto 
tanjentes  a  esta  sección:  en  cuyo  caso,  cada  una  de  estas  tanjentes  uni- 
da a  la  jeneratriz  rectilínea  que  pasa  por  su  punto  de  contacto,  deter- 
minará un  plano  tanjente  a  la  superficie  S,  y  por  consiguiente,  a  las 
dos  superficies  primitivas  S  y  T.  Hallaremos  un  ejemplo  de  este  jéne- 
ro  en  el  número  437. 

431.  Hallar  un  plano  que  toque  al  mismo  tiempo  a  tres  superficits 
dadas  S,  T,  y  U. 

La  marcha  jeneral  para  resolver  este  problema,  consiste  en  conce- 
bir una  superficie  desarrollablc  S  circunscrita  a  S  y  a  T,  y  en  seguida 
otra  Sil  circunscrita  a  S  y  a  U.  Y  construyendo  después  (núm.  426)  las 
cnii>as  de  contacto  MM\...  y  M^MV--*  de  estas  dos  superficies  2  y  Ss  con 
S,  cada  punto  fi,  en  que  se  encuentran  estas  curbas,  será  de  tal  natu- 
raleza, que  el  plano  tanjente  en  él  a  S  manifiestamente  tocará  a  un 
nisflio  tiempo  a  las  superficies  S  y  Ss»  y  por  lo  tanto,  este  mismo 
plano  tocará ' también  a  la  superficies  T  y  U.  Por  consiguiente,,  esta 
será  una  solución  del  problema;  pero  como  las  operaciones  gráficas  son 
por  lo  común  mui  complicadas,  nos  limitaremos  a  citar  un  ejemplo  en 
que  estas  construcciones  son  mui  sencillas  {véase  núm.  441). 

Observemos  que  aun  cuando  hemos  dicho  (núm.  429)  que,  en  jene- 
ral no  se  podía  tirar  un  plano  tanjente  común  a  dos  superficies  desa- 
rroUables,  en  el  caso  presente  llega  esto  a  ser  posible,  porque  las  dos 
superficies  S  y  Ss  presentan  la  particularidad,  de  estar  circunscritas  a 
la  misma  superficie  S. 

432.  Si  una  o  roas  de  las  tres  superficies  dadas  fuesen  desarroü&n 
hUsj  el  problema  sería  en  jeneral  imposible.  Con  efecto,  si  S  es  desa- 
rroUable, las  superficies  S  y  ^  del  número  precedente,  se  reduoirátt 
a  ni|raf^EcMi,piaiias{nú«.  42ft)  a  las  que  no  será  posible  mar  un  piano 


tanjente  coman;  a  no  ser  que  por  circonatancias  partículareai  lloguea  a 
coincidir  completamente  dos  de  estas  superfícies  planas. 

433.  No  podría  proponérsenos  el  problema  de  hallar  un  plano  que 
tocase  a  un  mismo  tiempo  a  cuatro  superficies  S,  T,  U  y  V,  o  a  un  núme* 
ro  majorde  ellas.  Porque  si  nos  imajinamos  las  tres  superficies  desarro* 
Hables  S,  2a  y  Ss  circunscritas  a  los  grupos  S  y  T,  S  y  ü  y  S  y  V,  no  su- 
cederáy  en  jeneral,  que  las  tres  curbas  según  las  que  Si  Ss  y  Sa  tocan  ^ 
la  superficie  S,  se  corten  todas  en  un  mismo  punto  fe,  cuya  circunstancia 
es  necesaria  para  que  el  plano  tanjente  de  S  en  ¡i,  toque  al  mismo  tiem- 
po a  S,  Fs  y  Ssi  T  por  consiguiente,  a  las  demás  superficies  propuestas 
T,üyV. 

Problema  1  •  Construir  un  plano  que  toque  a  un  miemo  tiempo  a 
urna  esfera  y  a  urí  cono  recto  (*). 

434.  Hagamos  pasar  los  dos  planos  de  proyección,  por  el  centro  O 
de  la  esfera  dada  quo  tiene  por  radio  a  OA,  y  dirijamos  el  plano  hori- 
zontal perpendicularmente  al  eje  del  cono  que  tiene  por  cúspide  a 
(S,  S'),  y  por  base  al  circulo  del  radio  3B.  El  problema  de  tirar  un. 
plano  tanjente  común  a  estas  dos  superficies,  será  determinado  (num. 
428)y  porque  una  de  ellas  es  en  el  caso  actual  desarrollable;  y  para 
resolverle  con  mas  sencillez  por  el  método  jeneral,  supongamos  que 
PQR'  es  el  plano  que  buscamos.  Este  toca  al  cono  s^gun  una  arista 
situada  en  el  plano  meridiano  SM  perpendicular  a  PQi  de  modo  que 
ia  distancia  de  este  plano  tanjente  al  pie  (S,  F)  del  eje,  es  una  recta 
igual  a  FG,  y  está  situada  en  el  plano  meridiano  SM;  pero  si  trans- 
portamos el  liviano  PQR'  paralelamente  así  mismo,  hasta  que  pase  por 
el  centro  O  de  la  esfera,  se  habrá  aproximado  al  punto  (S,  F)  una  can- 
tidad igual  al  radio  OA;  y  en  este  caso  sera  tanjente  a  otro  cono  recto 
cuya  jeneratriz  T*F',  paralela  a  S'B',  se  habrá  alejado  de  ella  la  distan- 
cia OA.  Y  como  este  último  cono,  así  como  también  su  plano  tanjente 
tirado  por  el  punto  O,  son  fáciles  de  construir;  no  habrá,  en  seguida, 


(*)    Este  problema  está  sacado  de  la  J'eometria  descríptira  de  M^ 
Lefobure  de  Fourcy. 
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mas  que  hacer  que  tirar  un  plano  tanjente  al  cono  primitivo,  paralelo 
a  este. 

£n  virtud  de  estas  consideraciones,  tomaremos  sobre  la  perpendicu- 
lar FG  un  intervalo  GH=OA;  y  tirando  en  seguida  por  el  punto  H  la 
recta  TT'  paralela  a  S'B',  determinaremos  el  círculo  SF,  al  que  tira- 
remos, desde  el  punto  O,  las  dos  tanjentes  ON  y  OL.  Hecho  esto,  tira- 
remos también  al  círculo  SB  otras  dos  tanjentes  PQ  y  XY  paralelas  a 
las  precedentes,  y  tendremos  las  trazas  horizontales  de  los  dos  planos 
PQR'  y  XYZ\  que  tocarán  esteriormente  a  las  dos  superñcies  dadas; 
las  trazas  verticales  de  estos  planos  son  mui  fáciles  de  hallar. 

435.  Hai  también  planos  que  tocan  a  estas  superficies  interiormentej 
es  decir,  dejando  una  de  ellas  a  un  lado  y  la  otra  al  opuesto.  Para 
hallarlos,  veremos  sin  mucho  trabajo  que  es  preciso  aumentar  la  dis- 
tancia FG  una  cantidad  G/¿=OA;  tirar  en  seguida,  paralelamente 
a  S'B',  la  recta  ff  que  determinará  al  círculo  S/,  y  tiraremos  a  este  las 
tanjentes  On  y  OZ.  Conduciendo  en  seguida  dos  tanjentes  pq  y  zy  al 
círculo  SB  paralelas  a  las  precedentes,  estas  serán  las  trazas  horizonta- 
les de  los  dos  planos  tanjentes  interiores. 

436.  Si  respecto  a  uno  de  estos  cuatro  planos,  al  PQR',  por  ejem- 
plo, queremos  hallar  su  punto  de  contacto  con  la  esfera,  cortaremos  a 
esta  superficie  con  un  plano  OD  perpendicular  a  PQ:  y  después  de 
haber  abatido  la  sección  sobre  el  círculo  máximo  horizontal,  tiraremos 
la  tanjente  D9,  cuyo  punto  de  contacto  6  referido  a  fc  nos  dará  lá  pro- 
yección horizontal  del  punto  en  que  el  plano  PQR'  toca  a  la  esfera. 
De  aquí  deduciremos  fácilmente  la  proyección  vertical  f¿'  de  este 
punto. 

Problema  2.  Tirar  un  plano  tanjente  a  do»  esferas  por  un  punto 
dado. 

FiG.  9í?.  437.  Adoptemos  por  plano  horizontal  al  que  pasa  por  los  centros 
O  y  O'  de  las  dos  esferas  y  por  el  punto  dado  A".  Echo  esto,  y  sin 
recurrir  al  segundo  plano  de  proyección,  podremos  tirar  a  los  dos  cír- 
culos máximos  horizontales  la  tanjente  común  MNA  que,  jirando  al 
rededor  de  OO'A,  enjendrará  una  superficie  cónica,  evidentemente  cir- 
cunscrita a  las  dos  esferas  dadas.  Este  cono  AMP  es,  en  el  caso  pre- 
sente, el  que  ocupa  el  lugar  de  la  superficie  desarrollable  S  del  núm. 
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426^  porque  es  el  involucro  de  todas  las  4)08Íciones  que  tomaría  el  pla- 
no vertical  MNA  tanjente  a  las  dos  esferas,  rodando  a  un  mismo  tiempo 
sobre  las  dos  superfícies.  Y  así,  como  todo  plano  tanjente  a  este  cono 
tocará  a  las  dos  esferas,  y  que  la  recíproca  es  también  cierta,  el  problema 
primitivo  se  reduce  a  tirar  desde  eLpunto  dado  A"  un  plano  tanjente 
al  cono  AMP.  Para  esto,  sabemos  que  es  preciso  tirar  la  recta  AA",  y 
desde  el  punto  en  que  esta  penetra  al  plano  del  círculo  vertical  MP,  base 
del  cono,  tirar  a  este  círculo  dos  tanjentes;  cuya  operación  se  ejecutará 
fácilmente,  abatiendo  el  círculo  MP  al  rededor  de  su  diámetro,  como 
lo  hemos  visto  en  el  num.  401. 

438.  Es  mas  sencillo  notar  que  el  problema  primitivo  se  reduce  a 
tirar  un  plano  tanjente  a  la  esfera  O  por  la  recta  AA";  porque  este 
plano  evidentemente  tocará  al  cono  AMP,  y  por  consiguiente  a  la  es- 
fera O'  circunscrita  por  este  cono.  Pero  según  lo  que  se  ha  dicho  en  el 
núm,  403,  es  suficiente  trazar  el  nuevo  cono  A"M"P"  circunscrito  tam- 
bién a  la  esfera  O,  y  la  intersección  de  los  dos  círculos  verticales  MPy 
M"P"  nos  dará  a  conocer  inmediatamente  la  proyección  horizontal  [l 
del  punto  de  contacto  de  la  esfera  con  el  plano  tanjente  pedido.  La 
segunda  proyección  de  este  punto,  sobre  un  plano  vertical  tomado  a 
discreción,  se  hallará  fácilmente  abatiendo  el  círculo  MP  al  rededor  de 
su  diámetro,  y  de  este  modo  quedará  enteramente  determinada  la  po- 
sición del  plano  tanjente;  pero  dejamos  al  lector  el  cuidado  de  efectuar 
estas  operaciones  sencillas,  que  nos  darán  manifiestamente  dos  planos 
tanjentes  esteriorcs. 

439.  Podemos  hallar  otros  dos  planos  tanjentes  interiores^  tomando 
en  consideración  al  cono  anip  descrito  por  la  tanjente  man  común  a 
los  círculos  horizontales,  pero  colocada  entre  estas  circunferencias.  En 
este  caso,  empleando  consideraciones  análogas  a  las  precedentes,  ve- 
remos que  es  suficiente  tirar  por  el  punto  A"  un  plano  tanjente  al  cono 
amp;  o  sino  tirar  por  la  recta  a  A"  un  plano  tanjente  a  la  esfera  O; 
de  modo  que  conoceremos  el  punto  de  contacto  /I  por  la  intersección  de 
los  dos  círculos  M"P"  y  mp. 

440.  No  hai  necesidad  do  advertir  que  las  cuatro  soluciones  prece- 
dentes se  reducirán  a  dos,  o  no  existirán  absolutamente,  según  sea  la 
posióion  que  tenga  el  punto  dado  A"  con  respecto  a  las  dos  esferas,  o 
a  los  conos  circunscritos  este^rieres  e  interiín-es.  Ademas,  uno  de  estos 


conos  o  los  dos  desaparecerán»  si  se  cortan  las  esferas  dadas,  o  si  una 
envuelve  a  la  otra. 

Problema  3.   Hallar  un  plano  que  sea  íanjente  a  tres  esjeras  dadas. 

piG.  93.  441,  Adoptemos  también  por  plano  horizontal  al  qne  pasa  por  los 
centros  O,  O',  y  O''  de  las  tres  esferas  dadas;  y  observemos  en  segnida, 
qne  las  superficies  desarrollables  S  y  ^2  (núm.  431)  qne  deben  estar  cir- 
cunscritas a  las  esferas  O  y  0^  O  y  O'',  son  en  este  caso  los  dos  conos 
AMP  y  A"M"P".  Trazando  ahora  sus  curbas  de  contacto  con  la  esfera  O, 
que  se  reducen  a  los  dos  círculos  verticales  MP  y  M"P',  los  dos  puntos 
de  sección  que  están  proyectados  en  /i  serán  los  mismos  en  qne  los 
planos  tanjentes  de  la  esfera  O  tocan  a  la  vez  al  cono  AMP  y  al  A"M"P''; 
por  consiguiente,  estos  dos  planos  serán  también  tanjentes  a  ias  esferas 
O*  y  O",  y  las  tocarán  estertor  mente. 

442.  Pero  como  existen  también  otros  dos  conos  circunscritos  inie- 
tiormente  a  los  grupos  de  las  esferas  O  y  O',  O  y  O",  los  cuales  se 
pueden  combinar  de  un  modo  análogo,  ya  sea  entre  sí,  o  ya  con  los 
conos  esteriores,  resultarán  jeneralmente  ocho  soluciones  del  problema 
propuesto,  a  saber: 

Dos  planos  tanjentes  estertores^  dados  por  los  conos  AMP  y  A'*M''P'\ 
cuyos  puntos  de  contacto  con  la  esfera  O,  están  proyectados  en  ft; 

Dos  planos  tanjentes  interiores  producidos  por  los  conos  AMP  y 
a**m'*p":  los  puntos  de  contacto  con  la  esfera  O  están  proyectados  en  i/; 

Dos  planos  tanjentes  interiores  dados  por  los  conos  amp  y  A"M"P*': 
sus  puntos  de  contacto  están  proyectados  en  \\ 

Por  último,  dos  planos  tanjentes  interiores  dados  por  los  conos  amp 
ePvC^j^^i  y  cuyos  puntos  de  contacto  están  proyectados  en  rr. 

443.  Es  fácil  conocer  que  estos  ocho  planrá  tanjentes  se  reducirán 
a  cuatro  cuando  se  corten  dos  de  las  esferas;  cuando  una  de  ellas  en- 
cuentre a  las  otras  doto,  habrá  a  lo  mas  dos  planos  tanjentes  conrnnes; 
y  no  habrá  ninguno,  cuando  una  de  las  tres  esferas  esté  envuelta  por 
otra.  Pero  fuera  de  estos  casos  particulares,  será  imposible  la  caes- 
tion,  siempre  que  no  se  corten  los  cuatro  círculos  de  contacto  MP, 
M'T^',  mp  y  97i*'j7",y  el  número  de  sus  puntos  de  sección,  indicará  siem- 
pre la  cantidad  de  soluciones  que  admitirá  el  problema  propuesto. 

444.  No  hemos  hablado  de  los  conos  N'A'Q'  y  n'a Y,  cada  uno  de 
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los  cuales  está  circunscrito  a  las  dos  esferas  O'  y  O"*.  Sin  embargo,  és 
evidente  que  todo  plano  tanjente  a  las  tres  esferas»  deberá  también  tocar 
al  cono  A'  o  al  cono  a ;  de  modo  que  hubiéramos  podido  combinar  el 
sistema  de  estas  dos  superficies  cónicas,  ya  sea  con  el  sistema  A  y  a,  o 
ya  con  el  A^'  y  (¿\  para  resolver  el  problema  propuesto.  Ademas  de  esto, 
como  cada  plano  tanjente  a  las  tres  esferas  tocará  al  mismo  tiempo  a 
tres  de  estos  conos  circunscritos,  y  pasará  por  sus  cúspides,  las  que 
se  hallan  también  a  un  mismo  tiempo  en  el  plano  tanjente  y  en  el  que 
pasa  por  los  tres  centros  de  las  esferas;  debemos  concluir  de  aquí  que 
las  cúspides  de  los  tres  conos  a  qoienes  toca  un  mismo  plano,  estarán 
siempre  en  línea  recta.  Y  asi  vemos,  en  el  depurado  que  presentamos, 
que  las  cúspides  de  los  seis  conos  circunscritos  a  las  esferas  están  dis- 
tribuidas de  tres  en  tres  sobre  cuatro  rectas  AA"A',  Aa'a",  A"a'a  y 
AW^aj  la  primera  de  estas  contiene  a  las  tres  cúspides  estertores,  y  cada 
una  de  las  otras  una  cúspide  esterior  con  otras  dos  interiores. 

445.  De  aquí  podemos  deducir  un  teorema  notable  de  la  Jeometría 
plana,  con  solo  limitarnos  a  considerar  las  jeneratrices  de  los  conos  y  los 
círculos  máximos  de  las  esferas,  que  están  situados  en  el  plano  de  los 
tres  centros  O,  O'  y  0'\  En  efecto,  como  las  cúspides  de  estos  cobos 
8011  manifiestamente  los  puntos  de  encuentro  de  los  pares  de  tanjentes 
comunes  a  dos  de  los  círculos  máximos,  cancluirémos  de  aquí  que  si 
después  de  haber  trazado  tres  círculos  cualquiera  en  un  mismo  piano, 
tiramos  todas  las  tanjentes  que  a  un  misnu)  tiempo  [Hieden  tocar  a  dos 
de  estos  cíenlos,  los  seis  puntos  de  encuentro  A  y  a,  A'  y  a\  A''  y  a" 
determinados  por  cada  par  de  tanjentes,  estarán  colocados  de  tres  en  tres 
sobre  cuatro  rectas,  una  de  las  cuales  contendrá  los  tres  puntos  esterio- 
res,  y  cada  una  de  las  otras  un  punto  esterior  con  dos  interiores. 

CharémoB  también,  como  ejemplo  de  un  plano  tanjente  común  a 
varias  superficies,  el  problema  resuelto  en  el  núm.  68,  en  el  oial  se  tra- 
taba de  hallar  un  piano  c^}  fuese  tanjente  a  dos  conos  que  tuviesen  la 
misma  cúspide. 
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De  la  hélice  y  del  helizaide  desarrollable. 

FJG.  96.  446«  La  Hélice  es  una  curba  AMNGD....  trazada  sobre  un  cilin- 
dro cualquiera,  de  tal  naturaleza  que  las  ordenadas  (dirijidas  según 
las  jeneratrices)  san  proporcionales  a  las  abscisas  curbüfneas  contadas 
sobre  la  base  partiendo  desde  un  punto  fijo  A;  entendiendo  por  base 
del  cilindro»  la  sección  ortogonal  dada  por  el  punto  A.  ISs  decir,  que 
debemos  tener  las  relaciones 

MP    NQ    CB  i:  ,       .  L 

-™s=Xo=Tr= =  *>  ^  jeneralmente  z  =s «/ 

representando  por  s  un  arco  cualquiera  de  la  base,  y  por  z  la  ordenada 
que  termina  en  su  estremo  (*).  El  número  ¿que  espresa  la  razón  cons- 
tante de  la  ordenada  a  la  abscisa  en  todos  los  puntos  de.  una  misma 
hélice,  varia  de  una  hélice  a  otra,  porque  podemos  trazar  una  infinidad 


(*J  Precedentemente  hemos  dado  (núm.  LtíS)  otra  definición  de  la 
hélice;  pero  vamos  a  ha4:er  ver  dentro  de  poco  que  está  en  perfecta  armo- 
nía con  la  presente  definición* 
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de  ellas  sobre  el  mismo  cilindro;  pero  cida^fc^^  ^^re  la  base  del  cilin- 
mente  determinada,  desde  que  se  fijan  larto^'""'  tes  carta  ala  jenera- 
por  oríjen  de  las  abscisas.  Es  ademas  evide^i^  ' "'  .  cuyo  resultado  nos 
precisamente  a  la  base  del  cilindro  en  este  puuu/x  *  ^ntenida  en  la  del 
equacion  z=:ksy  la  hipótesis  «=0  da  también  t^si/  ^* 

447.  Cuando  la  base  del  cilindro  es  una  cúrba  thn^^  'ice,  tomando  Fio. 94. 
de  la  abscisa  variable  AP=«  llegar  a  ser  igual  al  p^ti  *^'  esta  curba, 
base;  y  entonces  obtendremos  un  punto  D  en  el  cual  li^/  •  contal  de 
otra  vez  a  la  arista  AF.  Y  como  esta  circunstancia  se  teu^/  ''  hélice* 
damente  en  todas  las  abscisas  2/?,  3p,-.,  habrá  sobre  lai^iy-f*^*^  iona- 
una  infinidad  de  puntos  en  que  la  hélice  la  encontrará,  qu^  ''''  *^  qI^ 
las  alturas  ^  - 

AD=h=pk,  h'=2pk,  h''—9pk ; 

por  consiguiente,  todos  estos  puntos  distarán  unos  de  otros  una  cam' 
dad  h  que  llamaremos  paso  de  la  hélice.  Cuando  este  paso  se  senai& 
directamente,  y  se  conoce  también  el  perímetro  de  la  base,  se  deducirá 
inmediatamente  la  constante  k,  porque  según  la  definición  misma  de  la 
hélice  (núm.  446)  este  número  espresa  la  razón  de  la  ordenada  k  con 
la  abscisa  correspondiente  jp;  y  así,  en  caso  de  ser  la  base  del  cilindro 
un  círculo  cuyo  radio  es  R,  tendremos  que 


Jc  = 


27rR 


448.  De  la  tanjente  a  la  hélice.  Como  no  se  nos  da  aquí  esta  curba  fiq.  95. 
por  la  intersección  de  dos  superficies,  es  preciso  recurrir  a  considera- 
ciones particulares  para  hallar  su  tanjente  en  un  punto  cualquiera  M. 
Concibamos  desarrollado  el  cilidro  sobre  el  plano  que  toca  a  esta  super- 
ficie en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  PML;  esta  línea  permanecerá 
inmóvil,  y  la  base  ortogonal  APB  se  convertirá  (núm.  161)  en  una  rec- 
ta ATB'  perpendicular  a  PL,  mientras  que  las  posiciones  de  las  otras 
jeneratrices  conservarán  su  misma  lonjitud  y  su  paralelismo.  Por  con- 
siguiente, si  tomamos  sobre  la  transformada  de  la  base,  las  distancias 

PA'=PA,  PQ'=PQ,  PB'=PB,.,.. 

y  levantamos  las  perpendiculares 
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Q'N'=QN,  B'C'=BC..,„ 

los  diversos  puntos  A',  M,  N',  C'....,  darán  Ja  transformada  de  la  hélice 
sobre  el  desarrollo  del  cilindro.  Pero  es  fácil  preveer  que  esta  transfor- 
mada ATVÍN'C'.....  será  una  línea  recta;  porque  teniendo  las  ordenadas 
y  las  abscisas  rectilíneas  de  esta  nueva  línea,  la  misma  magnitud  abso- 
luta que  las  ordenadas  y  abscisas  curbiííneas  de  la  hélice,  estarán,  como 
estas  últimas  en  una  razan  constante;  que  es  el  carácter  esclusivo  de 
la  línea  recta. 

Sentado  esto,  decimos  que  la  recta  A'MC  es  precisamente  tanjente 
en  el  punto  M  de  la  hélice  primitiva  AMC,  Con  efecto,  esta  recta  se 
halla  desde  luego  situada  en  el  plano  tanjente  del  cilindro,  que  contie- 
ne un  elemento  superficial  LP^¿  de  la  superficie;  y  como  este  elemento 
permanece  inmóvil  durante  el  desarrollo  de  la  superficie,  resulta  de 
aquí  que  el  elemento  hneal  Mm,  es  común  a  la  enrba  AMC  y  a  la  recta 
A'MC;  luego  estas  dos  líneas  son  tanjentes  una  a  otra. 

449.  En  virtud  de  esto,  para  obtener  en  adelante  la  tanjente  a  la 
hélice,  será  preciso  construir,  en  el  plano  tanjente  del  cilindro,  un  trian* 
guio  rectángulo  MPA'  que  tenga  por  altura  a  la  ordenada  M P  del  pun- 
to de  contacto,  y  por  base  a  una  recta  AT  igual  a  la  abscisa  AP  rectifi- 
cada; la  hipotenusa  de  este  triángulo  será  la  tanjente  pedida.  Esto  lo 
podemos  espresar  de  un  modo  abreviado,  diciendo  que  la  subtanjente 
A'P  es  igual  a  la  abscisa  curbilinea  AP  del  punto  de  contacto;  porque 
esta  regla  nos  dará  a  conocer  el  pie  A'  de  la  tanjente,  y  como  el  punto 
de  contacto  M  es  conocido,  quedará  completamente  fija  la  posición  de 
la  tanjente. 

Vemos  ademas  que  la  tanjente  A'M  así  determinada,  tendrá  la  mis- 
ma lonjitud  que  el  arco  de  hélice  AM;  supuesto  que  la  una  es  la  trans- 
formada de  la  otra,  en  virtud  de  lo  que  hemos  dicho  en  el  número 
precedente. 

450.  Observemos  ahora  que  conoceremos  el  ángulo  MAT  de  la  tan- 
jente con  el  plano  de  la  base  del  cilindro  por  medio  de  la  formula 

.     .,      MP    MP     .. 
tanj.  A  =_=^^p=A:, 

y  como  esta  última  razón  es  constante  en  todos  los  pantos  do  una  mis- 
ma hélice  (núm.  446),  concluiremos  de  aquí  que  lus  diversas  tanjentes. 
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a  esta  carba  están  todas  igualmente  inclinadas  sobre  la  base  del  cüin- 
drOf  y  por  consigaíente,  cada  una  de  estas  tanjentes  corta  a  la  jenera- 
triz  del  cilindro  bajo  un  ángulo  constante  A'MP;  coyo  resaltado  nos 
dice  que  la  defínicioD  dada  en  el  núm.  163,  está  contenida  en  la  del 
num.  446. 

451.  Construyamos  ahora  las  proyecciones  de  una  hélice^  tomando  Fio.  94. 
por  base  del  cilindro  recto  sobre  que  ha  debido  trazarse  esta  cnrba, 
un  círculo  ABCD  cuyo  plano  adoptaremos  por  plano  horizontal  de 
proyección.  Sean  ademas  (A»  A')  el  oríjen,  y  A' A"  «Z  /?a^de  la  hélice; 
dividiendo  este  intervalo  A' A"  u  O'O"  en  cierto  número  de  partes  igua- 
les, en  diez  y  seis,  por  ejemplo,  y  dividiendo  también  la  circunferencia 
ABCD  en  diez  y  seis  partes  iguales  AL,  LM,'MN,...«  bastará  levantar 
por  estos  puntos  de  división,  las  ordenadas  verticales  P'L',  Cl*M',  R'N',.... 

respectivamente  iguales  a  ^fu*  Tsf ^^^  intervalo  O'O",  para  obtener 

los  diversos  puntos  de  la  proyección  vertical  A'L'M'N'C'A"..:..  de  la 
hélice  pedida  (^).  Eri  cuanto  a  la  proyección  horizontal  de  esta  curba, 
es  evidentemente  la  base  ABCD  del  cilindro  recto; 


(*)  Esta  proyección  es  ana  sinusoide;  porque  si  la  referimos  a  dos 
ejes  B'X  y  B'Z,  cuyo  oríjen  esté  en  el  punto  B',  y  contamos  las  abscisas 
curbilíneas  de  la  hélice,  sobre  la  sección  circular  dada  al  cilindro  con  el 
plano  horizontal  B'X,  tendremos  respecto  a  un  punto  cualquiera  (E,  E')„ 
las  relaciones 

BT  =  sen  BE,  ~  =  k\ 

y 

o  bien  contando  los  senos  en  el  circulo  cuyo  radio  es  la  unidad, 

^         s      z        h 

y  por  la  eliminación  del  arco  s,  obtendremos  que 


x=Rsen(2i;j\ 


será  la  equacion  de  la  proyección  de  la  hélice  sobre  el  plano  de  los  dos 
ejes  B'X  y  B'Z,  Uniéndole  la  equacion  del  cilindro 
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452.  La  tanjénte  de  la  hélice  en  un  punto  cualquiera  (M,  M'),  la 
hallaremos  tomando  sobre  la  tanjénte  en  un  punto  M  de  la  base,  una 
lonjitud  MT  igual  al  arco  MA  rectificado  (nám.  449);  hecho  esto,  el 
punto  (T,  rP)  será  el  pie  de  la  tanjénte  que  buscamos,  la  que  tendrá 
por  proyecciones  a  MT  y  M'T\ 

453. '  En  virtud  de  esto,  vemos  que  si  de  este  mismo  modo  cons- 
truimos varias  tanjentes  a  la  hélice,  los  pies  de  todas  estas  rectas  esta- 
rán situados  sobre  una  curba  ATGH,«...  en  la  cual  tendremos  que  MT 
=MA,  B6=bBA,  EH=:£A....;  por  consiguiente,  esta  curba  no  es  otra 
cosa  que  la  voluta  del  círculo  ABGD  (números  199,  201)  y  esta  es 
también  ia  traza  horizontal  de  la  superficie  lugar  de  las  tanjentes  a  la 
hélice  a  cuya  superficie  se  le  da  el  nombre  de  hdizaide^  de$arrollahlej 
de  la  cual  trataremos  mui  pronto, 
ríe.  94.  454.  Dada  una  hélice  (AMBCDA,  A*M'C'A"C"....),  tirar  una  tan- 
jente  a  esta  curba  que  sea  paralela  a  un  plano  dado  UTS. 

Recordemos  primeramente  que,  todas  las  tanjentes  a  la  hélice  for- 
man un  ángulo  constante  con  la  vertical  (núm.  450),  y  según  esto  son 
respectivamente  paralelas  a  las  jeneratrices  de  un  cono  de  revolución, 
cuyo  eje  sea  vertical,  y  él  semi-ángulo  en  el  centro  iguale  a  la  inclina- 
ción común  de  estas  tanjentes  con  las  aristas  del  cilindro.  Para  cdno- 
nocer  esta  inclinación,  construiremos  la  tanjénte  particular  al  punto 
(B,  B'),  porque  esta  evidentemente  será  paralela  al  plano  vertical,  y 
así  nos  dará  la  verdadera  magnitud  del  ángulo  que  buscamos;  por  con- 
siguiente, tomaremos,  sobre  la  tanjénte  al  círculo,  una  lonjitud  BG 
igual  al  arco  rectificado  AB,  y  proyectando  el  punto  G  a  G'  sobre  la 
línea  de  tierra,  obtendremos  la  tanjénte  (BG,  B'G')  relativa  al  punto 
(B,  B').  Tirándole  ahora  por  el  punto  (O,   B')  una  paralela  (Og, 


a?  -I-  y^=R\ 
que,  combinada  con  la  precedente^  nos  dará 


y=Rcosf2T:j\ 


tendremos  las  tres  proyecciones  de  la  hélice  sobre  planos  rectangulares 
cuyo  ortjen  esté  en  el  punto  (O,  B'). 
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B'G*)i  y  haciendo  jirar  esta  reaa  al  rededor  de  la  vertical  O,  formare- 
mos el  cono  recto  de  que  se  trata,  qae  tendrá  por  base  al  círculo  cayo 
radio  es  O^.  Si  ahora  cortamos  este  cono  coa  un  plana  paralelo  a  UTS^ 
tirado  por  la  cúspide  (O,  B');  ya  sabemos  como  hemos  de  hallar  (núm. 
23)  la  traza  horizontal  alg  de  .un  plano  como  este,  que  nos  da,  por  sus 
intersecciones  con  el  cono,  las  dos  jeneratrices  Oa  y  Og  paralelas  al 
plhno  SVU';  por  consiguiente,  las  tanjentes  a  la  hélice  que  gozan  de 
esta  última  propiedad,  se  obtendrán  sobre  el  plano  horizontal,  tirando 
al  círculo  la  tanjente  MT  paralela  a  Oa,  y  la  tanjente  EH  paralela  a 
Og.  De  aquí  coucluirémcs  sus  proyecciones  verticales,  tomando  a  MT 
=MA  y  a  EH=EBA,  lo  cual  nos  dará  a  conocerlos  pies  (T,  T')  y  (H, 
H')  de  las  tanjentes  pedidas,  que  por  último  serán  (MT,  M'T')  y  (EH, 
E'H").  Habrá  ademas  otra  infinidad  de  paralelas  a  aquellas,  re-^ 
lativas  a  los  puntos  M"  y  E",  M"'  y  E.*"....  de  las  varias  espiras  de: 
la  hélice  indefinida. 

Observemos  también  que  podríamos  tirar,  sobre  el  plano  horizontal, 
otra  segunda  tanjente  (xQ  paralela  a  Oa;  pero  esta  recta,  considerada 
como  la  proyección  de  una  tanjente  a  la  hélice,  tendría  su  punto  de 
contacto  en  (/i,  (i^);  y  vemos  claramente  que  su  proyección  vertical 
no  sería  paralela  a  la  de  la  jeneratriz  del  cono  proyectada  sobre  Oa;  y 
así  es  peciso  desechar  la  tanjente  f^O.  Una  ambigüedad  semejante  nos 
presentará  también  la  jeneratriz  Og;  pero  siempre  se  salvará,  con  exijir 
que  la  tanjente  y  la  jeneratriz  del  cono,  sean  a  un  mismo  tiempo  para- 
lelas a  los  dos  planos  de  proyección. 

455.  Si  se  nos  pidiese  tirar  a  la  hélice  una  tanjente  que  fuese7?ara^ 
lela  a  una  recta  dada,  el  problema  sería  en  jeneral,.  imposible,  a  no  ser 
que  esta  recta  misma  formase  con  la  vertical  un  ángulo  igual  a  la 
inclinación  común  de  todas  las  tanjentes  de  la  hélice,  con  laa  aristas  del 
cilindro;,  pero  si  esta  condición  fuese  satisfecha,  no  tendríamos  entonces 
mas  que  hacer  que  tirar  una  tanjente  aj  círculo  ABCD  ptiralcla  a 
a  la  proyección  horizontal  de  la  recta  dada,  y  de  aquí  deduciríamos, 
como  lo  hemos  hecho  arríba,  la  proyección  vertical  de  la  tanjente  a  la 
hélice. 

456.  Ex.  ELIZ0IM2  desarrollable  es  lá  superficie  enjendrada  por  una 
recta  móvil  e  indefinida,  que  resbala  sobre  una  hélice^  permaneciendo 
constantemente  tanjente  a  esta.  Llamamos  desarrollable  a  este  helizoide^ 
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tanto  paira  distinguirle  de  otra  heUzoide  que  es  gauMo^  y  del  que  habla-^ 
remos  mas  adelante,  cuanto  porque  la  presente  superñcie  cumple  evi- 
dentemente (nám.  Iftl)  con  la  condición  de  que  dos  jeneratrices  infinita- 
mente próximas  se  hallan  en  el  mismo  plano.  Para  representar  gráfi- 
camente esta  superficie,  podríamos  desde  luego  trazar  la  hélice 

(A6yde>lirA,  A'&y^VAVA''), 

y  en  seguida,  construir  sus  tanjentes  a  los  diversos  puntos  (A,  A*)/  ($, 
6'),  (y,  vO-***:  P^"^^  ^^^  ^^  cómodo  y  mas  exacto  determinar  estas 
rectas,  indagando  inmediatamente  sus  trazas  sobre  el  plano  horizontal 
de  proyección,  y  sobre  otro  plano  horizontal  a^A**P  elevado  sobre  él 
primero,  una  cantidad  A* A**  igual  al  paso  de  la  hélice;  porque  entonces 
la  proyección  vertical  de  esta  hélice  estará  directamente  formada  por 
las  intersecciones  subcesivas  de  estas  diversas  jeneratrices,  con  tal  que 
sean  en  bastante  número.  Pero  sabemos  ya  (núm.  45d)  que  las  tra- 
zas horizontales  de  estas  rectas  están  situadaH  sobré  la  voluta  del  cír- 
culo ABCDEF,....  que  se  construye  tomando  sobre  las  tanjentes  a 
la  base  del  cilindro,  las  distancias 


dB^Aá, 


En  seguida,  para  tener  sus  trazas  sobre  el  plano  superior  a* A\  obser- 
varemos que  la  recta  incógnita  (Aa  AV)  que  será  tanjente  a  la  hélice 
en  el  punto  (A,  A*),  debe  formar  con  la  vertical  un  ángulo  determinado 
(núm.  450)  por  la  relación 

tanj.  A" AV  =  j^»  o  bien  — — , «  -jp; 

y  como  hemos  tomado  a  A"A'=A,  resulta  de  aquí  que  A"a'=2irR^  es 
decir,  que  el  intervalo  desconocido  A^a'oAadebe  ser  igual  a  la  cir- 
cunferencia cuyo  radio  es  O  A,  lo  cual,  nos  proporciona  el  construir  inme- 
diatamente la  primera  jeneratríz  (Aa,  A'a')  del  helizoide.  Por  otra 
parte,  en  las  diversas  posiciones  que  tomará  esta  recta  móvil,  la  porción 
comprehendida  entre  los  planos  horizontales  L'A'  y  a' A",  conservará 
una  lanjitud  invariable,  puesto  que  siempre  tendrá  una  inclinación 
constante  (núm.  450)  con  estos  planos  paralelos;  será  así  mismo  evi- 
dente>  respecto  a  las  proyecciones  horizontales  de  estas  porciones  de 
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J6iier«trice^  ^ué  permanecetán  iguales  én  I<mjitüd  n  Aú.  Pol:  cotisi'- 
goíeiite,  $í  panieiido  d^  la  voIqm  (nfetior  AfiGDEt^,....  liMaattióB  sóbi'b 
las  tanjentea  del  círculo^  las  lonjíittdén      ' 


Aa,  Bi,  Ce,  Dá,  E^,  F/,, 


i^ated  todad  a  la  dreunfer^hcia  OA  rettiflMda;  y  si  érft  degüida  ptójréc- 
tamod  kM  díversofl  patitod  €t,  b,c^  dy  ¿.i.,  al  plañd  horí:¿oiital  8nt)eríór 
a^A'S  al  propio  tiempo  qtíe  lád  «sitétif Idadén  iníbtíok^  A,  B,  O,  D,  C?. 
a  la  linea  de  tierra»  podremoa  cotaitmit*  itlHiédiatatiiétite  las  pfoye6cio^ 
nea  verticales 


.  I 


A'aV  Wb\  CV,  jyif,  EV,  F/V". 

de  las  jeneratrices  del  helizoide;  y  estas  rectas,  por  medie  de  sus  inten- 
secbiones  consecutivas,  espresarán  la  misma  hélice  A^S' Y^^'sUVA"  a 
que  debían  ser  tanjentes. 

457.  La  curba  abcdef,....  que  es  la  proyección  horizontal  de  la  traza  ^^^'  ^^ 
del  helizoide  sobre  el  plano  superior  ¿i'A",  es  necesariamente  una  voluta 
del  círculo  OA,  simétrica  con  la  primera  ABCDE....  Con  efecto,  ya  que 
la  recta  Déd^  par  ejemplo,  es  igual  a  la  circqnferencia  total,  y  que  la 
parte  Dd  iguala  al  arco  A&,  es  preciso  que  el  resto  dd^  sea  también 
igual  al  arco  d^AnA;  y  así  es  que  esta  espiral,  situada  en  el  plano  supe- 
rior a' A'',  vendrá  a  terminarse  eQ  el  punto  (A,  A"),  si  nos  limitamos, 
como  en  el  precedente  depurado,  a  considerar  una  sola  revolución  de 
la  jeneratriz  móvil. 

458«  Segtm  esto,  podremos  con  facilidad  construir  €f$  relieve  lá  su- 
perficie que  acabamos  de  describir;  porqué,  tomando  dos  planchas  y 
trazando  sobre  ellas  las  dos  espirales  ABCDEFy.é..  abedef^éé.*  y  tóltí^ 
candólas  es  nna  sitiaeiOD  |>aralel«  y  simétrica,  pcnr  medio  dé  varillas 
verticales,,  será  sofidenie'  tender  hilos  que  reuñán  los  puntos  éoites- 
pondientes  A  y  a,  B  y  h,  Cy^,  Dy^».%«  y- el  óoíqntítóB  de  estos 
hilos  rectilíneos  representarii  el  h^lifimde  desaan^óllabld,  cuj/b  áfista  de 
retroceso  (aúm.  178)  será  la  hélice  figurada  tattibién  por  las  inteilEieccio- 
nes  consecutivas  de  estos  mismos  hitos.  Si  ademas^  stistittémos  de  la 
plancha  superior,  el  interior  de  la  circunferencia  OA,  percibiremos  mui 
sensiblemente  esta  héfice  en  fétma  de  aribia  saliente;  íó  cual  justificará 
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a  los  ojos  del  espectador,  la  denominación  dada  en  todas  las  su- 
perficies desarroUables»  a  la  curba  formada  por  las  intersecciones  de 
las  jeneratrices»  que  es  la  que  divide  a  la  superficie  ea.  dos  tulpas 
distintas»  pero  reunidas  por  un  retroceso  en  todo  el  largo  de  esta 
curba. 

FiG.  96.  459*  Para  manifestar  ahora  esta  importante  circunstancia  del  retro- 
ceso, construyamos  la  sección  dada  al  helizoide  con  un  plano  horizontal 
cualquiera  X'Y\  Proyectando  sobre  el  plano  inferior  los  puntas  de  en- 
cuentro de  X'Y'  con  las  proyecciones  verticales  de  las  jeoeratriceB«  ob-* 
tendremos  una  espiral  compuesta  de  dos  ramas  XW^Í  y  ilZYi  «coloca- 
das una  sobre  la  napa  superior,  formada  por  las  porciones  de  jeneratri- 

• 

ees  situadas  encima  de  sus  puntos  de  contacto  con  la  hélice,  y  la  otra 
sobre  la  napa  inferior;  decimos  que  esta  espiral  es  también  una  voluta 
del  círculo  OA.  Con  efecto,  si  el  plano  X'Y*  se  ha  tirado^  por  ejemplo, 
por  el  medio  X  de  lá  altura  A'A'^  dicho  plano  cortará  a  todas  las  jene- 
ratrices  en  dus  partes  iguales;  de  modo  que  su  punto  de  sección  con 
la  recta  (D¿2,  D*d')  estará  situado  dé  tat  modo  que  DW  será  igual  a  la 
semi-ciréunferencia  A&Jti  p^o  supuesto  que  ya  es  la  parte  Dd=A^,  se 
seguirá  de  aquí  qtie  el  resto  d W  igualará  al  arco  dA\  así  mi&imo  halla- 
remos que  AX=Aí>í  y  pZ=íp/l..-  Luego  la  sección  XW>lZY  es  una 
voluta  dd  círculo  OA,  que  tiene  por  oríjen  al  piíhfo  ^;  y  la  íbraia  de 

r 

esta  espiral  en  éste  punto,  nos  manifiesta  bien  claramente  el  retroceso 
que  presentan  las  dos  napas  de  la  superficie,  cuando  se  aproximan  a 
la  hélice. 

460.  Veamos  ahora  cuales  serán  las  secciones  producidas  en  el 
helizoid.e,  por  un  cilindro  FWZp  concéntrico  con  el  que  contiene  a  la 
hélice  primitiva*  Para  esto,  tomemos  en  consideración,  en  primer  higar, 
los  puntos  F,  a.  O,....  en  que  el  círculo  FWZp  corta  a  las  porciones 
inferiores  de  las  jeneratrices  sobre  el  plano  horizontal^  y  refiramos  estos 
puntos  a  las  proyecciones  verticales  de  las  mismas  rectas;  hagamos  ea 
seguida  la  misma  operación  respecto  a  los  puntos  |,  v|,  W,...»  en  que 
las  porciones  superiores  de  las  jeneratrices  son  encontradas  por  el  ci- 
lindro propuesto,  y  hallaremos  las  dos  curbas 

.(F«9Z«,  FVG'Z'w')  y  ay|Wgp,  iNl'W'^y),  . 
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simadas  ana  sobre  la  napa  inferior  del  helizoidei  y^otrá  sóbito  la  ifi|NSi 
superior,  que  también  serán  hélices  del  mismo  pa$o  qtielá-liélicé  (ASyS'; 
A%''yá%  Conefectojaspordonwde  jeneratrice¿(cpF,q>'F),  (;iaí,AV), 
(7t8v  tt'B*),.*..  son  todas  de  la  misma  leínjittid/snptiesto  qne  están  proyec- 
tadas sobre  rectas  evidentemente  iguales  <pFa=^aB=^,....  y  que  su  in- 
clinación sobre  el  plano  horizontal  es  eonstaiité^  Luego,  cuando  lá 
recta  indefinida  (fF/^'F*)  recorra  la  hélice  dada,  perfaianeciéndole 
tanjente  «s  su  ^stremidad  móvit  (ep,  f'),  la  otra  estremidad  (F,  F^  se 
elevará  cantidades  iguales  a  las  diferencias  de  nivel  de  los  puntos 
(?'  ?0'  (^  ^0'  (^»  n')....;  pero  estas  diferencias  son  proporcionales  a  los 
arcos  cp/i,  (pAtr»*—  que  manifiestamente  tienen  entre  sí  fa  misma  razón 
que  los  arcos  Fáí|  Fa9«.¿.;  por  consigniente,  estos  últimos,  serán  también 
pr4fporeiañaleB  alai  ordenadas  de  \oB  puntos  (a,  tt'),  (9,  9^,....  y  lá  curbá 
(FlxO,  F'a'9^  será  asimismo  una  Míice  cuyo  paso  será  igual  al  dé  la  héli- 
ce ( Agy,  A'6'y');  supuesto  que  al  fin  de  una  revelación,  habrán  isubido 
una  misma  cantidad  h  los  dos  puntos  (F,F')  y  (f,  (f'). 

Esta  misma  proposición  la  demostraremos  de  un  modo  análogo,  res- 
pecto a  la  sección  (4v|W,  X^W). 

461.  Será  bueno  observemos  aquí,  como  una  consecuencia  inme- 
diata de  lo  que  precede,  que  cuando  una  recta  móvil  indefinida  (Fe^ 
F'^y*)  rehala  sobre  una  hélice  (ASy(^,...,  A'6'y'd'....),  siéndole  siempre 
tanjente  en  un  mismo  punto  qae  permanece  invariable  én  la  recta  móvil, 
cualquiera  otro  punto  (F,  F')  de  esta  última  línea  describe  también 
(uúm,  460)  una  hélice  del  mismo  paso  que  la  primera.  Pero  si  la  tan- 
jente r^^cía^^  sobre  la  hélice,  sin  resbalar ^  de  modo  que  cada  elemento 
de  la  recta  viniese  a  aplicarse  subcesivamente  sobre  los  elementos  de 
la  cnrba,  en  tal  caso  un  punto  cualquiera  (F,  F')  de  la  recta  móvil,  per- 
manecerá constantemente  en  un  mismo  plano  horizontal,  y  en  él  des- 
cribirá (núm.  453)  una  voluta  del  círculo  que  sirve  de  base  a  la  hélice 
primitiva. 

462.  El  plano  tanjente  tirado  por  un  punto  cualquiera  (0, 6')  del 
helizoide  es  el  mismo  que  en  cualquiera  otro  punto  de  la  jeneratriz 
(P-p,  P'Q'/?'),  según  lo  hemos  demostrado  (núm.  177)  respecto  a  toda 
superficie  desarrollable :  luego  el  plano  pedido  contendrá  a  la  tanjente 
PV  de  la  espiral  ABCLP,  y  esta  recta  será  precisamente  la  traza  hori- 
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9j(MM1  de  ^cile  pl«iio  tQaJQnt^  qnQ  (}e  9«tQ  modoi  qoedatrá  snficienter 
Q»^f^  detQrmipMob  QbwrKQSios».  Hderntoi»  qoe  cdmoi  te  liiiMi  Pirta»- 
je^t^R  %  la  inroiotft  A6^  w  siempre  iMwinai  (oto».  197)  á  la  folnta 
AJ^Ca(#P;  ^qi^e  de  Wflí  que  Iti  iwn^k  PV  dol  pkmo  lai^ei^te- sttcá 
p^rpm^Ucplfir  ft.  l»Lj€watfi»  (Pir,.  PV),  y  qw.  aegna  «ho  este  pto» 
wntfm^^  al  FiK^ío  (Orii  OV^  d^l  cíiw^-^  D^f  a^af  podeMM  conchiic 
qqa  eit  piLwM  ta<ij|ente  del  hs^isioidle  qfieila  d^ermipado  pw  HtJMeraltuí 
siQbrü  qqe  efUíÁ  caboado  el  puato  da^d  y  por  ^.  mdm  éal  cíHmlm 
qoi^: tenoHia  oa  el  pqnita  d^  coatacibc^ diet  eata;j€naiatms  eoolararáMade 
i^QtrpceiiQ. 

463.  Pa  aqoi  isewlta  evidieQtemdn^  qaa  los  planos  tav^eiitoft .  dei 
l^limide  fofmvh  con;  el  plano  komoatajt»  mi  ángptía  (^rntrnnU  qae^aa 
iggaL  a  la  incUnadoQ  d»  te  tanjaotaala  héliee  piiaÑtrnu  AAwma^cwao 
cada  pteaq  ta^jenteA  tal  cquu^  oí  nPV^  oMtíaaa;  a  das  jaaaratiaea  iofioi- 
liameate  próximas»,  que  soa  (a^antaa  Si  la  bébasy  asta  plano  no  es  otia 
cosa  que  e\  plano  é?Mru/a¿^(ñúia^.l:77)idaestftCttrbab'  y  pos  conaigiiteft* 
te,  el  heHzoida  es  la  envolvente  de  todos  Ips  planos  oscntedpr^  de 
sa  arista  de  retroceso,  como  sucede  aa^  toda  superficie  desanollable 
(núm.  181). 

464.  En  iriftud  de  esto,  el  contorno  aparente  del'  hefizoide  sobre  el 
plano  veiticaf,  está  formado  por  las  rectas  (Lí,  LT),  ( Aa,  AV),  (ATJ, 
A^^W)  porque  el  plano  tanjente  al  fiargo  de  estas  jeneratrices,  es  per|sien- 
dicutar  af  plano  vertical:  solo  que  una  parte  dé  lás  dos  filtimas  jenera- 
trices está  cubierta  por  b  primera,  y  por  esta  circunstancia  es  invisibre. 
En  cuanta  al  contorno  aparente  sobre  el  plano  horizontal,  está  maüi- 
íiestamente  formado  por  la  hélice  (A6y(íA>  A'8  Yí^^')»  awn  cuando  los 
pílanos  tanjentes  del'  helizoide  al  largo  de  esta  curba  no  uesxivérticaléSf 
como  lo  exijiria  la  regla  jéneral  del  núm.  106;  pero  esto  es  porque  aquí 
presenta  la  superficie,  por  límite  de  las  partes  visibles,  la  circunstancia 
particotar  de  un  retroceso.  A  este  contomo  debemos  agregar  las  espira- 
les ABCGQRS  y  ahclpqrk^  que  terminan  la  porción  de  superficie  qlie 
nos  hamos  limitado'a  cpaaidorar  aquí,  con  la  mita  de  omitir  Ikpartadé  la 
primera  que  estái  cpbiarta  por  te  segondaf  y  en  at^icioii  a  estas  adra- 
tea/(}iw,.facU  teseiiáal  teotor*  adquiniruii  conocimiento  perfecto:  de  las 
partea  da  los  ^  tinuspa.  segmdcs  o  puntuados  que  presenta:  el  aictnal 
depnradct. 
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465.  DnarrMúdd  hétízoiié.  Podríanlo»  e}dCataHo  en  él  CAio  pté*  fig.  96. 
Miite^  lo  ttmnM  que  en  toda  mperfieie  desarrotlable,  drrídletidof  iiM 
cnrba  plana  ABCDGL  situada  sobre  la  superficie,  en  ux^m  pfd^oéfiM 
que  «ensibtomenie  se  eonftiodÉa  em  sus  cuerdad;  Itechd  ésto,  pcMlre- 
motf  mifar  a  loe  seetores  etementales  j^oyeetados  sobre  IMyd,-  E¿^D> 
F^E^.^«  como  tñ&ftígQlos  cuyos  lado»^  cónoeidos  por  sus  proyeG€!ioBre€^> 
scffán  f&cilei^de  taluar^  dé  modo  qué  si  «onsti^minoé  esto»  triángulos 
sobre  un  misma  plano  J  a  éontionacion  unos  deotros,  su  eoníiiHto 
rm^resefrtaró  el  desarrollo  de  lA  superficie  en  eaestion.  Con  todo,  es 
preciso  confesar  que  este  sisteüía  dé  opwacioneé  daría  ht^  a  errores 
acunmladosi  que  d^Emporeceridn  si  ccm  anticipación  conociésemos  la 
forma  que  dd^e  toaiw  en  el  deflarMlto^  una  dhaténnhiada  curba  dada 
sobre*  la  superficie  pfinñtíva;  que  asi  es  cíomo  to  hemos  prncticadó  ree^ 
pecto  a  los  cilindros  y  conos  en  los  números  243  y  251. 

466»  Pero  en  el  helizoide  .desarrollabIe>  sucede  que  toda^  tas  hélices 
tienen  por  transformadas^  sobre  el  desanrolío,  cícutos  concéntricos.  Con 
efecto,  sí  concebímos  la  hélice  arista  de  retroceso  (AS  y d*...  A'6Y^'****)» 
como  dividida  en  elementos  iguales  proyectados  sobre  A6»6yy  y(^v—  ^á 
fácil  nc^r  que  todos  las  ángulos  de  continjeneia  son  iguales  entre  sí, 
en  esta  linea  de  doble  curbatura;  porque  el  que  está  proyectado  sobre 
DdC|.  combinado  que  sea  con  la  vertical  ^,  formará  un  ángulo  triedro» 
en  el  cual  permanecerán  las  miaraas,  entodos  los  puntos  de  la  hélicoi  dos 
caras  y  el  ángulo  diedro.  Pero  estos  ángulos  de  continjencia,  que  jeneral- 
mente  varían  de  magnitud  en  una  ciirba  cualquiera  trazada  sobre  una 
superficie  que  se  desarrolla^  per^naneeerán  invariables  cuando  se  trate 
de  la  arista  de  retroceso  (núm.  279,  nota)i  luego  la  hélice  (Agyd.... 
A'6  Y^***0  ^  transformará  en  una  curba  plana,  cuyos  ángulos  de  con- 
tínjencía,  respecto  a  arcos  de  la  misma  lonjitud,  serán  iguales  entre 'sí; 
por  coujBÍguiente,  esta  transfbrmada^tendrá  una  curbatura  uniforme  (núm, 
198;,  y  según  esto  será  un  círculo.^ 

Respecto^  a  otra  b^toe  (F'o&Z^r  F'd'd^Z's)')  situada  sobre  el  mismo 
hriÍKeide,  obceHdretnosí  tambíe»  s»  fwnfilfoymada  trazando^  en  el  desa- 
rrollo^ tangentes  al  cíenlo  en  que  se  ltabr&  cambiado  la  hélice^  (A$ y...., 
AíS'^....)y  y  tomando  estas-  tatijeoitcto  igwtkw  a  las  pororenes  de  jenera- 
trices  (<pF,  ^'F),  (^o,  íV)i  (if^  ir'S^,,.M.  Ferócomo  estas  últimas  tedas 
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tianea todasla  muiiiiQ  lonjkad- (náni; ?4fiOV jdtídénteinéiite  tifcederá^ue 
8^8  estremidades  t^rminaráii  en:  noa  eirconfereocia  .«oBctetríca  con  :1a 
precedente;  luego  &^«  .-' ■"■'^\.  ^\  :>'^¡í» 

PIG.96.  467.  Para  hacer  que  esta  propiedad  d^- kui  héUcea  «kta |^^ 
desarrollo  del.  helizoíde  sobre  .uop  de  aua .  ^bos  tanjeotMi..  elefiféa^M 
el  planoXLU'  qae  es  perpendicular  al  plapo  yerticalt  y  qqo  contúSBe  ai 
las  dos  rectas  (L Ar  L'A')  y  (^»  X  V)  quo  son  tanjeatjBS  %  las  doi:liél«Mi 
proyectadas  sobre  A3^  y  Fa9.  Ycomo  estas  recuui  deb^rjío  ser;  )ba^}e|i* 
tes  a  los  dos  círculos  en  qae  SQ-toansformarán  faui  doBthélice%: jm  hahrft 
mas  que  abatir  este  pJano  a|  rededor  LL'i  con  lasdoa.taiileiilq^  do;qv» 
se  trata,  que  se  coqvertitán  evidentemente  M^LA^'^y^M''^ 
guida  sobre  estas  últimas  líneas  las:perp6ndicalaimi.:iii?0r,y  «rO'f^.qpia 
determinarán  el  centro  O*'  y  los-  radios  doMtafdoa  transfoiiiwdasi 
circularas.  •  ,•     -  .^  ',<.■.■■     ,-.  '    : 

FiG.  96     Sentado  esto,  describamos  en  la^*  97  con  un  radio  OJig  iguala 
'  la  recta  0^;i*  de  la  Jig.  d6,,iiná  circaiifercnciá,  sobre  la  cual  será  pre- 


ciso señalar  arcos  que  tengan  lá  misína  loiijitúíl  qtie  16b  aíreos  dé  bélico 
proyectados  sobre  Ag,  Sy,  y^....  Y  como  la  semi^éliCe  ( AgyXi  Algy^*) 
es  de  lonjitud  igual  (núm.  449)  a  su  tanjenté  (L^  VA%  tra^aréindi  la 
taujenteAsL,  igual  a;rL*;  y  después  de  haber  diiiididó  a  esttt  recta 
;i2L3,  en  ocho  partes  iguales,  las  referiremos  a  la  circunferencia,  desde 
^2  hasta  Agy  As;  y  hecho  esto,  el  arco  de  círculo  A^isAa,  Bét&la  trani' 
^m-maáade  toda  la  espira  (A6y/lA,A'6'y'^'^'')*  Tiraremos  en  seguida 
las  tanjentes  gsB^,  ysCs/^^Ds,....  que  haremos  iguales  a  1,  %  3,....  de  las 
divisiones  de  ^jL,,  y  estas  serán  las  verdaderas  lonjitudes  de  las  jene- 
ratrices  del  helizoide,  comprehendidas  deisde  la  arista  de  retroceso  hasta 
el  plano  horizontal;  de  modo  que  la  napa  fir/m(?r  de  esta  superficie 
estarcí  desarrollada  según  la  forma 

•  ■ 

cuyo  contorno  esteriof  es  evidentemente  la  voluta  del  cíenlo  AgAtAs,  en 
tanto  que  la  circunferencia  PsOsS^cúb  será  2a  tran{^iita¿a  de  la  otra 
hélice  {FaQu),  F'a'OV).  En  cuanto  al  desarrollo  de  la  napa  wperior  del 
helizoide,  le  obtendremos  prolongando  cada  jeneratriz  Ff^t,  de  modo 
que  su  lonjitud  total  F^^  iguale  al  duplo  de  Ln^g* 
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468.  Hubiéramos  podido  evitar  el  recurrir  a  la  segunda  hélice 
(FoQi  F'a'O')^  para  hallar  el  radio  Oji^I,==bO"A''  del  círculo  en  que  se  trana- 
forraa  la  hélice  primitiva  (Agy^  A^^y^JC),  );enieado  presente  que  este 
radio  debe  precisamente  sqt  e\  radio  de  curbatura  fnúm.  198)  de  esta 
ultima  hélice;  porque  en  el  desarrollo  de  una  superficie  desarrollable, 
sabemos  {nota  del  núm.  179)  que  la  arista  de  retroceso  conserva  los 
mismos  ángulos  de  continjencia  que  anteriorment6|  así  como  también 
los  arcos  de  la  misma  lonjitud;  de  modo  que  será  la  misma  su  curbatura» 
y  solamente  pierde  su  torsión^  según  mas  detalladamente  lo  esplicaré- 
mos  en  el  núm.  654.  Veremos  ademas  en  el  núm.  676  que  la  fórmula 
siguiente  nos  da  a  conocer  el  radio  de  curbatura  de  nna  hélice 

p=R(l  +  tanjVctí) 

en  la  qne  o)  espresa  el  ángulo  de  la  tanjente  a  la  hélice  con  el  plano  de 
la  base  ortogonal  del  cilindro,  y  R  el  radio  de  esta  superficie  (*).  Esta 
espresion  es  susceptible  de  una  construcción  muí  sencilla;  purque  si  por 
el  punto  E'  de  la^.  96,  y  paralelamente  a  la  tanjente  LU*  tiramos  la 


(*)  Si  queremos  hallar  directamente  estajürmula,  podremos  emplear 
el  medio  siguiente  que  nos  ha  comunicado  M.  Catalán,  repetidor  en  la 
Escuela  Politécnica.  Sean  MP  y  PCI  (fíg.  98)  las  proyecciones  de  dos 

m 

elementos  iguales  de  la  hélice ^  correspondientes  al  punto  (P,  P')  en  el 
cual  el  plano  osculador  contiene  {núm.  463)  al  radio  (PO,  P')  del  eilin- 
drOf  y  proyecta  estos  dos  elementos,  sobre  la  recta  MT'Q'  que  forma  el 
ángwlo  oü  con  la  base  del  cilindro*  Si  hacemos  Jirar  este  plano  osculador 
al  rededor  de  la  recta  (PO,  P'),  hasta  qu£  llegue  a  ser  horizontal^  los 
dos  elementos  se  habrán  abatido  según  Pm  y  Pq;  levantando  en  seguida 
perpendiculares  en  sus  medios,  el  radio  de  curbatura  de  lá  hélice  estará 
representado  por'  Pcü  ^  ^  PF.  Pero  tenemos  evidentemente  que 


2p  =  PF  =  ^?^',     2R=PG  = 


(PM)» 
PIT'     "~    PH  ' 


de  donde  deducimos,  observando  que  PM  es  la  proyección  de  la  recta 
P'W=Pm,que 
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recta  ET  y  Bchm  ella  iefmntamos  la  perj^ndícular  FK^  la  coinpara- 
ckMi  de  loB  triáBgakMfQotáogalMiifMi  conducirá  fiicUmente  a  la  rebcton 

A'K*=A'E*  tanj\»w±=R  tanj.^w; 

de  donde  m /sigue  que  el  radio  de  corbaturpí  de  la  hélice  es  p3=^£'K'. 
Por  consiguiente,  con  esta  lonjitudí  que  debe  ser  igual  a  Ó"Ji'\  es 
con  la  que  deberemos  describir  el  círculo  de  lB,Jig.  97;  y  en  seguida,  las 
otras  operaciones  gráficas  se  ^fi^ctoarán  como  anteriormente.     . 


-  * 


^««^^^M^^Mi^v^ 


CAPITULO  IL 


De  las  epicicloides. 

Lam.  45«    469.    Se  dice  que  una  curba  móvil  zatf  rueda  sobre  una  curba  fija 
XAY,  cuando  se  aplican  respectivamente  unos  sobre  otros  los  elemen- 


kaltada  em  d  némí.  196,  observando  que  aquí  d  itngmlo  de  cdntínjewia 
tiene  por  teriedera  wmgniimd  al  s^Iemento  dé  mVq;  y  asi  resultará 
etidentemente  qme 


■•  I  < 


de  donde  condmiremos  que 

dsCOS.Sú  ^  R  n  /I      ,      ^        '2    \ 

h  que  justifica  la  co$utruccion  empUada  e»  d  tuto. 
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tos  i^aled  a¿»s1iB|  bc=^liC,  r¿f=CD,....  de  modoqneél  punto  b  llegae 
á  coincidir  con  By  en  seguida  c  con  C,  d  con  D,  y  así  de  los  demás. 
Esto  equivde  a  decir  que  el  lugar  de  contacto  que  en  la  actualidad  se 
halla  en  A  y  a>  debe  recorrer,  en-  ef  mismo  tiempo,  espacios  iguales 
sobre  las  dos  curbas  a  la  vez;  en  tanto  qtte  si  estos  espacios  fuesen  desi- 
guales, y  el  punto  b  viniese  a  coincidir  con  C,  habría  a  un  mismo  tiempo 
ruedo  y  desliz  de  una  curba  sobre  otra;  en  fin,  no  habría  sino  un  simple 
desliz^  sin  ninguna  rotación,  si  solo  el  mismo  punto  a  de  la  curba  móvil 
fuese  el  que  coincidiese  subcesivamente  con  B,  C,  D«...  Estas  distin- 
ciones se  a])lican  taute  a  las  curbas  gausas  como  a  las  que  están 
situadas  sobre  un  mismo  plano  o  en  planos  diferentes,  con  tal  que  la 
curba  móvil  tenga  siempre  una  tanjente  común  con  la  curba  fija. 

470.  Durante  la  rotación  de  la  curba  xatfj  un  punto  cualquiera  m 
fijo  sobre  esta  línea  móvil  y  arrastrado  por  ella,  describirá  en  el  espacio 
otra  curba  mz  que  vamos  a  enseñar  a  construir  en  varios  ejemplos; 
pero  en  todos  casos,  la  tanjente  mt  relativa  a  una  posición  cualquiera, 
será  siempre  perpendicular  a  la  recta  Am  que  une  al  punto  jenerador 
con  el  punto  de  contacto  correspondiente.  Con  efecto,  cuando  las  dos 
curbas  xy  y  XY  se  tocan  en  A,  tienen  en  este  sitio  un  elemento  común 
AA';  pero  mientras  que  los  dos  elementos  confundidos  de  este  modo 
se  separan,  y  hasta  que  los. elementos  vecinos  ab  y  AB  hayan  llegado 
a  coincidir,  permanece  inmóvil  el  vértice  A,  y.  el  |»unto  jenerador  m 
describe  un  arco  mn¿  infinitamente  pequeño  y  patentemente  situado 
sobre  la  esfera  del  radio  Xm.  Luego  la  tanjente  mt^  que  debe  ser  la 
prolongación  de  este  elemento  mm\  será  perpendicular  a  la  recta  Xm^ 
y  esta  será  también  normal  a  la  curba  mm^z.  Por  otra  parte,  vemos  que 
este  mismo  raciocinio  se  aplicaría  a  cualquier  punto  n  que,  sin  estar  si- 
tuado sobre  el  perímetro  de  la  curba  rodadora  xy^  estuviese  unido  fija- 
mente con  ella  y  describiese  otra  curba  nn\  cuya  normal  sería  tambiea 
An:  luego,  en  todos  casoe,  la  recta  que  une  el  punta  de  contacto  de  la 
curba  rodadora  con  el  punto  jenerador ^  es  una  normal  a  la  curba  que 
describe  este  último  punto* 

Si  quisiéramos  conservar  a  la  demostración  precedente  todo  el  rigor  fio.  2. 
de  forma  de  que  es  susceptible,  sería  preciso,  en  primer  lugar^  substi^ 
tuir  a  las  dos  curbas  zy  y  XY  dos  polígonos  (fig.  2)  de  lados  respecti- 
vamente iguales;  y  haciéndolos  en  seguida  rodar  uno  sobre  otro,  de 
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modo  que  sus  planos  formasen  entre  sí  un  ángulo  constante  o  variable^ 
el  punto  m  describiría  una  línea  discontinua  mnCni^\...  compuesta  do 
arcos  esfiricosy  que  tendrían  sus  centros  subcesivos  en  A,  B,  C...  de 
tal  modo,  que  la  tanjente  m¿  en  el*  punto  m  sería  perpendicular  a  Am: 
Pero  es  evidente  que  esta  última  propiedad  subsistirá  sieippre;  sea  cual 
fuere  la  magnitud  de  los  lados  y  de  los  ángulos  de  los  dos  polígonos;, 
solamente-que  a  medida  queaumenten  los  ángulos  y  disminuyan  los  lados^ 
los  arcos  mm\m^nC\...  disminuirán  de  lonjitud,  y  dos  radios  consecutivos 
estarán  mas  próximos  a  ser  iguales,  lo  que  hace  que  la  linca  mmW.... 
se  aproxime  cada  vez  mas  a  una  curba^contínua.  Luego,  supuesto  que  en 
todas  estas  variaciones,  el  ángulo  Xmt  permanece  constantemente  recto^ 
sucederátambien  lo  mismo  cuando  los  dos  polígonos  se  hayan  convertido, 
en  dos  curbas  cualesquiera,  por  ejemplo  en  dos  círculos;  y  así,  en  este 
último  estado,  la  curba  continua  descrita  por  el  punto  m,  tendrá  por 
tanjente  en.  m,  a  una  recta  perpendicular  a  Am. 

Epicicloides  planas^ 

Lam.  45.    471.     Primer  caso.  Consideremos  un  círculomóvil  O'   que  ruede- 
esteriormente  sobre  un  círculo  fijo  O,  permaneciendo   siempre  en   el 
mismo  plano  que  este  último,  y  adoptemos  por  punto  jenerador  el 
punto   actual  de   contacto  D   de  estas  dos  circunferencias.  Cuando 
el  círculo  O'  haya  rodado  hasta  tocar  al  otro  en  un  punto  cualquiera* 
A4,  hallaremos  la  posición  correspondiente   M  del   punto  jenerador- 
D,  describiendo  desde  el  punto  O^,  como  centro  y  con  el  radio  O'D^ 
una  circunferencia  sobre  la  que  tomaremos  un  arco  A4M  de  la  misma 
lonjitud  absoluta  que  el  arco  A4D,  lo  que  se  efectuará  midiendo  este  ül-^ 
timo  por  medio  de  una  abertura  mui  pequeña  de  compás;  Pero  estaa 
operaciones  se  ejecutan  con  mas  rapidez,  si  se  ha  tenido  cuidado  prime- 
ramente de  dividir  la  circunferencia  móvil  en  partes  iguales,  y  repe- 
tirlas sobre  la  circunferencia  fija  según  DAj,  AjAg,  AjAg....;  porque  en- 
tonces bastará  describir  dos  arcos  de  circulo,  uno  desde  el  centro  O'^ 
con  un  radio  0^4M=0'D,  y  el  otro  desde  el  centro  A4M  ignal  a  la  curba* 
D4  del  círculo  primitivo  0\  Efectuando  otras  construcciones  semejan- 
tes en  los  demás  puntos  de  contacto  A3,  Ag,....  nos  permitirán  trazar 
fácilmente  la  curba  DMGF  llamada  EPiciCLoiDE^sím^,  que  compre-^ 
hende  ima  infinidad  de  ramas  idénticas  a  la  que  acabamos  de  oitar^ 
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y  que  se  unen  unas  €on  otras  por  medio  de  puntos  de  retroceso  como 
los  D  y  F. 

472.  La  tanjente  en  el  punto  M  de  esta  cm})%  será  precisamente  la 
recta  MT  cuerda  suplementaria  de  MA4,  pues  sabemos  (núm.  470)  que 
esta  áltima  es  normal  a  la  epicicloide.  Esta  propiedad  nos  da  un  me- 
-dio  mucho  mas  sencillo  para  el  trazado  del  engargante  de  las  ruedas»  y 
bastante  exacto  para  este  objeto,  porque  si  describimos  diversos  arcos  de 
círculo  que  tengan  por  centros  a  A^,  Aj,  Ag,.,.,  y  por  radios  a  las  cnerdas 
DI,  D2,  D3....  del  círculo  primitivo  O';  y  si  en  seguida  trazamos  una 
curba  envolvente  de  todos  estos  arcos,  esta  envolvente  ser^á  precisamente 
la  epicicloide DMGF,  en  virtud  deque  sus  cuerdas,  manifíestamente  in- 
dican (núm.  470)  las  lonjitudesde  las  normales  tales  como  MA4  que  ter- 
minan en  los  puntos  áubcesivos  de  contacto  A^,  A2,  Aj...,  del  círculo 
móvil.  Este  es  el  método  propuesto  por  M.  Poncelet. 

473.  Podríamos  adoptar  un  pnnlo  jenerador  D'  situado  fuera  del 
círculo  móvil,  pero  unido  con  ¿1  de  un  modo  invariable.  En  este  caso, 
el  punto  D'  describiria  una  curba  de  nudo  D'M'G',...,  que  se  llama 
epicicloide  dilatada^  y  se  construye  tomando  sobre  cada  radio  0'4M,  de- 
terminado como  en  el  núm.  471,  una  distancia  M M'=DD\  La  recta 
A4M'  será  aun  (núm.  470)  normal  a  esta  cúrba;  y  así  la  tanjente 
M^T'  deberá  tirarse  perpendicularmente  a  A4M\ 

Si  el  punto  jenerador  D''  estuviese  dentro  del  círculo  móvil,  la  curba 
descrita  en  este  caso  sería  una  epicicloide  acortada  D"M'^G",  que  ten- 
drá puntos  de  inflexión  en  lugar  de  un  nudo.  Un  punto  cualquiera  M" 
de  esta  curba  se  obtendrá  también  tomando,  sobre  el  radio  0'4M,  cons- 
truido como  en  el  núm.  471,  una  distancia  M]Vr^=DD'';  y  en  seguida 
la  recta  A4M^  será  (núm.  470)  normal  a  esta  epicicloide,  de  aquí 
deduciremos  inmediatamente  la  tanjente  M^'T'\ 

474.  Segundo  caso.  Cuando  el  círculo  móvil  O'  rueda  en  la  conca-LxM.  45, 
vidad  del  círculo  fijo  O,  y  el  primero  tiene  un  radio  R'  <  JR,  el  punto  í^'^-^- 
jenerador  D  describe  una  epicicloide  interior  que  presenta  la  forma 
DGF,  y  que  en  lo  demás  se  construye  como  anteriormente.  Si  elijiése- 

mos  el  radio  R'=JR,  como  en  la^^.  5,  la  curba  DMFD'F'  tendrá  una 
forma  y  equacion  enteramente  semejante  a  la  de  la  evoluta  de  la  elipse 
4,fig*  76),  con  solo  la  diferencien  de  que  los  cuatro  puntos  de  retroceso 
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estarían  aquí  colocados  a  igual  distancia  del  centro  (véase  la  nota  del 
núm.  492). 

475«  Epicicloide  rectilínea.  Este  caso  mni  particular  y  útil  para  los 
engargantes  de  ruedas,  ocurre  cuando  se  elije  el  radio  del  urcuip  móvil 
R"=¿R;  porque  entonces  la  epicicloide  descrita  por  un  punto  dpi  cír- 
culo O"  se  halla  confundida  con  el  diámetro  D"OD  que  pasa  por  la 
posición  inicial  D"  del  punto  jenerador.  Con  efecto,  si  conskleramos  al 
círculo  móvil  en  una  época  cualquiera  de  su  rotación,  en  que  toque  al 
círculo  O  en  A  y  que  corte  ai  diámetro  D"0  en  M,  bastará  probar 
que  los  arcos  AM  y  AD''  son  iguales  en  magnitud  absoluta^  puesto 
que  entonces  será  cierto  que  el  punto  jenerador  colocado  primeramente 
en  D",  habrá  llegado  a  M  sobre  el  diámetro  D"0.  Pero  el  ángulo  AO"M 
es  evidentemente  duplo  de  AOD";  luego  los  arcos  AM  y  AD"  serán 
también  duplos  uno  de  otro,  respecto  al  número  de  grados  que  contie- 
nen; pero  el  primero  de  estos  arcos  pertenece  a  una  circunferencia  que 
es  la  mitad  de  la  otra;  luego  la  lonjitud  absoluta  de  AM  iguala  a  la 
de  AD. 

Lam.  45.  476«  TfiRCER  CAiso.  Supougamos  ahora  que  el  círculo  móvil  O'  que 
P1G.7.  |iq3¿^  ^Q  la  concavidad  del  círculo  O,  tenga  un  radio  R'>  ^R;  décimo» 
que  la  epicicloide  D6F,  que  describe  entonces  el  punto  jenerador  D» 
coincidirá  con  la  que  describiría  otro  tercer  círculo  O"  que  tuviese  un 
radio  R"=R==R',  y  que  rodase  en  sentido  contrario  de  O'.  Para  pro- 
barlo, consideraremos  que  el  círculo  móvil  O'  ha  llegado  a  una  situación 
cualquiera  O'g,  en  la  que  el  punto  jenerador  ocupe  una  posición  M^ 
de  suerte  que  sea  el  arco  AM=AD;  tiraremos  la  recta  MOIj  y  su  pa- 
ralela OB;  concluyamos  en  seguida,  el  paralelógramo  OO'^MO",  que 
nos  dará  0"B=0"M=R— R',  y  por  último  trazemos  el  'círculo  0'\ 
Hecho  esto,  no  resta  mas  que  demostrar  que  los  arcos  BM  y  BD  tienen 
la  misma  lonjitud  absoluta;  ahora  bien,  los  tres  arcos  BA,  AM  y  MB^  que 
miden  ángulos  que  evidentemente  son  iguales,  deben  ser  proporciona- 
les a  sus  radios,  y  esto  nos  da 

BA_AM       BM 
R  ~  R'  ^  R '  * 

y  supuesto  que  hemoA  temad»  a  R''  H'*  R'^B^  f  eaulte  de  aquí  que 
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BM  -|-  MA==BA;  pero  sabemos  ya  que  el  arco  AJkLsAD;  l^ego  nos 
queda  que  BMs=BD» 

477.  Cuarto  caso.  £n  fin,  supongamos  que  el  círculo  móvil  O'  tenga 
un  radio  R';^  R,  y  entonces  envolverá  al  círculo  fijo.  En  est^  caso^  ](i 
epicicloide  descrita  por  el  punto  jenerador  D  será  esteriarj  y  cada  rama 
DGF  ocupará  sobre  el  círculo  fijo,  un  arco  DEF  igual  al  esceso  de  la 
circunferencia  O^  sobre  la  circunferencia  O.  Ademas,  demostráremos 
fácilmente,  como  lo  hicimos  en  el  níim.  476,  que  esta  epicicloide  PGF 
coincide  con  la  que  describirla  un  círculo  O"  tanjente  esteriormente  al 
círculo  O,  y  cuyo  radio  fuese  R"=R'— R. 

478.  Cuando  suponemos  infinito  el  radio  R  del  círculo  fijo,  este  fig.  8. 
círculo  se  convierte  en  una  recta  PAF,  sobre  la  que  rueda  el  círculo 

O';  y  un  punto  cualquiera  M  de  la  circunferencia  de  este  último,  des- 
cribe en  este  caso  la  cicloide  DMGF,  cuya  normal  es  también  MA  y  la 
tanjente  MT.  La  construcción  de  esta  curba  se  efectuará  fácilmente 
por  los  medios  indicados  en  el  num.  471;  ademas,  la  cicloide  ser^  dila- 
tada o  acortada,  como  en  el  núm.  473,  cuando  el  punto  jenerador  esté 
colocado  fuera  o  dentro  del  círculo  móvil. 

479.  Por  el  contrario,  si  es  el  círculo  móvil  el  que  adquiere  el  radio  fig-  ^• 
infinito,  este  círculo  se  convertirá  en  una  recta  indefinida  DX  que,  ro* 
dando  sobre  la  circunferencia  O,  describirá  con  cada  uno  de  sus  punto  D, 

una  espiral  DM'M"M'",....  que  no  es  otra  cosa  que  Iñ  voluta  del  círculo 
O  (num.  197).^Como  ademas,  las  normales  M'A',  M"A"....  son  precisa- 
mente los  radios  de  curbatura  (núm.  198)  de  esta  espiral,  si  desde  I09 
puntos  A',  A",  A"'..«,  describimos  con  radios  iguales  a  Da',  Da",  Da^^\..% 
arcos  de  círculo,  estos  arcos  se  confundirán  en  una  ostensión  bastante 
considerable  con  la  misma  espira»  y  nos  darán  un  medio  mui  exacto  y 
cómodo  de  trazar  esta  curba. 

Epicicloides  esféricas^ 

480.  Consideremos  ahora  dos  círculos  O  A  y  CA,  y  supongamos  fig.  99. 
que  el  segundo  de  estos  ruede  sobre  el  primero,  permaneciendo 
siempre  tanjente  a  él,  pero  de  modo  que  sus  planos  formen  un  án- 
gulo constante  entre  sí  CAXsxrü};  durante  esta  rotación,  un  punto  cual-* 
quiera  M,  fijo  sobre  la  circunferencia  móvil  y  arrastrado  con  ella,  des- 
cribirá en  el  espacio  una  curba  DM,«.,.que  se  llama  epicicloide  ^fhricat 
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porque  toda  ella  está  enteramente  situada  sobre  la  superficie  de  una  esfe- 
ra constante.  Con  efecto,  si  por  los  centros  de  los  dos  círculos  levantamos 
a  sus  planos  las  perpendiculares  OS  y  CS,  estos  dos  ijes  irán  precisa- 
4nente  a  encontrarse  en  cada  una  de  las  posiciones  del  círculo  móvil; 
porque  respecto  a  cada  punto  de  contacto,  tal  cómo  A,  los  planos  AOS 
y  ACS  serán  evidentemente  perpendiculares  a  la  tanjente  común  AV, 
y  en  virtud  de  esto  coincidirán.  Ademas,  como  el  ángulo  OAO  es  suple- 
mento de  CAX=(ü  que  permanece  constante  mientras  dura  la  rotación, 
<síguese  de  aquí  que  el  cuadrilátero  OACS  tendrá  dos  lados  y  tres  ángu- 
los cuya  magnitud  permanecerá  invariable,y  consiguientemente  sucederá 
lo  mismo  con  los  lados  OS  y  CS  cuyo  punto  de  encuentro  S  permane- 
cerá inmóvil;  de  aquí  resulta  que  la  distancia  de  este  punto  S  al  punto 
móvil  M,  será  constantemente  igual  a  SA,  y  qne  en  virtud  de  esto, 
toda  la  epicicloide  estará  situada  sobre  la  esfera  que  tenga  a  SA  por 
radio. 

481.  Ademas,  si  nos  imajínamos  dos  conos  de  revolución,  que  ten- 
gan por  cúspide  común  al  punto  S  y  por  bases  a  los  círculos  ÓAy  CA, 
es  evidente  que  estos  conos  tendrán  un  plano  tanjente  SAV;  y  por 
consiguiento  la  jeneracion  de  la  epicicloide  puede  enunciarse  del  modo 
siguiente:  si  dos  conos  de  revolución,  que  constantemente  tienen  la  misma 
cúspide  y  jeneratrices  de  la  misma  lonjitud,  ruedan  uno  sobre  otro,  sin 
resbalar,  y  permaneciendo  tanjentes  al  largo  de  una  jeneratriz  variable, 
un  punto  cualquiera,  Jijo  sobre  la  base  del  cono  móvil,  describirá  la  curba 
llamada  epicicloide  esférica.  Con  efecto,  en  ésto  debemos  ver  que  las 
circunferencias  de  las  dos  bases  serán  siempre  tanjentes,  y 'que  sus 
planos  conservarán  una  inclinación  constante;  este  es  el  medio  mas 
cómodo  para  realizar  mecánicamente  estas  dos  condiciones,  mientras 
rueda  el  círculo  móvil  sobre  el  fijo. 
ipi<8. 190.  482.  Construyamos  la  proyección  de  la  epicicloide  sobre  el  plano  de 
la  base  del  cono  fijo,  mirando  a  este  último  como  horizontal,  y 
adoptemos  por  plano  vertical  al  que  pasa  por  el  eje  S'O  de  este  cono 
y  por  el  punto  de  contacto  A  de  las  dos  bases,  en  la  posición  actual 
que  se  refiere  a  una  época  cualquiera  del  movimiento.  En  confor- 
midad coQ  esto,  los  dos  conos  estarán  proyectados  verticalmentc  so- 
bre los  triángulos  iguales  S'AE  y  S'AB',  }*  la  recta  AB'  representa- 
rá la  proyección  vertical  del  círculo  móvil  que,  abatido  al  rededor 
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de  la  tanjente  común  AV,.  se  eoBvertirá  en  el  círculo  Amb.  Sentado* 
esto,  sea  D  el  origen  de  la  epicicloide,  es  decir,  la  posición  que  ocu- 
paria  el  panto  jenerador,  cuando  estuviese  en  contacto  con  el  círculo 
fijo  :  ahora  que  el  círculo  móvil  ha  recorrido,  rodando  sobre  el  otro,, 
el  arco  DA,  el  punto  jenerador  se  hallará  colocado  sobre  el  abatí-, 
miento,  a  una  distancia  curbilínca  Am  igual  en  lonjitud  absoluta  al 
arco  A  D  (*).  Luego,  levantando  el  círculo  Amb,  moviéndolo  al  rededor 
de  AV,  y  observando  que  el  punto  (m,  m'),  va  entonces  a  describir  un 
arco  Tit^M'  que  por  ser  perpendicular  a  la  charnela  AV,  estará  proyecta-, 
do  sobre  la  recta  mM  paralela  a  la  línea  de  tierra,  obtendremos  un 
punto  (M,  M')  déla  epicicloide  pedida. 

483,  Para  hallar  otro  segundo  punto,  será  preciso  que  nos  figure^, 
mos  que  el  círculo  móvil  ha  rodado  hasta  llegar  a  tocar  al  círculo  fijo  en 
Af,  por  ejemplo;  entonces  podremos  volver  a  empezar  a  ejecutar  sobre 
el  plano  vertical  OA5  abatido,  operaciones  semejantes  a  las  que  hemos, 
ejecutado  sobre  el  plano  vertical  OA;  pero  será  mucho  mas  sencillo  re- 
ducir todas  las  construcciones  a  que  se  efectúen  sobre  este  último. 
Para  esto,  figurémonos  que  habiendo  llegado  los  deseónos  a  tocarse  al 
largo  de  la  arista  que  termina  en  Ae,  jiren  simultáneamente  y  sin  va- 
riar sus  posiciones  relativas,  al  rededor  de  la  vertical  OS',  hasta  que  el 
radio  OA^  llegue  a  coincidir  con  la  antigua  línea  de  tierra  OAX.  Entón- 


(*)  Para  trazar  el  depurado  es  bueno  principiar  por  dividir  al  cír- 
culo móvil  en  partes  iguales,  medir  una  de  estas  partes  por  medio  de 
cuerdas  pequeñas;  y  transportar  en  seguida  estas  sobre  el  círculo  Jijo, 
lo  que  nos  dará  un  arco  igual  a  una  de  las  divisiones  del  circulo  mó^ 
viL  En  seguida,  repetiremos  este  arco  del  círculo  mayor  tantas  veces, 
cuantas,  divisiones  hnbiese  en  el  círculo,  móvil,  y  Jiallarénws  la  estension 
DAF,  que  ocupa  una  rama  de  la  epicicloide  sobre  el  círculo fjo.  Sin 
embargo,  si  la  razan  de  los  dos  radios  O  A  y  C'A  estuviese  espresada 
par  un  número  bastante  sencillo,  sería  mas  exacto  tomar  desde  luego,  ^ 
sobre  el  círculo  fijo,  un.  arco  DAF  igual  a  una  fracción  de  esta  circun- 
ferencia, espresada  por  esta  razón;  y  en  seguida  dividiríamos  al  arco. 
DAF  en  tantas  partes  iguales  cuantas  hubiésemos  señalado  en  el  círculo 
móvil. 


FIU 
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ces>  el  punto  jenerador  estará  situado  aobre  el  círculo  móvil  abatido»  no 
ya  en  m,  sino  a  mía  distancia  An  igual  al  intervalo  DA«  comprehendido 
entre  el  oríjen  D  y  el  punto  de  contacto  en  su  verdadera  posición  que 
es  Ae*  De  modo  qne  si  constmiinosrcomo  arriba,  las  proyecciones  N  y  N* 
del  punto  abatido  n,  no  habrá  roas  que  hacer^  que  referir  O  A  a  OA^  y 
kallar  en  seguida  un  punto  N"  colocado  relativamente  a  esta  última; 
línea,  en  una  situación  enteramente  semejante  a  la  de  N  con  respecto  a 
O  A;  lo  que  ejecutaremos  por  medio  del  círculo  descrito  con  la  distan* 
cia  ON,  sobre  el  cual  tomaremos  el  arco  I"N"  igual  a  IN. 

484*  Lo  mismo  se  practicará  en  cualquiera  otra  posición  del  punto 
de  contacto  de  los  dos  circuios;  y  cuando  este  contacto  tenga  lugar  en  el 
medio  K  del  arco  DKF  igual  a  la  circunferencia  del  círculo  móvilt  ve- 
mos claramente  que  el  punto  jenerador  estará  abatido  en  b  que  se  pro- 
yecta a  B*  y  B;  luego  si  referimos  este  último  punto  a  OK,  por  medio  de 
un  arco  de  círculo  BG,  obtendremos  el  vértice  Gen  que  la  proyección 
horizontal  de  la  epicicloide  se  desvia  mas  del  círculo  fijo« 

Finalmente  observemos  que  los  puntos  D,  M ,  y  N",  trasladados  simé- 
trícamente  al  otro  lado  de  OG,  por  medio  de  arcos  de  círculo,  nos  darán 
puntos  como  F,  jVr",  N'",  que  pertenecerán  también  a  la  epicicloide, 
que  tiene  por  eje  a  la  recta  OG,  y  admitirá  una  infinidad  de  ramas 
idénticas  con  DGF. 

485.  Las  construcciones  precedentes  nos  dan  también  medios  para 
trazar  la  proyección  vertical  de  la  epicicloide,  puesto  que  M'  pertenece 
a  esta  proyección;  y  en  cuanto  al  punto  (N,  N'),  que  se  ha  trasladado  a 
N'',  sin  cambiar  de  altura,  hallaremos  mui  fácilmente  su  proyección  ver- 
tical en  esta  última  situación.  Pero  no  hemos  querido  efectuar  este  tra- 
zado, temerosos  de  hacer  algo  confuso  el  depurado,  y  sobretodo  porque 
miramos  aquí  al  plano  vertical  de  proyección,  solo  como  un  medio  de 
ejecutar  las  operaciones  gráficas,  y  no  como  si  realmente  existiese,  en 
virtud  de  qne  su  presencia  hubiera  hecho  que  fuesen  invisibles  una- 
gran  parte  de  las  líneas  del  depurado.  Ademas,  la  epicicloide  está  sufi- 
cientemente determinada  por  la  intersección  del  cilindro  vertical  DMGF, 

con  la  esfera  del  radio  S'A  que  es  fácil  representar  sobre  el  plano  hori* 
zonta! . 

;.ioo.     ^^^    D^  i^  tanjente  a  la  epicicloide.  Ya  qne  esta  curba  se  halla  toda 
entera  (núm.   480)  sobre  la  superficie  de  una  esfera   fija  quo  tie- 
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ne  por  centro  la  cúspide  B'  y  por  radio  el  apotema  S*A^  el  plano  tan- 
jente  a  esta  esfera  en  (M,  M')  contendrá  ala  tanjente  pedidjS.  Ense- 
guida» como  hemos  demostrado  en  el  núm.  470  que  la  recta  (AM»  AM*) 
qne  nne  el  punto  jenerador  con  el  punto  de  contacto  correspondiente 
Af  es  nna  nonnal  a  la  epicicloide»  podemos  conclnir  de  aqoí  qoe  la  tan- 
jente que  buscamos  se  halla  también  en  un  plano  perpendicular  a  esta 
recta»  que  puede  ser  mirado  como  el  plano  tanjente  de  una  esfera  que 
tuviese  su  centxo  en  A»  y  por  radio  a  la  recta  (AM»  AM');  pero  esta 
segunda  esfera  es  variable  de  posición  y  do  magnitud»  al  pasar  de  un 
]mnto  a  otro  de  la  epicicloide»  y  no  hace  mas  que  tocar  a  esta  curba, 
con  la  cual  no  tiene  de  común  sino  tan  elemento  lineal.  En  virtud  de 
esto»  el  problema  se  reduce  a  indagar  la  intersección  del  plano  tanjente 
a  la  superficie  fija»  con  el  piano  tanjente  a  la  esfera  tariahle. 

487.  Para  conseguir  lo  que  acabamos  de  decir»  cortemos  a  estas  dos 
esferas  con  el  plano  B'AV  que  contiene  a  la  base  del  cono  móvil.  La 
sección  causada  de  este  modo  en  la  esfera  S'A»  será  evidentemente  el 
mismo  círculo  AB';  abatámosle  según  Amh^  y  tirémosle  la  tanjente  mV 
que»  después  de  levantada»  encontrará  al  plano  horizontal  en  P  sobre  la 
chamela  AV;  y  entonces  este  punto  P  pertenecerá  a  la  traza  horizontal 
del  plano  tanjente  de  la  esfera  S'A.  y  esta  traza  será  la  recta  PT  tirada 
perpendicnlarmente  a  la  proyección  OM  del  radio ^  que  termina  en  el 
punto  propuesto  (M»  M').  En  cuanto  a  la  esfera  variable  cuyo  radio  es 
(AM»  AM')»  se  halla  cortada  por  el  plano  B'AV  según  un  círculo  máxi- 
mo que»  abatido  sobre  el  plano  horizontal  jirando  al  rededor  de  AV, 
se  convertirá  en  el  círculo  descrito  con  Am  por  radio.  Tirémosle  la  tan- 
jente mOi  (que  debe  terminar  en  el  punto  ¿)»  y  en  seguida  levantemos 
esta  recta  con  su  círculo»  para  hallar  su  traza  horizontal  Q  sobre-  la 
charnela  AV;  este  punto  Q  pertenecerá  entonces  a  la  traza  del  plano 
tanjente  de  la  esfera  variable»  y  esta  traza  se  obtendrá  tirando  QX 
perpendicular  a  la  proyección  AM  del  radio  correspondiente.  Sentado 
esto»  como  las  trazas  QX  y  FT  de  loe  dos  planos  tanjentes  van  a  cor- 
tarse en  el  punto  T»  la  recta  TM  será  la  proyección  horizontal  de  la 
tanjente  de  la  epicicloide;  y  la  proyeccioa  vertical  T'M'  se  deducirá 
de  esta»  proyectando  el  punto  T  a  la  línea  de  tierra. 

488.  Otro  métode.  Podemos  obtener  esta  tanjente  de  un  modo  mu-  fjg.  ioo. 
cho  mas  sencillo,  empleando  el  procedimiento  del  plano  normal  (núm: 
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214),  porque  ahora  conocemos  inmediatamente  dos  normales  a  la  epi^ 
cicloide;  una  de  ellas  es  el  radio  de  la  esfera  constante,  tirado  desde  la 
cúspide  S'  al  punto  (M,  M');  y  la  otra  la  recta  (MA,  M'A),  en  virtud  de 
lo  que  hemos  probado  en  el  num.  470.  Por  consiguiente,  si^  hacemos 
pasar  un  plano  por  estas  dos  normales,  la  tanjente  que  bascamos  deberá 
serle  perpendicular,  y  así  quedarán  determinadas  sus  proyecciones. 
Pero  la  primera  de  estas  normales  va  evidentemente  a  penetrar  al  plano 
vertical  en  S',  y  la  segunda  en  A;  luego  &A  es  la  traza  vertical  del 
plano  normal.  En  cuanto  a  la  otra  traza,  supongamos  en  el  plano  nor- 
mal una  recta  ausiliar  paralela  a  S'A;  sus  proyecciones  M'R',  y  MR,  nos 
darán  el  punto  R  en  que  penetra  al  plano  horizontal,  y  poi  consiguiente 
AR  será  la  traza  horizontal  del  plano  normal.  Hecho  esto,  se  obtendrá 
la  tanjente  a  la  epicicloide  tirando  MT  perpendicular  a  AR,  y  M'T' 
perpendicular  a  AS. 

489.  Es  importante  observar  que,  en  los  puntos  de  retroceso  D  y  F,. 
tiene  por  tanjentes  la  proyección  horizontal  de  la  epicicloide  a  los  ra- 
dios OD  y  QF.  Con  efecto,  la  recta  variable  (AM,  AM')  a  que  la  tan- 
jente en  el  espacio  es  siempre  perpendicular,,  prolongada  indefinidamen»- 
te,  es  una  secante  respecto  al  círculo  móvil,  según  se  ve  en  su  abati- 
miento Am.  Pero  sus  dos  puntos  de  seecion  A  y  m  se  hallan  reunidos 
cuando  el  punto  de  contacto  A  ha  llegado  a  D,  la  recta  indefinida  abati- 
da según  Am  es  entonces  tanjente  al  círculo  móvil  en  el  punto  m,  y  por 
consiguiente,  al  círculo  fijo  que,  a  esta  apoca  del  movimiento,  toca  al 
otro  en  D;  luego  la  tanjente  en  el  punto  D  al  círculo  fijo  DA,  se  halla 
que  precisamente  es  la  traza  horizontal  del  plano  normal,  y  por  consi- 
guiente, la  tanjente  de  la  epicicloide  estará  proyectada  horizontalmente 
sobre  el  radio  ODX\ 

En  cuanto  a  la  proyección  vertical  de  esta  misma  tanjente,  bastará 
proyectar  su  pie  D  a  D'  sobre  la  línea  de  tierra,  y  bajar  desde  este  última 
punto  una  perpendicular  a  la  traza  vertical  del  plano  normal  relativo  at 
punto  D.  Esta  traza  se  obtendrá  mui  fácilmente,  supuesto  que  evidente- 
mente pasa  por  el  punto  S',  y  por  el  punto  en  que  la  línea  de  tierra  en- 
cuentra a  la  segunda  normal,  que  según  lo  acabamos  de  probar,  se  con- 
funde con  la  tanjente  del  arco  DA« 

Para  hallar  las  proyecciones  de  la  tanjente  al  otro  estremo  F  de  la 
epicicloide,  operaremos  de  un  modo  enteramente  igual;  y  debemos  per- 
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cibir  que  cada  una  de  estas  tanjentes  en  D  o  en  F,  precisamente  coin- 
cide con  la  tanjente  del  círculo  máximo  vertical  de  la  esfera  constante 
cuyo  radio  es  S'A.  ^ 

490.  En  el  vértice  de  la  epicicloide  que  se  proyecta  en  G,  la  tan- 
jente será  horizontal  y  perpendicular  al  plano  vertical  OK6;  porque 
este  plano  contendrá  manifiestamente  a  las  dos  normales  del  núm.  488^ 
cuando  el  punto  jenerador  haya  llegado  a  la  estremidad  superior  B^del 
diámetro  tirado  por  el  punto  de  contacto  del  círculo  móvil. 

409.  Cuando  hemos  indagado  (num.  487)  la  traza  QX  del  plano  fig.  lOO. 
tanjente  a  la  esfera  variable  cuyo  radio  es  (AM,  AM'),  nos  hemos  apo- 
yado en  que  este  plano  debia  contener  a  la  tanjente  abatida  según  Qm¿. 
Foro  cuando  esté  levantada  en  el  plano  B^A  V  del  círculo  móvil,  irá  a  pe- 
netrar al  plano  vertical  en  B';  luego  B'X  es  la  traza  vertical  del  plano 
tanjente  a  la  esfera  variable;  ademas,  esta  traza  debe  ser  perpendicular 
a  B*A,  porque  en  esta  última  recta  es  donde  se  proyecta  el  radio  (AM , 
AM*)  tirado  al  punto  de  contacto  de  este  plano  tanjente. 

492.  Observemos  ademas,  que  en  las  diversas  posiciones  A,  Ag,.*** 
que  toma  el  punco  de  contacto  del  círculo  móvil,  la  proyección  AB'  de 
este  círculo,  sobre  los  planos  verticales  correspondientes  OA,  OAe«... 
tendrá  siempre  la  misma  magnitud  y  la  misma  inclinación  :  de  modo 
que  para  todos  estos  planos,  el  triángulo  rectángulo  AB'X  permanecerá 
de  magnitud  invariable,  y  por  consiguiente,  las  trazas  XB'  de  los  diver- 
sos planos  tanjentes  a  las  esferas  variables,  irán  todos  a  encontrar  a  la 
vertical  OS'  en  el  mismo  punto  Z\  De  aquí  resulta  que  si  tuviésemos 
que  considerar  un  cono  cuya  cúspide  se  hallase  en  Z',  y  que  tuviese 
por  base  a  la  epicicloide  esférica,  todos  los  planos,  como  el  Z'XQ,  le  se- 
rian tanjentes,  porque  cada  uno  de  ellos  contendría  a  la  cúspide  y  a  una 
tanjente  de  la  base.  Ademas,  todos  estos  planos  tanjentes  vendrían  a 
pasar  subcesivamente  por  la  recta  fija  Z'X,  cuando  el  cono  epicicloidalj 
jirando  al  rededor  de  OZ\  condujese  a  M  los  diversos  puntos  N,  G,  N^'',... 
De  esta  propiedad  se  hace  uso  en  los  engargantes  cónicos  que  sirven 
para  hacer  mover  las  ruedas  que  forman  ángulo:  véase  el  núm.  883  (*). 


(*)     Indaguemos  las  equaciones  que  determinan  a  la  epicicloide  esfé- 
rica (fig.  100),  refiriendo  esta  curba  a  les  tres  ejes  rectangulares  OX'> 
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FiG.ioi.  493,  VoLUtA  ESFCRiCA.  Cuando  el  cono  móvil  tiene  tal  abertura 
que  el  ángulo  del  centro  ASB  (/^.  99)  llega  a  ser  igual  a  180^,  este  co- 
no se  reduce  a  un  circulo  cuyo  radio  es  igual  al  apotema  SA  del  cono 

OY'  y  07a\  de  los  cuales  el  primero  pasa  por  el  punto  de  retroceso.  8i 
liacemos  a 

OS'=h,  OA=R,^C'A— R'  y  ángulo  B'Aft=<ü, 

manifiestamente  tendremos  qtie 

(1) x'^+yVz'— 2zh=R« 

será  la  equaeion  de  la  esfera  constante,  sobre  la  cual  está  situada  toda  la- 
epicicloide f  de  modo  que  esta  curba  estará  completamente  definida^  unien- 
do a  la  equaeion  precedente  la  de  su  proyección  horizontal  DMGF.  Pero 
si  llamamos  oc  al  ángulo  DO  A,  concluiremos  de  aquí  que 

Ra=AD= Aiw;  y  de  aquí,  áognlo  Acm=  -^ ; 

y  entonces  tendremos  par  valor  de  las  coordenadas  del  punto  M  referidas 
a  los  ejes  OX  y  OY 

x=;OA+AH=R+/r'— R'  cos^\  eos  a, 

y=— MH=— R'  sen^. 

Pero  para  pasar  de  estos  ejes,  que  serian  móviles  a  una  con  el  punto  de 
contacto  A,  a  los  ejes  fijos  OX'  y  O  Y',  es  preciso  emplear  las  fórmulas 
conocidas 

x'=x  eos  a — y  sen  a,  e  y'=x  sen  a+y  eos  a; 

luego,  sustituyendo  aqm  los  valores  precedentes  dexey,  nos  restdtará 
(2) x'=^(R+R'  eos  cu)  eos  a — R'  cos^^  costa  eos  a+R'  sen  ^^  sen  a, 

(3) y'=i(R4-R'  eos  w)  sen  a — R'  cos-^  eos  w  sen  a— R'  sen  -^^^  eos  a, 

K  R 

solo  quedaria  ahora  que  eliminar  al  arco  a  entre  estas  dos  eqv/ieiones, 
para  hallar  la  de  la  curba  DMGF  sobre  el  plano  ¡lorizontal;  pero  cama 
esta  eliminación  nopodria  efectwirse  sino  cuando  se  hubiese  Jijado  nú' 
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fijoy  sa  plano  es  tanjente  a  este  último  cono;  en  este  caso  particular,  la 
epicicloide  qae  entonces  describe  un  punto  M  del  cífculo  móvil^  recibe 
el  nombre  de  voluta  esfiricay  en  rirtud  de  que  entonces  la  cuestión  yie- 

mericamente  la  razón  de  los  radios  RyK,  y  esta  razón  fuese  un  número 
comensurable;  conservaremos  las  equaciones  (2)  y  (3),  que  serán  suficien- 
tes  para  calcular  las  coordonadas  x  e  y  de  los  diversos  puntos,  atribu- 
yendo subcesivamente  a  a  diferentes  valores. 

Para  pasar  de  aqui  a  la  epicicloide  plana,  bc^tará  hacer  a  eos  (í)  = 
±  1,  según  ruede  el  círculo  móvil  dentro  o  fuera  del  circulo  fijo;  y  si 
contrayéndonos  a  este  último  caso,  suponemos  ademas  que  R'  es  la  cuarta 
parte  de  R,  como  en  la  fig.  5  de  la  lámina  45,  las  equaciones  (2)  y  (3) 
se  convertirán  en 

(4) x'=  %R  eos  a  -^  \R  eos  OL  eos  Aa  -^  \Ksen  OL  sen  4a 

(5) y'=f  R  «ena  +  \Rsenoíco8Aa — \RcosasenAa\ 

si  en  seguida  sustituimos  en  estas  últimas,  los  valores  conocidos 

eos  4a=  1  —  8  sen^a  co^a  y  sen  4a  =  4  sen  acosa  {co^a-^sen^a), 
hallaremos^  suprimiendo  los  acentos  que  ahora  son  inútiles, 

x=  R  cos^a  e  y  =:  R  sen^a. 

Ahora  es  jácil  la  eliminación  de  a;  porque  sumando  estas  equaciones 
después  de  haberlas  elevado  a  la  potencia  §,  resultará  para  la  epicicloi- 
de representada  en  la  fig-  5  de  la  lámina  45, 

xí  +  y»  =  R». 

Por  consiguiente,  este  es  un  caso  particalar  de  la  evoluta  de  la  elipse  que 
tiene  por  eqúadon  a 


{Íf<^*=^' 


estas  dos  curbas  pertenecen  a  la  familia  de  las  estoroides,  que  enjeneral 
están  representadas  por 


+íir=i- 
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ne  a  decir  sencillamente  que  se  hace  rodar  sobre  un  cono  fijo  S'AO  a 
uno  <le  sus  planos  tanjentes  S'AV|  como  en  la^.  9  de  la  lámina  45, 
hemos  obtenido  la  espiral  voluta  del  círculo  haciendo  rodar  sobre  esta 
circunferencia  a  una  de  sus  tanjentes. 
FIO.  101.  494.  Como  la  curba  de  que  tratamos  está  toda  ella  sobre  la  esfera 
del  radio  S'A,  será  suficiente  construir  su  proyección  horizontaL  AI 
efecto,  abatamos  el  círculo  móvil  cuyo  centro  está  en  la  cúspide  (S',  O), 
al  rededor  de  la  tanjente  AV  que  le  es  común  con  el  círculo  fijo;  y  so« 
bre  este  abatimiento  S"  tomemos  un  arco  Am  igual  al  arco  Al),  si  adop- 
tamos a  D  por  oríjen  de  la  volata,  es  decir,  por  lá  posición  que  ocupa- 
rá el  punto  jenerador  cuando  se  halle  en  contacto  con  el  cono  fijo. 
£n  este  caso,  el  punto  m  será  el  abatimiento  de  este  punto  jenerador 
cuando -el  contacto  ha  llegado  a  A,  y  su  verdadera  posición  (M,  M')8e 
deducirá  fácilmente  de  aquí,  levantando  el  círculo  S'^  al  plano  tanjen- 
te S'AV,  moviéndolo  al  rededor  de  la  charnela  AV. 

Cuando  el  círculo  móvil  haya  rodado  hasta  tocar  al  círculo  fijo  en  A, 
concebiremos  que  todo  el  sistema  jira  simultáneamente,  sin  rodar,  al  re- 
dedor de  la  vertical  S'O,  para  traer  al  radio  OA5  a  la  línea  de  tierra  O  A; 
tomando  entonces  el  arco  An=DA5,  el  punto  jenerador  estará  abatido 
en  9t,  y  proyectado  en  N  y  N':  pero  en  seguida,  para  referir  el  círculo 
móvil  a  su  verdadera  posición,  describiremos  con  el  radio  ON  una  cir- 
cunferencia sobre  la  que  tomaremos  el  arco  NN5=Il5.  Y  así  hallaremos 
la  curba  DMN5....  por  proyección  horizontal  de  la  voluta  esférica. 

495.  La  tanjente  a  un  punto  cualquiera  (M,  M')  deberá  tirarse  per- 
pendicular al  plano  de  las  dos  normales  de  que  hemos  hablado  en  el  núm. 
488,  que  son  las  rectas  que  unen  al  punto  jenerador  (M,  M')  con  el 
centro  (O,  S')  y  con  el  punto  actual  de  contacto  A,  Pero  este  plano 
normalf  coincide  manifiestamente  con  el  plano  S'AY  en  que  está  situar 
do  el  círculo  móvil  que  es  tanjente  al  cono  fijo;  luego  bastará  tirar  MT 
perpendicalar  a  AV,  y  M'T'  también  perpendicular  a  SA. 

496.  Debemos  conocer  que  la  rama  DMPGQF,  que  quedará  des- 
crita al  cabo  de  una  revolución  entera  del  círculo  móvil,  ocupará  en  la 
base  del  cono  un  arco  DA6F  igual  al  exeso  de  la  circunferencia  S^ 
sobre  la  circunferencia  O:  pero,  ademas,  es  preciso  observar  que  esta 
rama  se  compondrá  de  dos  partes  reunidas  por  un  retroceso  en  el  pun- 
to G  medio  de  DGF,  que  es  la  proyección  de  la  posición  mas  elevada 
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del  punto  jenerador.  Para  esplicar  los  motivos  de  esta  circunstancia, 
es  suficiente  nos  figuremos,  que  se  ha  prolongado  la  napa  superior  del 
cono  S'AE,  hasta  que  esté  terminada  por  un  círculo  igual  al  del  radio 
OA,  y  observemos  que  el  círculo  móvil  S"  se  halla  en  un  plano  variable 
que  a  un  mismo  tiempo  toca  a  las  dos  napas  del  cono,  según  una  jene- 
ratriz  igual  al  diámetro  de  este  círculo  S";  de  donde  resulta,  que  mien- 
tras un  arco  determinado  Am  de  la  circunferencia  móvil,  rueda  sobre  la 
base  inferior  del  cono,  el  arco  diametralmente  opuesto  rueda  al  mismo 
tiempo  sobre  la  base  superior;  y  por  consiguiente,  cuando  el  punto  jene- 
rador 971  ha  llegado  al  medio  de  su  curso,  se  halla  en  contacto  con  esta 
base  superior,  y  produce  allí  un  retroceso  enteramente  idéntico  con  el 
que  había  tenido  lugar  en  el  punto  de  partida  D  de  la  base  inferior  del 
coDo«  En  cuanto  a  las  otras  líneas  que  contiene  este  depurado,  hablare- 
mos en  el  núm.  669. 


CAPITULO  III. 


Sobre  las  esferas  y  las  pirámides. 


497.  Hallar  la  intersección  de  dos  esferas  dadas.  Adoptemos  porpia.  102. 
plano  horizontal  al  que  contiene  los  centros  A,  B,  C,  de  las  esferas  pro- 
puestas, y  describamos  los  círculos  máximos  que  son  las  trazas  horizon- 
tales de  estas  superficies.  En  cuyo  caso,  el  círcnlo  vertical  proyectado 
sobre  DE,  será  evidentemente  la  intersección  de  las  dos  esferas  A  y  B, 
en  tanto  que  las  esferas  A  y  C  se  cortarán  según  otro  cfrcnlo  vertical 
F6;  por  consiguiente,  estas  dos  circunferencias  tendrán  por  intersección 
a  los  dos  puntos  proyectados  horizontalmente  en  M,  y  aquí  también  se 
hallarán  los  únicos  puntos  comunes  a  las  tres  esferas  de  que  tratamos. 
Para  acabar  de  fijar  la  posición  de  estos  puntos  en  el  espacio,  los  pro- 
yectaremos sobre  un  plano  vertical  cualquiera  XY;  abatiendo  al  círculo 
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DE  al  rededor  de  su  diámetro  horizpntal,  y  tirando  la  ordenada  Man,  es* 
ta  recta  medirá  evidentemente  la  altura  de  uno  de  loa  puntoa  que  bus-^ 
camos  sobre  el  plano  horioptal;  luego»  tomando  en  cima  y  debajo  áe 
ip[,  las  distancias  IM'  9  IM''  iguales  a  Mm^  hallaremos  las  prc^eccío- 
nes  (M,  M')  y  (M^  M")de  loa  dos  puntos  pedidos. 

498.  Si  hubiésemos  indagado  la  intersección  de  las  dos  esferas  B  y  C 
hubiéramos  obtenido  un  círculo  vertical  cnya  proyección  HK  necesaria- 
mente hubiera  debido  pasar  también  por  el  punto  M;  y  de  aquí  pode- 
mos concluir  este  teorema  de  jeometria  plana :  cuando  tres  drcunferen-' 
cias,  trazadM  sobre  un  mismo  planos  se  cortau  de  dos  en  dos,  las  puntm 
de  secciífíi  correspondientes  están  situados  sohre  cuerdas  que^  las  tres  pa- 
san ptyr  un  mistno  punto  del  plano. 

FUI.  102.  499i.  Construir  una  pirámide  triangular  cuando  se  conoce  la  mag- 
nitud de  sus  seis  aristas.  Trazaremos,  en  primer  lugar,  ofíbn  el  plano 
horizontal,  una  de  las  caras  ABC  de  la  pirámide,  empleando  para  ejecu- 
tarlo las  tres  aristas  dadas  que  componen  esta  cara;  en  seguida,  deter- 
minaremos la  cuarta  cúspide  (M,  M')  indagando,  como  en  el  problema 
precedente,  la  intersección  de  tres  esferas  que  tengan  por  centréis  a 
los  puntos  A,  B  y  C,y  por  radios  las  lonjitudes  de  las  otras  tres  aristas 
señaladas  por  la  cuestión.  Evidentemente  habrán  dos  pirámides  simétri- 
cas una  de  otra,  porque  la  última  cúspide  puede  estar  colocada  en 
(M,  M')  o  en  (M,  M");  y  ademas,  hallaremos  por  los  métodos  del  libro  I 
todo  cnanto  puede  interesarnos  conocer  respecto  a  los  ángulos  planos,  a 
los  ángulos  diedros  &a.  de  cada  una  de  estas  pirámides. 

piG.  103.  500.  Circunscribir  una  esfera  a  una  pirámide  triangular  dada. 
Sean  (A,  A'),  (B,  B'),  (C,  C*)  y  (S,  S')  las  proyecciones  de  las  cuatro 
cúspides,  sobre  dos  planos  rectangulares,  uno  de  los  cuales  contiene  a  la 
cara  ABC;  si  estas  proyecciones  no  se  nos  diesen  inmediatamente,  las 
determinaríamos  como  en  el  problema  precedente.Y  como  el  centro  de  la 
esfera  que  buscamos  debe  hallarse  a  igual  distancia  de  la»  cuiítro  cuspi-- 
des,  se  hallará  a  la  vez  en  dos  de  los  planos  verticales  FO  y  GO,  tirado» 
perpendicularmente  por  medio  de  las  aristas  AB  y  AC;  luego  este  centro 
se  hallará  en  algún  punto  de  la  vertical  (O,  FO')  que  es  la  intersección 
de  estos  planos.  Así  mismo,  debe  estar  contenido  en  el  plano  tirado  per- 
pendicularmente por  el  medio  de  otra  tercer  arista  perteneciente  a  otea 
cara,  tal  como  (SA,  S'A');  luego,  si  nos  tomamos  el  trabajo  de  construir 
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las  tmaá  dé  eM0  piMói  teí  úúmo  tfetDbiéiml  Jiiinté  eA  ^to  ^  á  ¡¿oHar 
a  Ib  vertieol  (O,  rO%  obtiMi4f^&iM  «tcfrhfró^  ^édrdd^,  ()bM  üdíM  éMtis 
últitimb  operaeioMés  «on  ttti  pcico  laicas» «  tíú  fiér  qdé  MyuMrdtt  tétoid^» 
cuidado  d«  elejír  él  plttiii»  téttíM)  poiPateió  #i  lá  arista  (3A;8'áL');  ]>d^ 
dretnOB  reempiazatlas  ébñ  la  cotiÉítlrtiüéiütí  üí^iétite. 

Trazando  eofi  ^\  radio  OB^  el  úktítíó  fcireumfcríio  ál  tfifin^tilé  ABC^ 
eñUk  einennferehcia^  ^u^  pattene<sérá  a  iú  tíetefa  pedíclá,  ésiárft  tiOftádá 
por  (Ef i  plano  vanieai  IBD  paiialete  a  la  I^rétt  die  tíerifa^  fen  añ  pHnl0  (D, 
D  );  Inego  la  recta  (SD,  S^D')  será  UHá  ttíMimáe  la  é^íbM,  j^d^'éiM^t  di 
plano  vertical^  y  an  riftiid  dtd  amxs  él  oetltt^  da  ésta  ^gfbra  dtíbóf'á  «iítál' 
situado  en  ai  plaao  KL'  terafltadD  pi^ebcíieolatrftairta  ell  AiatfM  ^ 
esta  duerda.  Y  como  esfe  plano  H  á  t^mar  a  )a  Vatlicai  (O,  VKf)  téfí^Ü 
punto  (0>  0'),sígtt^»at(iia  aquí  as  dcyada  áe  halla  al  cérítrb  da  lá  ésfétk 

de  que  tratamos. 

En  cuanto  al  i'adio  de  esta  é^ra,  que  manifiestamente  eé  {tfBi  O'B')^ 
hallaremos  su  verdadera  lónjitud^  abatiéndole  paralelamente  al  platixi 
vertical  según  (0¿,  0'¿');  Inego,  si  desde  las  plintos  O  y  O',  y  líttfl  liti 
radio  igual  a  0^b\  describimos  dos  círculos,  estos  serán  los  contornos 
aparentes  de  la  efera  pedida,  que  de  este  modo  queda  completamente 
determinada  en  magnitud  y  posición. 

501.  inscribir  uña  esfera  en  Una  pirámide  triangular  dado.  TTonie-Fic.  104. 
inós  también  el  plano  de  uña  de  las  caras  AtíC  por  plano  horizontal,  y 
sea  (S,  S')  Ja  éáspide  situada  fuera  de  este  plano.  Si  tiramos  por  la 
arista  AB  un  plano  que  divida  en  dos  partes  iguales  aí  ángulo  diedro 
formado  par  las  caras  SAB  y  CAB,  este  p4ano  bi¿ittor  evidenteMante 
coBtendrá  a  todos  los  puntes  del  espacio  que  se  hallan  a  igtial  distancia 
de  eÉtaii  dos  caras;  luego  la  esfeM  pedida  qtio  detré  toear  a  títáA  «ntt 
de  estas^  tendrá  su  ceiltro  mtuado  preeisaMebté  eh  €iste  plaño  bi^etHOh 
Así  mismos  otfos  dos  planos  bkseetoreá  tirados  según  las  aristas  AC  y 
BG,  de  tíiod^  qué  dividan  en  dos  partes  Ízales  a  tos  Anotes  died^M 
que  tienen  a  estas  réctaa  por  aristas,  cotttendi'án  tatfftbien  al  Centró  qué 
bmcamos;  por  consiguiente^  este  bentro  se  iiafla  éñ  la  i=aterSécc)ón  de 
ei^tot  tres  planos  biseetoresy  eadeeir,  M  la  bftepide  de  \ñ  pitáftíid^  itíte- 
rior  q«e  forman  cdn  1¿  base  primitiva  AB€;:  Mi  así  qae  la  ctíeistioñ  éUtk 
reducida  a  hallar  hi  cúspide  de  esM  n«éva  }Arámíde,  o  sirtti^  l«fd  (i'eé 
anatas  que  teriaiimn  en  éUa. 
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Para  esto,  midamos  primeramente  el  áogulo  (iiedro  SABC,  cortan^ 
dolé  con  no  plano  vertical  SD  perpendicular  a  AB,.  y  apliquemos  sobre 
el  plano  vertical  la  sección  dada  de  este  modo,,  que  evidentemente  será 
el  ángulo  S'D^^H;  construyamos  del  mismo  modo  loa  ánguJos  S'K'II  y 
ST"H  que  miden  a  los  ángnlos  diedro»  AC  y  BC;.  en  seguida,  divida- 
mos a  cada  uno  de  estos  tres  ángulo»  planos  por  mitad^  por  medio  de 
las  rectas  D"!,  E"L  y  F'^K;  catas  tres  rectas»  seferídas  a  les  planos 
verticales  SD,  SE^y  SF,  pertenecerán  a  las  caras  de  la  pirámide  interior 
que  tiene  también  por  baso  al  triángulo  ABC.  Por  consiguiente,,  si  cop^ 
tamos  a  estas  rectas  con  un  plana  horizontal  cualquiera  X* Y*,  obten- 
dremos trea  puntos  &^\  e^\  f^.  que  referidos  a  d,  £,  ^ ,  pertenecerán  a  la 
sección  triangular  abe  dada  por  el  plaao^  X'Y'  a  la  pirámide  interior; 
este  triángulo  abe  eafácU  de  trazar,  porque  sua  tres  lados  evidentemen-^ 
te  deben  ser  paralelos  a  los  de  ABC.  Si  hecho  esto  tiramos  las  reo- 
tas  Aa,  B¿  y  Cir,  estas  serán  las  arista»  laterales  de  la  pirámide  inte- 
rior, y  deberán  ir  a  cortarse  en  un  solo  punto  O,  que  será  la  proyección 
horizontal  del  cántaro  de  la  esfera  pedida.. 

En  cuanto  a  la  proyección  vertical  O*  de  este  mismo  centro,  la  ob- 
tendremos proyectando  el  punto  O  sobre  Fa  arista  CV  de  la  pirámide 
interior;  y  el  radio  de  la  esfera  será  la  perpendicular  O'R*  bajada  desde 
el  centro  a  la  cara  inferior.  Luego,  trazando  con  esta  recta  O'R'  doa 
círculos  cuyos  centros  estén  en  O  y  O',  tendremoa  las  proyecciones  de 
la  esfera  que  buscamos. 

• 

502.  Si  deseamos  conocer  los  puntos  de  contacto  de  esta  esfera  con 
las  caras  laterales,  podremos  construir  con  facilidad  las  tr^as  del  plano 
indefinido  quo- contiene  a  la  cara  SAC,  por  ejemplo;:  en  seguida,^  baja* 
remos  desde  el  punto  (O,  O')  una  perpendicular  a  este  plano,  por  el 
método  jeneral  del  núm.  85.  Pero  será  mucho  mas  corto  observar  que 
un  plano  perpendiculor  a  AC,  y  tirado  por  el  ponto  O,  cortará  a  la  es^ 
fera  y  a  la  superficie  SAC,  según  Un  círculo  máximo  y  una  recta  que 
será  tánjante  a  este;  ademas,  aplicada  esta  recta  al  plano  vertical,  mo- 
viéndola al  redenor  de  (O,  O'R'),  evidentemente  será  paralela  S'E". 
Luego,  si  sin  trazar  esta  paralela,  bajamos  desde  el  punto  O'  un  radio 
perpendicular  a  S'E*',  este  radio  irá  a  cortar  al  contorno  vertical  de  la 
esfera,  en  un  punto  que  será  el  abatimiento  del  punto  de  contacto  que 
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Irngcaxnos;  7  en  seguida  será  fócil  el  traer  este  punto  a  su  verdadera 
posición. 

503.  Las  consideraciones  que  henros  empleado  en  el  núm.  501  nos  fio,  104. 
pueden  servir  para  resolver  eclte  problema  jeneral :  hallar  una  esfera 
que  Mea  tánjante  n  cuatro  planos  dados.  Con  efecto,  después  de  haber 
prolongado  indefinidamente  las  cuatro  caras  de  la  pirámide  8ABC9 
formarán  al  rededor  de  las  aristas  AB,  AV  y  BC,  tres  ángulos  diedros 
estertores  suplementarios  de  los  que  hemos  empleado  arriba,  y  estos 
nuevos  ángulos  tendrán  por  medida  a  S*D*'B',  S'E'*C'  y  a  ST"C\ 
Luego,  si  dividimos  a  estos  últimos  en  dos  partes  iguales,  por  medio 
de  rectas  que  corten  al  plano  X^  en  puntos  análogos  a  d*^,  e"  y  9**, 
podremos  combinar  de  tres  en  tres  eftos  varios  pantos,  para  formar 
con  'ellos  varios  triángulos,  como  el  abe;  y  estos  nos  darán  a  conocer 
diversos  centros,  como  el  (O,  O*),  Por  ejemplo,  adoptemos  la  recta  D^'if ' 
que  divide  por  medio  al  ángulo  esterior  S'D''B',  y  que  encuentra  al  plano 
X'Y*  en  el  punto  d^  que  referiremos  a  d  sobre  el  plano  horizontal;  con- 
servemos en  seguida  los  dos  puntos  antiguos  e  y  ?,  y  hallaremos  el  trián- 
gulo ra"ft",  cuyos  vértices  unidos  con  A,  B  y -C,  nos  darán  a  (O",  O'") 
por  centro  de  una  esfera  que  tocará  ala  cara  SAB/ti^a  de  la  pi- 
rámide primitiva,  y  que  será  siempre  tánjante  a  las  otras-  tres  caras  pro- 
longadas a  la  derecha  de  SAB.  Por  este  mismo  medio  hallaremos  je- 
iieralmente  ocho  esferas  tanjentes  a  los  cuatro  planos  indefinidos  que 
contienen  a  las  caras  de  la  pirámide  'SABC;  porque  representando  por 
«,  a',  a''  los  tres  ángulos  diedros  interiores^  y  por  co,  V  y  ci>"  los  tres  án-^ 
gulos  diedros  esterioreSf  que  tienen  por  aristas  a  los  lados  AB,  AC  y 
BC,  podremos  evidentemente  adoptar  por  centro  de  la  esfera  pedida, 
al  punto  de  intersección  de  los  tres  planos  hisectores  que  dividan  a 
los  ángulos  diedros  comprehendidos  en  cada  una  de  las  eombinaciones 
siguientes. 


a,  a',  oí^ 


«, 

«" 

«, 

«", 

w' 

«', 

«", 

«t> 

fí 


«,  Ctí*,  co''. 


Ct,    Cü  ,  0) 

a",  cü,  w* 

Con  mucha  facilidad  percibiremos  la  razón,  porque  es  preciso  excluir 
toda  combinación  en  que  entren  dos  ángulos  adyacentes  a  la  misma 
arista,  como  a  y  w;  el  níimero  de  estas  soluciones  podrá   ser  menor. 


3iegqiu.  a^^n  I^^  i^cliq^cí^ni^^.tjb  Jq^  cuatro  planf^  álo4o9^  £3ta,  cucifitiQü 
es  análoga  al  problema  de  jeometría  plana,  en  que  nos  proppi^aiQQs 
Ij^llar  i*n  pírcvilp  q/ie,  sea  tauieuti?  a  tre^  rect#ji|  cai^qcidc^t 

ír^*  ffuntps  4s.dfih  o  a.  tre^  ;fflmos^  co^pctdo^^  o  fiíulmeut^  4  ?r^«  f ^^(flf* 

1.^  Repr<íaentemo8  por  A,  9  y  C  Iqs  puatq^  dado?,  y  sus  di«twici^ 
re8pi?ct¡v^a,,al  pqqto  desconocido  ^c,  por  «,,6  y  7.  Si  al¡u>rc^  con^e^ixq^ 
im^  esfera  que  tepga  sqpeiftrp  on  A,  y  por  radio  la  distaiicia  0;,  el  piiotA 
;i?  cl^b^ru  ball^ri^a  evicU^nt^mente  ep  algqqo  de  los  puptoa  de  U  sopjeiifi- 
cíe  de  esta  esfera;  así  niismp  s^  llagará  tooibiejg^  sobro  (a  superfiqia  de 
otros  dqa  esferas  que  tengan  sos  CQiitros  cnj^  y  Q^y  cnypsi  rad.i^  f^ix. 
lo^  lQnjiti)de3  6  y  y;,  por  coa^igqi^nte  la  cu^stioM  viene  a  re^ucifs^  «t  (m* 
\\^fl^  iní^r^ccian,  4^  (r^s  ^ferqs  dojdflSyí^y^  p^oblemA  be^ps^  n^Stl^iP^ 
ejgi  el  i|úm.  497. 

2.^  Si  ahora  rqpreíientpnaps  pprf ,  P'  y  JP"  loa,planpsdadoaf,,y  pot  áv 
d'  y  d^'  §us  distancias  al  punto  descpnpoida  ^1  esto  deberá  ballarse^vi^ 
^lisuio  tienppo  emresf  plapos  jg^j /?' y  |?"  respectiva^neptp  parajftlos  ¡a 
P,  P'  y  P"  y  discutes  de  ^stos  ja?  qai^tídade;^  iguales  R  dj  d'  y  d'-  l-Ne- 
gx^  coiífttrwyep^p  Ips  planos  Prp'  y  i?"  ««g^n  los  najétodoí  dpl  librq  VJ,. 
so  reducirá  i^  cuestión  a  hallAi^  I?' interBeccÍPii  de  trqs  planos  CQiiqcidps,. 
cuyo  pi^blema  sabrá  al  lectqr  resolver  fóciliqeiPte.  Soip  qbaarveniqa  q«|e^, 
^qipo  elplano  p^  por  ejemplo,  puede  tirarsq  a  i.a  dia.Ui«q¡a  dy.yA  4PR  PH- 
cima  o  ya  debajo  deji  Pvbabrá  tOHijt^ien  ochQ  ^bM?Í4m^  para  Jia  ppajcípis^ 
del  puntp  pedido  ^- 

3.^  Fiqalmento  sqaq  A»  9  y  C  trpa  reptas  dodasi  dfl  Us  %«e  pl  pqulfo^ 
i^cog^itp  X  diste  los  paatidodes  a^  69  y  y«  Si  nos  figui%Wjps  mi  cilindra 
de  revolqcipQ  que  teoga  pojr  ^e  a  la  lÍQ^aa  Ai  y  |K>r  iw^imn  recta  %  ui^ 
círculo  cuyo  radio  sea  a,  esta  superficie  cilindrica  contendrá  prepisgir 
mente  al  punto  x.  Este  punto  se  hallará  así  mismo  sobre  otros  dos  cilin- 
dros de  revolución,  que  tengan  por  ejes  y  por  radios  a  B  y  6>  y  a  C 
y  y;  por  consiguiente,  la  cuestión  queda  reducida  a  hallar  todos  los 
puntos  comunes  a  estos  tres  cilindros.  Y  suponiendo  que  las  trazas  ho- 
borii^pjcitales  de  estas  tres  superficies  se  hai^  cpn^tniidp  jseguii  i^agH^f  ^ 
pspllpar  aqní  abolq,  op  ha^r^  mas  q^^  buts^pari  pqr  el  ip^Mp  4^  oAp»» 

288,  la  c\»rba  dp  vH^wificcÁw  4^  ciliwJrp  A  cpn  ^  6,  y  pn  f(¥tfpi4»  ^ 
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da  lo^  «iUp^rp^  A  y  C?{  ye«ta9  4oft  eijrM  qqe  padrea  «an«nH9  %  to  imf 
eo  a(^if  pwtV^it  QP  r^^o^  a  qi»Q  las  (re^  superficies  nw  Qw]iettl»Pi«Pte 
de  aegpiMJa  gvM«»  apeí  4Ar4a  ft  PPoiQc^r  ppr  sds  eoci^eatroi  )i\9^  4i¥wvw 
posiciones  que  puede  tener  el  punto  pedido  x.  Cpn  tp^di  plMWnipmQii 
que  para  obtener  los  puntos  verdaderamente  comunes  en  el  espacio  a 
las  dos' curbasi/no  deberemos  tomar,  entre  las  secciones  de  ias  dos^pi'o- 
yeccioues  horizontales,  sino  los  puntos  que  exactamente  correspentfat! 
a  secciones  sobre  el  plano  vertical;  es  decir,  que  estos  puntos  deberán 
estar  situados  de  do»  en  dos  sobre  perpendiculares  a  ta  Ifnea  de  ti^erra. 
Podremos  ademas  construir,  como  para  comprobeícion^  ta  t^Urba  de  in- 
tersección de  los  cilindros  B  y  C,  que  deberá  también  pasar  por  los 
puntp3  comuues  a,  la^  dp9  prim^riGLacurbas. 

505.  Ea  cuainto  al  modo  de  hallar  la  traza  liorízonlal  de  cada  cí*fig.  i06. 
lindro,'  representemos  sobre  dos  planos  de  proyección  el  eje  de  uno  de 
eMos  ppr  (AF,  A*F*).  Haciendo  jírar  esta  recta  al  rededor  de  l(k  vertical 
A,  paraabaíirla  paralelamente  á  este  mismo  plano,  se  convertirá  en  (A/, 
A'/');  y  entonces  [a  sección  circular  del  cilindro  se  proyectará  «sogon 
una  recta  G'H'  igual  a  2a  y  perpendicular  a  Ay.  Luego  él  cotítomo 
aparente  del  cilindro  nos  le  darán  las  rectas  G'K^  y  H^L-,  paralelas  a 
A|f\  y  la  traza  horizontal  de  esta  superficie,  en  la  actual  posición,  será 
una  elipse  que  tendrá  evidentemente  por  eje  mayor  a  la  distancia  UK\ 
Por  consiguiente,  si  restituimos  los  puntos  K'  y  L'  a  áy  d,  la  recta  ad 
y  su  perpendicular  &Ae^=2a,  serán  los  ejes  de  la  elipse,  según  la  que  el 
cilindro  primitivo  corta  lal  plano  horizontal;  de  modo  que  ahora  se- 
rá fácil  construir  esta  curba: 

506«  flecorriendo  un  injeniero  (^)  un  país  montoMQSo^  va  pravUto  de 
unmapc^  topográfico  eu  el  cual  estáji  »eñ{ila4a^  exactamente  Ja$  proy^- 
cianea  de  lojs  diverso^  puntq&  del  terreno  y  t^m^ien  Ig^  acata  f  iones  qm 
indi(;qn  Im  alturas  de  estos  puntas  sobre  una  misma  superfi^  de  nivel. 
Encuentra  un  punto  notable  qu^  no.  c^  representado  en  el  mapa^  y  no 
tiene  consigo  otro  instrumento  acomodado  a  n%e4i^  l^^  ángulo^  que  un 


(^)    Este  artículo  y  el  siguiente^  estón  eitractados  de  la  Jwntííria 
desfiriptim.  dfi  MoBge. 
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grafómetro  prometo  de  un  hito  de  aplomo.  Yee  le  pide  que  ein  eepararee, 
de  la  eetaóion,  comtruya  en  la  carta  el  punto  en  qat  te  halla,  y  que  de» 
termine  la  aco^nion  que  corresponde  a  eete puntóles  decir,  eu altura eo^ 
bre  la  euperjieie  de  nitel. 

m. 

<^  Entre  k)t  puntos  del  terreno  marcados  de  un  modo  exacto  en  el 
mapa»  y  que  están  mas  próximos»  señalará  el  injeniero  tres^  dos  de  los 
cuales»  a  lo  menos,  no  estén  ala  misma  altura  queél^  en  seguida  observa- 
rá los  ángulos  formados  por  la  vertical  y  los  rayos  visuales  dírijidos  a 
estos  tres  puntos,  y  .en  virtud  de  esta  sola  observación,  podrá  resolver 
la  cuestión. 

**  Con  efecto,  llamemos  A,  B  y  C,  a  los  tres  puntos  observados  cuyas 
pro}'ecciones  horizontales  están  marcadas  en  el  mapa,  sus  proyecciones 
verticales  las  podrá  también  construir  por  medio  de  las  acotaciones  respec*^ 
tivas.  Supuesto  que  conoce  el  ángulo  formado  por  la  vertical  y  el  rayo  vi- 
sual dirijido  al  punto  A,  conocerá  también  el  ángulo  formado  por  el  mis« 
mo  rayo  con  la  vertical  levantada  en  el  punto  A;  porque  despreciando  la 
curbatura  de  la  tierra,  que  es  en  el  caso  presente  conveniente,  estos  dos 
ángulos  serán  alternos  internos,  y  por  c<msiguiente,  iguales.  Luego,  como 
conoce  una  superficie  cónica,  de  base  circular,  cuya  cáspide  está  en  el 
punto  A,  su  eje  es  vertical,  y  el  ángulo  formado  por  este  eje  y  la  recta 
jeneratriz  igual  al  ángulo  observado,  lo  que  completamente  determina  a 
la  superficie,  esta  precisamente  pasará  por  el  rayp  visual  dirijido  al 
puntoA,  y  por  consiguiente  por  el  punto  de  la  estación;  de  este  moda 
tendrá  determinada  la  primer  superficie  curba,  sobre  que  se  halla  el  pun- 
to pedido.  Haciendo  el  mismo  raciocinio  respecto  a  los  otros  dos  puntos 
B  y  C,  concluirá  que  el  punto  pedido  se  halla  también  sobre  otras  dos 
superficies  cónicas  de  bases  circulares,  cuyos  ejes  son  verticales,  y  sus 
cúspides  se  hallan  en  los  puntos  B  y  C,  y  qoe  en  cada  una  dé  ellas  él 
ángulo  formado  por  el  eje  con  la  jeneratriz ,  es  igual  al  ángulo  for->- 
mado  por  la  vertical  con  el  rayo  visual  correspondiente.  Según  esto, 
el  punto  pedido  se  hallará  al  mismo  tiempo  sobre  tres  superficies 
cónicas,  determinadas  de  forma  y  de  posición,  y  por  consiguiente  estará 
en  su  intersección  común.  En  este  caso  no  hai  mas  que  construir,  segnn 
los  datos  de  la  cuestión,  las  proyecciones  horizontales  y  verticales  de 
las  intersecciones  de  estas  tres  superficies,  consideradas  de  dos  en  dos 
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(*);Ia8  intersecciones  de  estas  proyecciones  nos  darán  las  proyecciones 
horizontal  y  vertical  del  punto  pedido;  y  por  consiguiente»  la  posi* 
cion  de  este  pnnto  en  el  mapa;  y  su  altura  encima  o  debigo4e  los.  pun- 
tos observados,  lo  cual  determinará  su  acotación. 

**  Esta  solución  debe  producir,  en  jeneral,  ocho  puntos  que  cumplan 
con  la  cuestíoui  pero  le  será  fácil  al  observador  el  distinguir  entre  estos 
ocho  puntos,  el  que  coincide  con  el  ponto  de  la  estación.  Pero  desde 
luego  podrá  cerciorarse  si  el  punto  de  la  estación  se  halla  encima 
o  debajo  del  plano  que  pasa  por  los  tres  puntos  observados;  supon^ 
gamos  que  este  punto  esté  enciom  del  piado  de  la  cúspide  de  los  co- 
nos; en  este  caso,  estará  autorizado  pa^a  despreciar  las  ramas  de  la 
intersección  de  las  superficies  cónicas  que  existen  debajo  de  este  plano, 
y  en  viriud  de  esto,  el  núimero  de  puntos  visibles  quedará  reducido  a 
cuatro;  esto  mismo  sucederia  si  por  el  contrario  el  punto  de  la  estación 
estuviese  colocado  debajo  del  plano.  En  seguida,  entre  estos  cuatro 
puntos,  si  acaso  existen  todos,  encontrará  con  facilidad  el  que  tiene  la 
misma  posición  respecto  a  las  otras  tres  cúspides,  que  la  del  punto  de 
la  estación,  con  relación  a  los  puntos  observados. " 

507.  Siendo  las  mismas  las  circunstancias  que  en  la  cuestión  prece- 
dente,  con  la  sola  diferencia  de  que  el  instrumento  no  está  provisto  de 
hilo  de  aplomo,  de  modo  que  no  pueden  medirse  los  ángulos  con  la  ver- 
tical, se  pide  aun  al  injeniero,  que  sin  separarse  de  la  estación,  fije  so- 
bre el  mapa  la  posición  del  punto  en  que  se  halla,  y  que  determine 
la  acotación  de  este  punto,  es  decir,  su  elevación  sobre  la  superficie  de 
nivel  a  que  están  referidos  todos  los  puntos  del  mapa. 

^  Después  de  haber  elej  ido  tres  puntos  del  terreno  que  estén  espresa* 
dos  de  un  modo  exacto  en  el  mapa,  y  que  se  hallen  situados  de  modo 
que  ú  punto  de  estación  no  esté  en  el  mismo  plano  con  ellos,  medirá  el 
injeniero  los  tres  ángulos  que  forman  entre  sí  los  rayos  visuales  dirijidos 

' — ■ • — ■ --T 

(*)  La  intersección  de  dos  de^  cisconas  se  construirá  por  el  método 
del  núm.  297;  y  mejor  aun,  cortándolos  con  diversos  planos  horizofUales, 
porque  las  secciones  serán  circuios,  cuyos  centros  se  proyectarán  en  el 
mismo  punto  que  la  cúspide,  y  sus  radios  estarán  de  manifiesto  en  el  pía* 
no  vertical. 
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a  flsto9  tres  pontos;  ypor  medio  do  esta  sola  obserracion,  estará 
tado  do  rcaolver  la  cuestión. 

"  Con  efecto,  si  llamamos  A,  B,  y  C  a  los  tres  pnntoí  obserradoB,  y  si 
loa  unimos  por  Ins  tres  rectas  4B,  BC  y  CA,  el  itijeiiiero  tendrá  taü 
proyeccionCB  horizontolcB  de  estas  rectas  trazadas  en  el  mapa;  y  ade- 
mas, por  medio  de  las  acotacionesde  los  tres  plintos,  conocerá  las  dife- 
rencias de  los  alturas  de  las  eelreniidades  de  estos  rectas,  y  por  consi- 
guiente, podrá  determinar  la  magnitud  de  cadn  una  de  ellas. 

"  Sentado  eeto,  si  en  un  plano  cuQtf|n¡era  tirado  por  AB,  conoceitioR 
oo  triángulo  rectángulo  BAD  conslroido  s(»bre  AB  como  base,  y  cayo 
ángulo  en  B  sea  el  complemento  del  ángulo  bajo  el  cual  »g  ha  observa- 
do el  lado  AB,  ul  úi  m  nal  al  ángulo  observado,  y  la  cir* 
CHoferenciu  de  cír<tu  tres  puntoB  A,  B  y  B,  gozará  de 
iapropiedad,  d(  pícra  de  lospumos  del  arco  ADB 
tiritmos  doa  reí  lel  átignlo  qns  Gatus  comprelieii- 
dan  entre  si  se  'ado.  Por  coiíaíguicntc,  si  cnnce- 
biinofl  que  el  :  ededor  do  AB  como  charnela,  el 
arco  ADB  enjeudro  9  revolución  cuyos  puntos  todos 
gozarán  de  la  mianiu  >i  ;cir,  <¡uü  m  desde  un  punto  cual- 
quiera de  esta  superfícre,  rectas  a  los  puntos  A  y  B,  estes 
rectas  forntarár^  entre  sf  lal  al  áug;nÍo  observado*  Pero  es 
evidente  que  los  puntos  de  esta  superficie  de  revolución  son  los  úuieos 
que  gozan  de  esta  propiedad;  luego  la  siipei-ficic  pasará  fior  el  punto  de 
la  estación.  Si  raciocinamos  det  mismo  modo  respecto  a  las  otras  dos 
rectas  BC  y  CA,  tetr^iuioá  cirainle»' goyeirtioiw  dar  r»*oh¡ioimij ^bra 
c»da  Dtm  (k  la» <)i!io  ee  hftlIlAtiá  flI'f«n|tO'de'taL»lMaeiiHj  pór-conaigtren- 
loi  estepuBto  e«tapá  iriininiaMoiiéKlípti  ¿obre^tM»  mperfiQies de  i&nti 
luGÍi)»,  de  fovina  f  poaíiéibti'detMttitftdtta^  emñimd-ite  esto  sorá  o*  p«i^ 
to  de  sD  comntr  Htt«r8e<wÍMi.  "'Jkiá  S<^<q«*  «(HMituyeodo  Ifts  Y'<7^°Í9^ 
nes  horizontales  y  verticales  de  las  intersecciones  de  estas  tres  superfi- 
cies consideradas  de  dos  en  dos,  los  puntos  en  que  las  missias  tres  pro- 
yecciones aecefí&OiMíitifiWfptóyéoáiHmt  dfti  pmto^  qfáa  cnAipIc'doii 
l'K  CtreStíon.    ■    '    ■■'■■■■  ■■'■  ■   V:  ■■■■>■  ..i...  ■■■....,--,  ■■  ■ -;  ,   ■■V\: 

506.    Vent(vd«s  qu«i  !^par»«fteum^aaMMwemt»ecMi«a  pür^^cnÉ^ 
tod^  (tel-  n6«b  998^iai^j3ittiBMW#fM»(>4fet^^UÍto8«k^ABOporpl«^ 
rizontal  del  deparado,  y  dirijimoa  el  plano  vertical  perpendic^M' WlilW 


irá  en  es-  S 
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de  los  ladoSy  al  AB  por  ejemplo,  no  hallaremos  de  este  modo  sino  Id 
proyección  del  punto  pedido  sobre  el  plano  ABC  y  su  altura  encima  o 
debajo,  de  este  plano;  pero  como  este  último  tiene  una  posición  cono- 
cida respecto  a  la  superficie  de  nivel  a  que  están  referidos  todos  los 
puntos  del  mapa,  será  mui  fácil  hallar  en  seguida  la  proyección  de  la 
estación  sobre  el  plano  mismo  del  mapa,  y  su  altura  encima  de  este 
plano. 

509.  Observemos  también  que  si  quisiéramos  resolver  esta  problema 
analíticamente,  combinando  para  ello  las  equacioncs  de  las  tres  super- 
ficies de  revolución  descritas  por  los  arcos  ADB,  BEC  y  CFA,  halla- 
ríamos muchas  soluciones  que  serian  ajenas  de  la  cuestión;  porque  el 
análisis  no  separaría  la  napa  descrita  por  el  arco  ADB,  de  la  que  descri- 
be el  arco  AdB;  sino  que  una  sola  equacion  abrazaría  a  la  vez  a  estas 
dos  napas.  Sin  embargo,  ya.que  por  la  observación  conocemos,  en  el 
caso  presente,  los  ángulos  romprehendidos  entre  los  rayos  visuales* 
sentimos  mui  bien  que  no  nos  es  permitido  adoptar  indiferentemente 
al  ángulo  ADB,  o  a  su  suplemento  AdB.  Por  consiguiente,  en  las  ope- 
raciones gráficas,  debemos  despreciar  enteramente  las  ramas  de  las 
curbas  y  los  puntos  que  nos  den  las  napas  suplementarias,  enjendradas 
por  la  revplucion  de  los  tres  a^rcps  AdB,  A^C  y  A/C. 


H®Mi^>' 
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DB  LAS   SUPB&rXCXaS  GAUSAS. 


•    CAl^ITULO  PRIMERO. 


Nociones  jenerales  sobre  las  superficies  gausas. 

510,  A  todas  las  superficies  que  pueden  ser  enjendradas  por  el  mo- 
vimiento de  una  línea  recta,  se  les  da  en  jeneral  el  nombre  de  superfi- 
cies regladas,  porque  evidentemente  podremos  ejecutarlas  sobre, un 
cuerpo  sólido,  por  medio  de  una  regla^  cuya  ventaja  hace  que  su  uso  sea 
mui  frecuente  en  las  artes;  pero  debemos  dividirlas  en  dos  clases  mui 
distintas  según  la  lei  que  dirije  el  movimiento  de  la  jeneratriz  rectilínea, 
cumple  o  no  con  la  condición  de  que  dos  posiciones  consecutivas  de 
la  recta  móvil  estén  situadas  en  un  mismo  plano.  Cuando  esta  con- 
dición queda  satisfecha,  la  superficie  reglada  es  desarróllahle^  y  un  mis- 
mo plano  la  toca  en  todo  el  largo  de  una  jeneratriz,  como  lo  hemos  pro- 
bado en  los  números  175  y  177.  Y  como  todo  lo  que  dice  relación  a  la 
determinación  del  plano  tanjente,  a  la  construcción  de  las  jeneratrices 
y  al  desarrollo  de  esta  clase  de  superficies,  lo  hemos  esplicado  ya  en 
los  libros  precedentes,  y  con  especialidad  en  el  ejemplo  jsneral  del  núm. 
465,  no  trataremos  ya  de  estas  cuestiones;  y  solo  nos  ocupamos  aquí 
en  las  süperfcies  causas,  es  decir,  en  las  superficies  enjendradas  por 
una  recta  que  se  mueve  de  modo  que  dos  posiciones  consecutivas,  por  mas 
próximas  que  las  supongamos,  72(7  están  situadas  en  un  mismo  plano. 
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511.  Antes  de  indicar  los  diversos  modos  do  realizar  la  condición  fi<x 
precedente,  haremos  observar  que  siempre  resulta,  que  el  elemento  su- 
perficial indefinido  en  lonjitud  y  comprehendido  entre  dos  jeneratrices 
infinitamente  próximas  G  y  G',  es  también  gauso;  porque  respecto  a4o- 
das  lascurbas  A,  B,  C,..,.  que  se  tracen  sobre  la  superficie,  los  elemen- 
tos lineales  LL',  MM',  NN',....  que  son  rectas  que  tienen  cada  una  dos 
puntos  comunes  con  G  y  G\  no  podrán  estar  situados  en  un  mismo  pla- 
no, supuesto  que  estas  rectas  no  lo  están.  Ademas,  como  las  tanjentcs 
LL'T,  MArU,  NN'V,..,.  que  son  las  prolongaciones  de  estos  elementos 
lineales,  estarán,  según  lo  espuesto,  en  planos  ^diferentes,  precisamente 
sucederá  que  los  planos  tanjentes  GLT,  GMÜ,  GN  V,....  relativos  a  los 
dicersos puntos  JLf  M,  N....  de  una  misma  jeneratrizy  serán  distintos  unos 
de  otros,  aun  cuando  todos  contengan  a  la  jeneratriz  GLMN. 

512.  J>e  aquí  resulta  también  que,  en  una  superficie  gausa,  cada 
plano,  tal  como  GLT,  aunque  es  verdaderamente  tanjcnte  en  li,  es 
decit,  que  contiene  las  tanjentes  a  todas  las  curbas  trazadas  sobre  la 
superficie  y  que  pasan  por  este  punto,  llega  a  ser  secante  en  todos  los 
demás  puntos  que  tiene  comunes  con  ella;  y  su  intersección  se  compone, 
en  primer  lugar,  de  la  misma  jeneratriz  GLM,  y  de  otra  segunda  rama 
que  pasa  por  el  punto  L,  que  puede  ser  rectilínea  o  curbilinea,  según 
sea  la  forma  de  la  superficie  gausa  de  que  tratemos, 

513.  Veamos  ahora  de  qué  modo  podemos  realizar  la  condición 
(núm.  510)  que  caracteriza  a  las  superficies  gausas.  Sí  sujetamos  a  la 
recta  móvil  a  que  solo  resbale  sobre  una,  o  también  sobre  dos  curbas  di- 
rectrices A  y  B  invariables  de  forma  y  de  posición,  no  quedará  completa- 
mente determinado  el  movimiento  de  esta  recta;  porque  en  cada  punto  L 
elejido  arbitrariamente  en  A,  podrá  la  jeneratriz  rectilínea  tomar  una  in- 
finidad de  posiciones,  situadas  todas  sobre  el  cono  que  tuviese  por  base 
a  B  y  por  cúspide  al  punto  L.  Por  consiguiente,  no  son  suficientes  dos 
curbas  para  dirijir  el  movimiento  de  una  recta;  a  no  ser  que  ademas  se 
imponga  la  condición  de  que  la  superficie  enjendrada  sea  desarrolla  ble, 
como  lo  hemos  visto  num,  180;  pero  cabalmente  esta  condición  es  la 
misma  de  que  queremos  prescindir  aquí. 

Por  consiguiente,  sujetemos  la  recta  móvil  a  resbalar  constanteinente 
sobre  tres  curbas  directrices  A,  B  y  C,  y  vamos  a  ver  que  estas  condi- 
ciones son  suficientes  para  arreglar  completamente  el  movimiento  de 
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esta  jeneratriz.  Con  efecto,  si  nos  figuramos  dos  conos  que  tengan  por 
cúspide  común  al  puntó  L  tomado  arbitrariamente  sobre  Á,  y  por  bases 
el  uno  a  la  directriz  A  y  el  otro  a  la  C,  podremos  con  suma  fkcilidad 
construir  las  trazas  de  estas  superficies  cónicas  sobre  uno  de  los  planos 
de  proyección;  y  uniendo  los  puntos  de  sección  de  estas  dos  trazas  con 
la  cúspide  común  L,  obtendremos  una  o  mas  rectas,  pero  siempre  ^itt- 
tas  en  número,  que  así  como  la  GLMN,  se  apoyarán  evidentemente  en 
las  tres  curbas  A,  B  yC,  supuesto  que  dichas  rectas  son  las  interseccio- 
nes de  dos  conos  que  pasan  por  B  y  por  C.  Por  consiguiante,  estas  rec- 
tas serán  las  posiciones  determinadas  que  debe  tomar  la  jeneratriz  mó- 
vil, cuando  resbalando  sobre  A,  llegue  al  punto  L;  respecto  a  otros  pan- 
tos L',  L^',....  construiremos  del  mismo  modo  las  posiciones  de  esta  je- 
neratriz. 

514.  Ademas  de  esto,  la  superficie  enjendrada  de  este  modo,  será 
en  jeneral  gausa\  porque  cuando  la  recta  móvil  pase  de  una  posición 
GLMN  a  otra  G'L'M'N'  infinitamente  próxima,  podrá  considerarse  co- 
nío  si  hubiese  jirado  sobre  las  tres  tanjentes  LT,  MU  y  NV,  que  tienen 
con  las  directrices  los  elementos  comunes  LL*,  MM*  y  NN';  luego,  si 
estas  tres  tanjentes  no  están  situadas  en  un  solo  y  mismo  plano,  tam— 
poco  se  hallarán  en  él  las  dos  jeneratrices  G  y  G',  Pero  para  que  estas 
tanjentes  se  hallen  en  un  mismo  plano,  y  sobre  todo  para  que  esta 
misma  circunstancia  se  reproduzca  en  cada  sistema  de  puntos  (L,  M,. 
N),  (L',  M',  N'),  (L",  M",  N"),..„  situados  de  tres  en  tres  en  línea  recta, 
es  claro  que  se  necesita  hacer  una  elección  particular  en  la  íbrma  y  po- 
cision  de  las  directrices  A,  B  y  C;  por  consiguiente,  en  jeneral,  la  m— 
perficie  descrita  por  una  recta  móvil  que  se  apoya  constantemente  en  tres^ 
curbas  Jijas,  es  gausa. 

Pero  una  superficie  de  esta  natnraleza  puede  presentar  una  línea  sin- 
guiar,  en  cuya  lonjitud  exista  un  elementa /?Zan^,  hidefinida  en  lonjitod; 
esto  es  lo  que  sucedería  en  el  caso  en  qtie  respecto  a  cierto  pnnto 
L,  los  dos  conos  de  que  acabamos  de  hablar  en  el  número  preceden- 
te, tuviesen  sus  trazas  tanjentes  una  a  otea.  En  este  caso,  la  jeneratriz 
tirada  de  L  a  este  punto  de  contacto,  podría,  sin  separarse  del  punto  L,. 
resbalar  sobre  la  tanjente  común  a  las  dos  trazas,  y  así  describiría  un  ele- 
mento particular  que  sería  plano.  Esto  es  lo  mismo  que  suponer  que  las 
dos  tanjentes  MU  y  NY  están  en  un  mismo  plano,  y  con  mayor  razou 
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sería  lo  mismo,  si  las  tres  tanjentes  en  L^  M^  y  N  se  hallasen  en  un 
solo  phtno. 

515.  Podemos  también  sujetar  a  la  rectamóvil  G  a  que  resbale  cons-  ^^^'  i^^- 
tantemente  sobre  dos  curbas  fijas  A  y  B,  permaneciendo  siempre  parálela 

a  un  plano  dadoF  que  se  Uama  plano  director.  Para  construir  en  este 
caso  las  posiciones  de  la  jeneratriz,  es  suficiente  cortar  a  las  curbas  A 
y  B  (núm.  233)  con  varios  planos  paralelos  a  P;  y  uniendo,  por  medio 
de  una  recta,  los  dos  puntos  de  sección  de  cada  plano,  tendremos  las  lí- 
neas GLM,  GX'MV**-  que  evidentemente  satisfarán  las  condicio- 
nes impuestas  a  la  jeneratriz.  La  superficie  que  es  el  lugar  de  todas  es- 
tas rectas,  será  también  en  jeneral  gausa,  porque  las  tanjentes  LL'T  y 
MM'U,  en  que  se  apoya  la  recta  G  cuando  pasa  a  la  posición  infinita- 
mente próxima  G',  no  se  hallarán  de  ordinario  en  un  mismo  plano. 

Por  lo  demás,  este  jénero  de  superficies  gausas  se  comprehende  en 
el  precedente,  cuando  nos  imajinamos  que  la  tercera  directriz  C  está 
situada  al  infinito,  en  el  plano  P, 

516.  En  todas  las  superficies  regladas,  podremos  reemplazar  las 
curbas  directrices  por  superficies  directrices  a  las  que  deberá  la  recta 
móvil  ser  tanjente.  Por  ejemplo,  si  asignamos  una  curba  A  y  una  su- 
perficie S  para  dirijir  a  la  jeneratriz,  auna  con  un  plano  P  a  que  esta 
recta  móvil  deba  permanecer  paralela,  deberemos  tirar  por  cada  punto 
L  tomado  sobre  A,  un  plano  paralelo  a  P,  el  cual  cortará  a  la  superfi- 
cie S  según  una  curba  a  la  que  tiraremos  tanjentes  que  salgan  de  L; 
estas  serán  las  posiciones  de  la  jeneratriz  pedida,  y  la  superficie  regla- 
da, producida  de  este  modo,  será  en  jeneral  gausa.  Ademas,  tocará  a  S 
en  toda  la  ostensión  de  la  curba  formada  por  los  puntos  de  contacto  a, 
6,  y,....  de  las  tanjentes  de  que  acabamos  de  hablar;  porque,  así  para  la 
superficie  gausa  como  para  la  S,  el  plano  tanjente  contendrá  a  la  jene- 
ratriz rectilínea  y  a  la  tanjente  de  la  curba  agy,  que  es  común  a  las  dos 
superficies. 

Si  se  nos  diesen  dos  superficies  S  y  S*  con  un  plano  director  P,  cor- 
taríamos a  estas  superficies  con  diversos  planos  paralelos  a  P,  y  tiraría- 
mos una  tanjente  coman  a  las  dos  secciones  producidas  por  cada  uno 
de  los  planos  secantes. 

517.  Cuando  las  superficies  regladas  no  admiten  plano  director  y  po- 
dremos reemplazar  una  o  mas  de  las  tres  curbas  directrices  A,  B  y  C, 
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con  superficies  a  que  deba  ser  tanjenle  la  jeneratriz.  Con  efecto,  supon- 
gamos  que  señalemos  para  dirijir  el  movimiento  de  esta  recta,  a  las 
curbas  A  y  B  con  una  superficie  S;  será  preciso  construir  para  cada 
punto  L  tomado  sobre  A,  dos  conos  que  tengan  sus  cúspides^  comunes 
en  L,  y  uno  de  los  cuales  tenga  por  base  a  la  curba  B,  en  tanto  que 
el  otro  esté  circunscrito  a  la  superficie  S  (nüm.  347}:  las  intersecciones 
de  estos  dos  conos,  que  precisamente  serán  rectas,  nos  darán  la  posi- 
ción de  la  jeneratriz  cuando  pase  por  el  punto  L.  Cuando  la  superficie 
S  sea  desarrollable,  será  mas  corto  tirarle  un  plano  tanjente  que  corte 
a  las  dos  curbas  Ay  B  en  puntos  que  reuniremos  por  medio  de  una  rec- 
ta, esta  será  una  posición  de  la  jeneratriz. 

Si  se  nos  da  una  sola  curba  A  con  dos  superficies  directrices  S  y  S', 
será  preciso  combinar  a  un  tiempo  dos  conos  circunscritos  uno  a  S  y  el 
otro  a  S'  y  cuya  cúspide  común  se  halle  en' un  punto  L  de  la  línea  A. 

518.  Cuando  solo  se  asignan  tres  superficies  S,  S'  y  S"  a  las  que  la 
recta  móvil  deba  constantemente  permanecer  tanjente,  será  mucho 
mas  trabajosa  la  construcción  de  las  diversas  posiciones  de  esta  jene- 
ratriz; pero  llegaremos  a  conseguirlo  refiriendo  la  cuestión  a  uno  délos 
casos  precedentes*  Con  efecto,  si  conocemos  una  recta  G  que  toque  a 
la  superbie  S  en  un  punto  determinado  a,  a  S'  en  a',  y  a  S"  en  a";  y  ha- 
cemos en  seguida  resbalar  esta  línea  Gaa'a"  sobre  las  dos  superficies  S 
y  S',  sujetándola  ademas  a  permanecer  paralela  a  un  plano  director  P, 
obtendremos,  por  el  método  del  núm.  516,  una  superficie  ausiliar  Sque 
cortará  a  S"  según  cierta  curba  a"g"y  que  pasará  por  el  punto  a",  y  a 
la  que  la  recta  G  será  precisamente  tanjente  en  este  punto,  porque  G  se 
halla  evidentemente  en  el  plano  tanjente  de  S",  y  en  el  que  toca  a  la  su- 
perficie gausa  2  en  el  punto  a".  Por  consiguiente,  si  principiamos  por 
construir  la  superficie  ausiliar  2  que  tiene  por  directrices  a  S,  S',  y  al 
plano  P;  jr  si  en  seguida  determinamos  su  intersección  a"S"y"  con  la 
superficie  S",  no  habrá  mas  que  tirar  a  la  curba  a"g"y"  una  tanjente 
que  sea  paralela  al  plano  P,  y  esta  tanjente  será  la  posición  de  una  je- 
neratriz G  de  la  superficie  pedida  que  tiene  por  directrices  a  S,  S',  y  S*\ 
Para  obtener  otros  puntos  de  esta  jeneratriz,  haremos  variar  la  direc- 
ción del  plano  P. 

519.  Podemos  también  dirijir  el  movimiento  de  la  recta  que  enjen- 
dra  una  superficie  reglada,  asignando  dos  curbas  directrices  A  y  B,  cou 
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la  condición  de  que  lajeneratriz  corte  a  una  de  ellas  bajo  un  ángulo  cons- 
tante dado;  o  bien,  c\\\q  la  i^orcion  de  esta  jen eratriz  comjrrehendida 
entre  A  y  B,  conserve  una  lonjitudjija.  Podemos,  también  hacer  resba- 
lar la  recta  móvil  al  largo  de  una  sola  curba  A  trazada  sobre  una  super- 
ficie  fija  S,  a  laque  deberá  la  jeneratriz  ser  normal  Sfa.  Ófa.  Pero  todas 
estas  variedades  de  superficies  regladas,  para  las  quo  será  fácil  nos 
imajinemos  un  modo  de  construcción  apropiada  a  las  condiciones  que 
imponga  cada  problema,  no  ofrecen  un  interés  tal  que  motive  las  dis- 
cutamos en  detalle,  y  ademas,  no  forman  en  el  fondo  jénero  verdadera- 
mente distinto,  puesto  que  siempre  las  podemof»  concebir  relacionadas 
con  las  del  num.  513,  adoptando  por  directrices  de  la  recta  móvil,  a 
tres  secciones  dadas  a  discreción  en  la  superficie. 

520.  Para  completar  estas  nociones  jenerales,  agregaremos  que  se 
da  el  nombre  particular  de  conoide  a  las  superficies  gausas  que  admi- 
ten un  plano  director  P  con  dos  directrices,  una  de  las  que  es  rectilínea: 
la  otra  directriz  puede  ser  una  curba  o  una  superficie.  Diremos  que  el 
conoide  es  recto,  cuando  la  directriz  rectilínea  sea  perpendicular  al  plano 
P  (véase  núm.  596). 

Cuando  las  dos  directrices  son  rectas,  el  conoide  toma  el  nombre  de 
paraboloide  hiperbólico^  o  de  corioide  de  segundo  grado,  porque  es  el 
imico  cuya  equacion  no  so  eleva  mas  que  a  este  grado. 

Finalmente,  cuando  una  superficie  reglada  que  no  admite  plano  di- 
rector, tiepe  por  directrices  a  tres  rectas  cualesquiera,  toma  el  nombre 
de  hiperboloide  de  una  napa;  este  hiperboloide  y  el  paraboloide  de  que 
acabamos  de  hablar,  se  designan  también  simultáneamente  bajo  el 
nombre  de  superjicies  gausas  de  segundo  grado,  porque  el  análisis  nos 
enseña  que  son  las  únicas  superficies  de  esta  naturaleza,  cuya  equa- 
cion no  se  eleva  sino  hasta  este  orden.  Vamos  a  principiar  por  con- 
siderar estos  dos  jéneros  particulares,  que  presentan  propiedades  mui 
notables,  y  que  necesitamos  conocer  para  estudiar  las  otras  superficies 
gausas. 


# 
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CAPITULO  11. 


Del  hiperboloide  de  una  napa. 


FiG.  109.  521.  Llamamos  a.sí,  a  la  superficie  particular  enjeudrada  por  una 
recta  móvil  A  que  constantemente  se  apoya  sobre  tres  rectas  fijas  B,  B'  y 
B"  que  no  son  paralelas  a  un  solo  plano,  y  de  las  que  dos  cualesiquiera  de 
ellas  no  se  hallan  tampoco  en  un  mismo  plano;  porque  mas  adelaute  de- 
mostraremos (num.  535)  que  esta  superficie  es  idéntica  con  la  que  hemos 
designado  ya  bajo  este  nombre  en  el  núm.  83.  La  construcción  de  las 
jeneratrices  se  efectuará  por  el  procedimiento  jeneral  del  núm.  513,  que 
será  ahora  mui  sencillo,  porque  las  superficies  cónicas  ausiliares  se  redu- 
cirán a  pianos;  y  así  después  de  haber  tomado  un  punto  arbitrario  L  so- 
bre la  directriz  B,  tiraremos  por  este  punto  dos  planos,  uno  de  los  cua- 
les pase  por  B'  y  otro  por  B";  indagando  en  seguida  la  intersección  de 
estos  dos  planos,  obtendremos  una  recta  ALMN  que  evidentemente  se 
apoyará  sobre  las  tres  directrices  señaladas.  Hallaríamos  el  mismo  re- 
sultado, construyendo  la  intersección  de  la  directriz  B"  con  el  único 
plano  tirado  por  L  y  la  recta  B',  y  uniendo  este  punto  de  sección  con  el 
punto  L.  Este  mismo  procedimiento  aplicado  subcesivamente  a  otros 
puntos  L',  L'\....  de  la  recta  B,  nos  daria  las  diversas  jeneratrices  A,  AV 
A'',  A'^\...  del  hiperboloide  de  que  tratamos;  y  como  cada  una  no  puede 
ocupar  evidentemente  sino  una  sola  posición  cuando  pasa  por  un  punto 
dado  L  o  L',  sigúese  de  aquí  que  el  movimiento  de  la  recta  móvil  queda 
completamente  determinado  por  la  condición  de  apoyarse  spbre  laja  tres 
directrices  asignadas. 

522.  Esta  superficie  es  precisamente  gausa;  porque  no  podrán  ha- 
llarse en  un  mismo  plano  dos  jeneratrices  cualesquiera  A  y  A',  sino 
cuando  las  rectas  B,  B\  B'',  que  cada  una  tiene  dos  puntos  comu- 
nes con  A  y  A^  estén  también  situadas  en  este  plano  único;  lo  que 
es  contrario  a  las  condiciones  formalmente  impuestas  en  la  definición 
del   núm.  521.   Ademas,  como  este   raciocinio  no  exije  que  las  dos 
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rectas  A  y  A',  estéi)  aquí  infínitamente  próximas,  como  se  suponia  para 
una  superficie  gaosa  jeneral  (num.  510),  resulta  que  en  e\  hiperboloide, 
dos  jeneratrices  cualesquiera  no  están  nunca  en  un  mismo  plano. 

523.  Si  entre  las  tres  directrices  B,  B'  y  B",  que  suponemos  no  ser  fio.  no. 
paralelas  a  un  solo  plano,  hubiese  dos  que  estuviesen  en  un  mismo  pla- 
no B'CB",  no  podría  la  recta  móvil  A  cumplir  con  las  condiciones  im- 
puestas,  sino  de  los  dos  modo^  siguientes  :  1.  ^  pasando  constantemente 

por  el  punto  de  sección  C  y  resbalando  sobre  B,  lo  que  baria  que  des- 
cribiese el  plano  CDB  ;  2,  ®  jirando  en  el  plano  B'CB*\  al  rededor  del 
punto  1)  en  que  le  encuentra  la  recta  B.  Y  en  ambos  modos  la  su- 
perficie descrita  sería  el  sistema  de  dos  planos  que  se  cortasen.  Pero 
esta  variación  del  hiperboloide,  que  es  análoga  al  caso  de  una  hipérbola 
reducida  a  sus  asíntotas,  no  presenta  ninguna  indagación  nueva,  y  en 
adelante  continuaremos  excluyendo  la  hipótesis  enteramente  particular 
ele  que  dos  de  las  directrices  se  hallen  en  un  mismo  plano. 

524.  El  hiperboloide  de  una  napa  goza  de  una  propiedad  mui  nota-Fio.  109. 
ble,  e  importante  para  la  determinación  de  los  planos  tanjentes  a  las 
superficies  gausas  jeneralas;  esta  es  la  de  admitir  otro  segundo  modo  de 
jeneracion  por  mendio  de  la  línea  recta,  en  el  cual  las  primeras  jenera- 
trices  se  conviertan  en  directrices,  y  recíprocamente.  Es  decir  que  si  hace- 
mos resbalar  una  recta  móvil  sobre  tres  cualesquiera  de  las  rectas  A,  A', 

A",  A**',-...  que  acabamos.de  construir,  esta  nueva  jeneratriz^  que  coinci- 
dirá evidentemente,  en  tres  de  sus  posiciones,  con  B,  B'  y  B",  describirá 
una  superficie  idéntica  con  el  primer  hiperboloide^  tanto  en  su  forma 
cuanto  en  la  posición.  Pero  antes  de  demostrar  esta  bella  propiedad,  re- 
cordaremos dos  teoremas  conocidos  en  la  teoría  de  las  transversales. 

525.  Lema  I.  Cuando  en  un  triángulo  ABC,  se  tira  una  transversal  fig.  i  i  i. 
cualquiera  PQR  que,  cortando  a  los  tres  lados  o  sus  prolongaciones, 
foripe  seis  segmentos,  el  producto  de  tres  segmentos  qu£  no  estén  conti- 
guos es  igual  al  producto  de  tos  otros  tres;  es  decir  que  tendremos  que 

AP  .  CR  .  BQ=AQ  .  BR  .  CP  (xj 

Con  efecto,  tiremos  la  recta  BH  paralela  a  Í*CIR,  y  evidentemente 
tendremos  las  proporciones  siguientes : 

AP.QB 


AQ  :  OB  : ;  AP  :  PH  = 


AQ     ' 
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CR  :  BR  ::  CP  :  PH  =  ^^'^^; 

y  en  seguida  igualando  los  dos  valores  de  PH,  hallaremos  la  fórmula  (x). 
KiG.  112  526.  Lema  11.  Si  en  un  cuadrilátero  gauso  ABCD,  trazamos  dos 
rectas  MN  y  PQ  que,  apoyándose  cada  una  en  dos  lados  opuestos,  o 
en  sus  prolongaciones,  se  corten  en  un  punto  O,  el  producto  de  cuatro 
segmentos  no  contiguos  será  siempre  igual  al  producto  de  los  otros  cuatro 
segmentos\  es  decir  que  tendremos  que 

AP  .  BN  .  CQ  .  DM=AM  .  DQ  .  CN  .  BP  (y) 

Primeramente,  observemos  que  si  las  dos  transversales  MN  y  PQ 
se  cortan  efectivamente,  deben  hallarse  en  el  mismo  plano,  el  cual  con- 
tendrá a  las  rectas  PN  y  MQ.  que,  por  consiguiente,  irán  a  cortarse  en 
cierto  punto  R;  pero  como  estas  rectas  PN  y  MQ  se  hallan,  una  en  el 
plano  del  triángulo  AB(J,  y  la  otra  en  el  de  ADC,  y  estos  planos  se  cor- 
tan según  la  diagonal  AC,  es  preciso  que  el  punto  de  encuentro  R  de 
las  líneas  PN  y  MQ,  esté  precisamene  colocado  sobre  esta  diagonal. 
De  donde  se  sigue  que  para  obtener,  en  un  cuadrilátero  gauso,  dos  trans- 
versales opuestas  que  realmente  so  corten,  podemos  tomar  a  discreción 
una  de  ellas  MN,  y  elejir  arbitrariamente  el  punto  P  de  la  segunda;  pero 
en  seguida,  deberemos  trazar  la  recta  PNRque  irá  a  cortar  a  la  diagonal 
AC  en  un  punto  R,  y  luego  tirar  la  RM  que  determinará  la  posición  del 
punto  Q  que  será  preciso  unir  con  P. 

Esto  supuesto,  los  triángulos  ABC  y  ADC,  cortados  por  las  trans- 
versales PNR  y  MQR,  nos  dan,  en  virtud  del  lema  precedente, 

AP  .  BN  .  CR  =  AR  .  CN  .  BP , 
CQ  .  DM  .  AR  =  CR  .  DQ  .  AM ; 

y  de  aquí,  multiplicando  miembro  por  miembro  estas  igualdades,  y  su- 
primiendo los  factores  comunes,  deduciremos  la  relación  anunciada  }a, 

AP  .  BN  ,  CQ  .  DM  =  AM  .  DQ  .  CN  .  BP {y) 

la  cual  puede  escribirse  así : 

AP      CQ_AM     CN 

PB"  '  QD  ~  MD  '  ÑB  ••*•"  ^^^ 


.!« 
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527.  Recíprocamente^  si  dos  rectas  PQ  y  MN  cortan  a  los  lados 
opuestos  de  un  cuadrilátero  gauso  ABCD,  de  modo  que  se  verifique  la 
fórmula  (^)i  estas  dos  transversales  se  hallan  en  un  mismo  plano.  En 
efecto,  si  esto  no  es  así,  podremos  tirar  por  el  punto  P  una  recta  PQ' 
que  corte  a  MN;  y  entonces  tendríamos  que 

AP  .  BN  .  CQ'  .  DM  =  AM  .  DQ'  .  CN  .  BP  . , 

cuya  equacion  es  incompatible  con  (y)  que  suponemos  efectuada,  por- 
que si  CQ*  es  mayor  que  CQ,  necesariamente  DQ'  será  menor  que  DQ. 

528.  Pasemos  ahora  atratar,  del  doble  modo  de  jeneracion  que  he-pio.  109 
mos  anunciado  núm.  524  respecto  al  hiperboiloide  de  una  napa;  y  pro- 
bemos que  toda  recta  B"'DD'D"'  que  se  apoye  sobre  tres  jeneratrices 
cualesquiera  A,  A'  y  A'"  del  primer  modoy  cortará  precisamente  a  todas 

las  rectas  de  este  sistema;  por  ejemplo,  que  encontrará  a  la  jeneratriz  A" 
en  cierto  punto  D'",  De  aquí  se  seguirá  evidentemente  que  todos  los 
puntos  de  esta  línea  B'"  se  hallarán  sobre  el  primer  hiperboloide  cons- 
truido ya  con  las  tres  directrices  fijas  B,  B'  y  B",  y  que  según  esto  una 
de  estas  últimas  puede  también  describir  esta  misma  superficie,  resba- 
lando sobre  tres  rectas  del  sistema  A. 

Pero  como  según  el  primer  modo  de  jeneracion,  las  tres  rectas  A, 
A'  y  A"  cortan  a  B,  B'  y  B",  el  cuadrilátero  LNN'"L"'  dará,  en  virtud 
áe  la  fórmula  (z) 


LL'       N"'N'       LM      N"'M 


1»? 


L'L'"       N'N  ~MN     M"'L"'  " 


(1) 


pero  como  la  recta  A"  encuentra  a  las  otras  tres  rectas  B,  B'  y  B",  y 
que  B"'  corta  también  a  las  rectas  A,  A'  y  A'",  el  mismo  cuadrilátero  nos 
dará  aun,  según  la  formula  (z),  las  dos  relaciones  siguientes, 

LL"       N"'N"  _  LM     N'"M'" 

VTr  '  WW  ~  MN  *  M"'L'"  '••■*•  ^^ 


LD      N"D"'         LL'       N'"N' 
DN  '  WIT^  ~  ÜL^  '  'WW'' 


(3) 


y  como  en  virtud  de  la  equacion  (1),  los  segundos  miembras  de  las  equa- 
ciones  (2)  y  (3)  son  iguales,  concluiremos  de  aquí  esta  nueva  igualdad, 
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LD     N"'D'"        LL"       N"'N" 


DN      D"'L'""~"  L'^"'  *    N"N'  ' 


(4) 


la  cual  prueba  (núm.  527)  que  las  dos  rectas  A"  y  B'"  se  cortan  efecti- 
vamente en  un  punto  D". 

529.  Observemos  ahora  que  el  segundo  miembro  común  de  las  equa- 
ciones  (1)  y  (2),  es  una  cantidad  constante  k  que  permanece  invariablp, 
desde  que  queda  fija  la  posición  de  las  cinco  rectas  B,  B\  B",  A  y  A"'; 
de  donde  se  sigue  que,  respecto  a  una  nueva  recta  cualquiera  A'  que  se 
apoye  en  las  tres  primeras^  siempre  tendremos  que 

mr"   '  ww ^ ' 

Pero  si  las  tres  rectas  B,  B',  y  B",  fuesen  paralelas  a  un  mismo  plano,. 
sabemos  qae  dividirían  a  A  y  A'  en  partes  proporcionales,  de  modo  que 
tendríamos  que  k=l;  por  consiguiente,  la  equacion  (5)  sería  entonces 

LL'         NN' 


1"    TVTIVT'í»  ^ 


que  nos  prueba  que  en  este  caso,  las  tres  rectas  A,  A',  y  A'",  precisa- 
mente serian  también  paralelas  a  un  solo  plano,  pero  diferente  del  pri- 
mero. Mas  adelante  volveremos  ha  hallar  esta  consecuencia,  en  el  pa- 
raboloide hiperbólico  (núm.  553). 
FiG.  109.  530.  Del  plano  tanjente.  Supuesto  que  por  cada  punto  del  hiperbo- 
loide pasan  dos  rectas  (núm.  528),  una  del  sistema  A  y  la  otra  del  siste- 
ma B,  y  que  estas  líneas  son  ellas  mismas  sus  propias  tanjentes,  debe-^ 
rkn  hallarse  ambas  en  el  plano  tanjente  relativo  al  punto  en  que  se  cor- 
tan, y  por  consiguiente,  serán  suficientes  para  determinar  este  plano  y 
para  hallar  sus  trazas.  Y  así,  cuando  se  defina  un  hiperboloide  por  las 
tres  directrices  B,  B*,  y  B",  y  se  señale  el  punto  de  contacto  D  sobre  una 
jeneratriz  dada  A,  será  preciso  construir  (núm.  521),  por  lo  menos,  otraa 
dos  posiciones  A'  y  A"  de  esta  jeneratriz;  y  en  seguida  adoptando  a  ose- 
tas líneas  A,  A'  y  A"  por  directrices,  se  construirá  una  recta  DD'D" 
que  se  apoye  sobre  estas  últimas,  y  parta  del  punto  D.  En  este  caso 
esta  recta  DD'D*'  estará  situada  sobre  el  hiperboloide,  y  dirijiendo  Ba 
piano  por  las  dos  líneas  AD  y  IXD^D^\  este  será  el  plano  tanjente  re- 
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lativo  al  piiDto  D.  Esta  solución  es  demasiado  sencilla»  para  qne  crea- 
mos necesario  construirla  en  un  depurado  especial. 

531.  Cuando  los  datos  de  un  hiperboloide  estén  asignados  sobre 
dos  planos  de  proyección,  y  solo  se  cite  la  proyección  horizontal  D,  por 
ejemplo^  de  un  punto  de  esta  superficie,  para  el  que  se  nos  pid^  el 
plano  tanjentCy  no  será  posible  tirar  inmediatamente  la  jeneratriz  AD, 
antes  de  haber  hallado  la  proyección  vertical  del  punto  D.  Para  esto 
será  preciso,  en  jeneral,  tirar  por  este  punto  un  plano  vertical  cual- 
quiera; determinar  la  sección  que  produzca  en  la  superficie,  y  construir 
"los  puntos  de  encuentro  de  este  plano  secante  con  las  varias  jeneratri- 
ees  que  se  apoyen  sobre  las  rectas  dadas  B,  B'  y  B";y  por  último,  pro- 
yectar sobreestá  sección  el  punto  D  asignado  sobre  el  plano  horizon- 
tal. En  cuyo  caso,  como  conocemos  las  dos  proyecciones  de  la  jene- 
ratriz A  que  pasa  por  este  punto,  nos  hallaremos  en  el  casa  del  nume- 
ro precedente. 

532.  Del  centro  del  hiperboloide.  Esta  superficie  está  dotada  dencí  14. 
un  centro,  es  decir  que  existe  un  punto  de  tal  naturaleza^  que  todas  las 
cuerdas  de  la  superficie  que  pasan  por  este  punto ^  quedan  divididas  en 

él  en  dos  partes  iguales.  Para  demostrar  esta  proposición,  represen- 
temos por  B,  B'  y  B",  tres  directrices  primitivas  que  cumplan  con 
las  condiciones  enunciadas  en  la  definición  del  num.  521;  podremos 
entonces  conducir  por  las  rectas  B'  y  B''  dos  planos  distintos  B'DC 
y  B"CD,  paralelos  uno  y  otro  a  la  directriz  B,  y  estos  dos  pla- 
nos se  cortarán  según  una  recia  ACD  paralela  evidentemente  a  B;  de 
modo  que  esta  línea  ACD  será  una  jeneratriz  del  hiperboloide  pro- 
puesto, supuesto  que  se  apoyará  en  B'  y  B"  e  irá  a  encontrar  a  B  a  una 
distancia  infinita.  Así  mismo,  tirando  por  B"  y  por  B  dos  planos  B'^GH 
y  BHG,  paralelos  a  B,  se  cortarán  según  una  recta  A'GH  que  también 
será  una  jeneratriz  del  hiperboloide;  y  hallaremos  otra  tercera  A"KE 
por  medio  de  dos  planos  BHF  y  B'DI  paralelos  a  B'*,  y  tirados  por  B 
y  B'.  De  aquí  concluiremos  desde  luego  que  cada  jeneratriz  de  un  sis- 
tema tiene  su  paralela  en  el  sistema  opuesto;  porque  lo  que  aquí  hemos 
dicho  de  B,  se  aplicará  igualmente  a  cualquiera  otra  jeneratriz  B'",  B"*',... 
que  puede  tomarse  por  directriz  en  lugar  de  B  (núm.  528).  En  seguida, 
los  seis  planos  que  hemos  construido  aquí  arriba,  manifiestamente  for- 
man un  paralelipípedo  que  tiene  por  aristas  opuestas  a  las  seis  recta» 
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B,  B',  B"  y  A,  A'  A";  y  decimos  que  el  centro  O  de  este  paralelipípedo, 
es  también  el  centro  del  hiperboloide. 

Para  demostrarlo^  tiremos  por  un  punto  M  tomado  arbitrariamente 
sobre  la  directriz  B,  una  recta  M'MM''  que  corte  a  las  otras  dos  direc- 
trices en  M'  y  M'\  y  así  será  una  jeneratriz  del  sistema  A;  en  segui- 
da compararémosla  con  una  jeneratriz  del  sistema  B  que»  apoyán- 
dose sobre  A,  A'  y  A",  sea  paralela  a  MM'M".  Para  obtener  esta 
nueva  jeneratriz,  tomaremos  las  distancias 

DN=HM,  GN'=EM',  EN"=GM", 

y  los  tres  puntos  N,  N'  y  N'\  determieados  de  este  modo,  se  hallarán 
en  línea  recta.  Con  efecto,  tirando  las  líneas  OM  y  ON,  los  triángulos 
OMH  y  OND,  que  visiblemente  son  iguales,  nos  «ervirán  para  probar 
que  los  lados  OM  y  ON  son  iguales  y  en  línea  recta;  la  misma  conse- 
cuencia tendrá  lugar  respecto  a  las  líneas  OM'  y  ON',  OM"  y  ON",  en 
.  virtud  de  los  triángulos  iguales  que  fácilmente  percibiremos.  En  segui- 
da, los  triángulos  MOM'  y  NON',  iguales  por  lo  que  precede,  confir- 
marán el  paralelismo  de  los  lados  MM'  y  NN';  por  último,  MM"  será 
paralela  a  NN"  en  virtud  de  los  triángulos  iguales  MOM"  y  NON". 
Por  consiguiente,  las  dos  porciones  N'N  y  NN"  no  formarán  sino  una 
sola  línea  recta,  que  será  una  jeneratriz  del  sistema  B,  paralela  a  la 
jeneratriz  M'MM",  elejida  a  discreción  en  el  sistema  A;  ademas,  vemos 
por  esto  que  dos  jeneratriccs  paralelas  se  hallan  siempre  en  un  plano 
que  pasa  por  el  punto  O,  y  están  igualmente  distantes  de  este  punto. 

Sentado  esto,  si  por  un  punto  arbitrario  P  de  la  recta  M'MM",  tira- 
mos una  cuerda  POQ  que  pase  por  el  punto  O,  esta  precisamente  irá  a 
penetrar  al  hiperboide  en  un  punto  Q  situado  sobre  N'NN",  y  en  virtud 
de  las  relaciones  arriba  establecidas,  tendremos  evidentemente  que  OP 
=OQ;  luego,  supuesto  que  esta  consecuencia  es  cierta  respecto  a  cual- 
quier punto  P  tomado  sobre  el  hiperboloide,  quedará  probado  que  el 
punto  O  es  el  centro  de  esta  superficie  (*J. 


(*)  M.  J.  Binet  es  el  que  ha  dado  a  conocer  (Diario  de  la  Escuela 
Politécnica,  cuaderno  \Q.°^^ )  entre  otros  par alelipípedos  concéntricos  con 
el  hiperboloide^  los  que  se  forman  de  este  modo,  es  decir,  uniendo  tresjene- 
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533.  Observemos  que,  cuando  solamente  se  trata  de  construir  es^ 
te  centroj  le  obtendremos  sin  necesidad  de  trazar  el  paralelipípedo  de 
que  acabamos  de  hablar,  hallando  la  intersección  de  tres  planos  tira- 
dos por  la  recta  dada  B  y  su  paralela  A,  por  B'  y  su  paralela  A',  y  por 
B"  y  su  paralela  A":  porque  cada  uno  de  estos  planos  diagonales  pasa 
evidentemente  por  el  centro  del  paralelipípedo  que  es  el  del  hiperbo- 
loide. Podemos  ademas  decir  que  estos  son  tres  planos  asintóticos  de 
la  superficie,  según  lo  esplicarémos  en  el  num.  546. 

534.  Reasumiendo  las  proposiciones  precedentes,  vemos  que  en  el 
hiperboloide  de  una  napa,  1.^  existen  dos  sistemas  de  jeneratrices 
rectilíneas. 


A,  A,  A",  A"' y  B,  B\  B",  B'", 


cada  una  de  las  cuales  corta  a  todas  las  rectas  del  sistema  opuesto 
(núm.  528);  no  obstante  esto,  cada  jeneratriz  A  tiene  su  paralela  en  el 
sistema  B  (nüm,  532),  y  recíprocamente;  de  modo  que  estas  rectas  com- 


ratrices  citalesquiera  de  un  sistemaj  con  sus  paralelas  en  el  sistema  opues- 
to. Este  sabio jeometra  ha  deducido  de  aquimuchasconsecuenciasinteresan- 
tes;  pero  ahora  solo  observaremos:  1.®  que  cada  uno  de  estos  paralelipípe- 
dos  está  circunscriro  al  hiperboloide,  supuesto  que  cada  cara  contiene  a 
dos  jeneratrices  y  es  tanjente  en  el  punto  en  que  se  cortan  estas  rectas ; 
2.°  que  ofrecen  una  construcción  gráfica  mui  elegante,  para  hallar  el 
centro  de  la  superficie  gausa  definida  por  tres  directrices  rectilíneas ; 
3.^  que  no  son  menos  útiles  consideradas  analíticamente,  porque  adoptan- 
do este  centro  por  oríjen  de  los  ejes  coordenados,  elejidos  paralelos  a  las 
tres  directrices  asignadas,  la  equacion  de  la  superficie  se  presentará  bajo 
la  forma  mui  simple  de 

xy       yz        xz    .  ^       ^ 

— ¿  +4-    4-  —  +1  =  0; 

«S       6y        ay 

con  efecto,  siendo  manifiestamente  los  ejes  actuales  tres  aristas  del  cono 
asintótico,  debe  suceder  que  cada  plano  coordenado  corte  a  la  superficie 
según  una  hipérbola  que  tenga  por  asíntota  a  los  dos  ejes  contenidos  en 
este  plano. 
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paradius  de  doa  en  doB*  oo  tiene  lugar  el  encuentro»  sino  a  una  distan- 
cía  infinita* 

2.^  Dos  jeneratrices  del  si$tenia  A  no  se  hallarán  jamas  en  un  solo 
plano  (núm.  522);  lo  mismo  sucederá  con  las  jeneratrices  del  sistema 
B,  f  orqne  estas  últimas  se  apoyan  también  (núm.  528)  sobre  tres  rec- 
tas del  sistema  A,  las  cuales  se  hallan  en  planos  diferentes. 

3.^  Tres  rectas  cualesquiera  del  sistema  A  no  son  umucsí  paralelan 
a  un  mismo  plano;  porque  si  esto  tuviese  lugar,  se  seguiría,  según  el 
mim.  529,  que  las  directrices  B,  B'  y  B"  sobre  quienes  se  apoyan  to- 
das las  jeneratrices  del  primer  modo,  serian  también  paralelas  las 
tres  a  un  mismo  plano,  lo  que  es  contrario  a  la  definición  del  núm» 
521.  Y  recíprocamente,  tres  cualesquiera  de  las  jeneratrices  del  sis- 
tema B  no  sou  jamás  paralelas  a  un  mismo  plano,  porque  esto  nos 
conduciría  (num,  529)  a  una  restricción  igual  a  la  que  hemos  visto  res- 
pecto a  las  rectas  del  sistema  A,  sobre  las  cuales  se  apoyan  estas  jene- 

■ 

ratrices  del  segundo  modo. 

4,®  El  centro  del  hiperboloide  está  colocado  en  el  centro  del  jiarale- 
lipípedo  construido  con  tres  rectas  cualesquiera  del  sistema  A,  unidas 
a  las  jeneratrices  del  sistema  B  que  son  respectivamente  ])aralelas  a 
las  tres  primeras  (num.  532);  o  mas  sencillamente,  es  dado  por  la  in- 
tersección de  tres  planos  asintóticos  (núm.  533). 

5.^  Una  recta  cualquiera  D  no  podrá  penetrar  al  hiperboloide  en 
mas  de  dos  puntos;  porque  si  tuviese  tres  puntos  comunes  con  esta  su- 
perficie, la  recta  D  se  apoyaría  sobre  tres  jeneratrices  de  uno  u  otro 
sistema^  de  modo  que  toda  ella  coincidiría  con  la  superficie.  Ademas, 
para  obtener  estos  pimtos  de  intersección,  será  preciso  construir,  como 
en  el  num.  531,  la  sección  producida  en  el  hiperboloide  por  un  plajip 
vertical  u  horizontal,  tirado  por  la  recta  D. 

535.  La  superficie  gausa  enjendrada  por  una  recta  que  resbala  so- 
bre otras  tf^es  rectas  fijas  que  no  son  paralelas  a  un  mismo  planOj  es 
IDÉNTICA  con  el  hiperboloide  4e  una  napa  que  hemos  descrito  en  el 
num.  83.  Con  efecto,  esta  superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  por- 
que sin  efectuar  los  cálculos,  es  fácil  ver  que  las  condiciones  por  medio 
de  lasque  se  espresaria  qMla  recta  móvil  tiene  un  punto  común  qon 
cadü  directriz,  no  podrían  prodi^eirnos  sino  una  equacion  de  segundea 
grado.  En  seguida,  esta  superficie  gausa  está  dotada  de  un  Cf  ntro 
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(num.  532),  y  como  evidentemente  no  podrá  ser  ni  un  cono  ni  tampo- 
co un  cilindroi  que  son  desarrollablesi  es  preciso  que  nea  un  helipsoide 
o  uno  de  los  dos  hiperbioloides,  I^ero  el  elipsoide  es  una  superficie  li- 
mitada en  todos  sentidos  (núm.  81)  que  no  puede  admitir  por  jenera- 
tri?  a  una  recta  indefinida;  por  otra  parte,  el  hiperboloide  del  nám« 
85  presenta  dos  napas  separadas  por  un  intervalo  imajinario,  de  modo 
que  una  recta  indefinida  y  continua»  no  podrá  manifiestamente  apli- 
carse toda  entera  sobre  esta  superficie;  por  consiguiente,  hemos  ve- 
nido a  parar  en  la  proposición  enunciada  al  principio  de  este  artículo. 

536.  Para  manifestar  mas  claramente  la  identidad  de  que  ^e  trata,FiG.  ii9. 
y  que  a  primera  vista  puede  parecer  bastante  estrana,  vamos  a  de- 
mostrar sintéticamente  que  el  hiperboloide  descrito  en  el  núm.  83^ad- 
mite  efectivamente  dos  sistemas  de  jeneratrices  rectilíneas.  En  virtud  de 
la  definición  de  esta  superficie,  todas  las  secciones  perpendiculares  a  su 
eje  imajinario,  son  elipses  8e7;i4;an^^8  :  si  la  cortamos  con  tres  planos 
horizontales  ^V,  V'X',  V"X",  de  los  cuales  el  primero  pasa  por  el  cen- 
tro, y  los  otros  dos  están  a  igual  distancia  de  este  punto,  uno  encima  y 
otro  debajo  de  él,  obtendremos  la  elipse  de  la  garganta  {abefy  aV)  y 
otras  dos  elipses  iguales  proyectadas  horizontalmente  sobre  VUX Y  que 
tiene  sus  ejes  paralelos  y  proporcionales  a  los  de  abef.  Sentado  esto,  y 
tirando  una  tanjente  cualquiera  ADB  a  esta  última,  sabemos  que  las 
partes  AD  y  DB  serán  iguales  {*);  por  consiguiente,  si  unimos  el  punto 
(P,  P')  con  (A,  A')  y  (B,6')^  obtendremos  dos  rectas  (AD,  A'D')  y 
(DB,  D'g'),  que  serán  precisamente  prolongación  una  de  otra,  porque 
son  las  hipotenusas  de  dos  triángulos  rectángulos  manifiestamente  igua- 
lep,  proyectados  sobre  DTA'  y  DTg'.  De  donde  resulta  que  la  recta 
(ADB,  A'D'é')  tiene  tres  puntos  comunes  con  el  hiperboloide,  y  por 
consiguiente  se  halla  enteramefde  sobre  esta  superficie^  en  otencion  a 
que  esta  es  de  segundo  grado. 

Proyectemos  ahora  el  punto  A  sobre  la  elipse  superior  al  punto  ol\  y  el 
punto  B  a  la  inferior  a  B';  en  seguida^  unamos  en  el  espajQio  estos  dos 
puntos  con  {D,  D'),  y  obtendrép^os  aun  dos  rectas  (BD,  B'D')  y  (PA, 


(*J    Esta  proposición  se  demuestra  fácilmd^ntc,  por  la  defintcion  pura- 
mente jeométrlca  de  los  diámetros  conjugadas  y  4^  los  curbas  Bcmejantcs. 
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D*ff*},  cuya  coincifléiáciá  probaríamos  del  misond  tnódo;  de  manera  qñe 
la  recta  totáí  (BDA'i  B'D V)  tendrá  tres  pontos  comunes  con  el  hiper- 
boloide; y  por'idMisiguiente  estará  toda  ella  situada  sobre  está  superficie 
de  segunifo  j^dó. 
FiG.  119.  537.  Do  aquí  podemos  concluir  que  todo  plano  vertical  ADB  tan- 
jente  á  la  elipse  de  la  garganta^  corta  al  hiperboloide  según  dos  rectas 
distintas;  qñe  se  cruzan  én  (D,  D')  en  esta  misma  gai'ganta  y  están  in- 
clinadas simétricamente  a  lino  y  otro  lado  de  la  vertical  D.  Por  consi- 
guiente, podemos  mirar  a  esta  superficie  como  producida  por  el  movi- 
miento de  lajeneratriz  (AD,  A'D'),  o  de  lajerieratríz  (BD,  B*D')  sujeta 
a  resbalar  constantemente  sobre  las  tres  elipses  semejantes 

(XYVU,  X'VXoA^/,  aV)  y  (XYVÜ,  X"V");        ., 

porque  sabemos  (núm.  513)  que  estas  condiciones  arreglan  completa- 
mente el  movimiento  de  una  línea  recta.  Por  consiguiente,  las  diversas 
posiciones  de  estas  dos  jeneratrices  presentarán  dos  sistemas  de  rectas 
indefinidas,  situadas  todas  sobre  el  hiperboloide,  a  saber  : 

[A] (AD,  A'D\  (A,E,  A^E»),  (A,F,  A3P), 

[Bl (BD,  B'D'),  (B.E,  B',lS'),  (BaF,  B'aP),  ... 


tanto  unas  como  otras  se  proyectan  verticalmente  sobre  tanjentes  a  la 
hipérbola  X"a'X',  V'W  contenida  en  el  plano  vertical  VX.  Con  efecto, 
en  el  punto  (N,  N')  en  que  una  de  estas  jeneratrices  penetra  a  este 
plano  VX,  el  plano  tanjente  de  la  superficie  es  perpendicular  al  plano 
vertical,  en  virtud  de  que  contiene  a  la  tanjente  a  la  elipse  horizontal 
que  tiene  su  vértice  en  (N,  N*);  luego  lajeneratriz  (BND,  B'N'D')  se  con- 
funde, en  la  proyección  vertical^  con  la  tanjente  de  la  hipérbola  (X'VX*, 
aX),  que  también  está  en  este  plano  tanjenre.  Esta  misma  circunstan- 
cia tiene  lugar  con  la  recta  (ADN,  A'D'N'')  cuya  proyección  vertical 
toca  a  esta  hipérbola  en  el  punto  (N,  N");  y  las  asíntotas  nos  las  darán 
las  jeneratrices  (¿K,  O'K^)  y  (/B^,  O'B'^),  que  como  son  paralelas  ai 
plano  vertical  VX,  ne  tocarán  a  la  hipérbola  sino  al  infinito. 

538.  Dos  jeneratrices  cualesquiera  del  sistema  A  no  están  nunca  en 
el  mismo  2ylanOy  y  la  superficie  es  gausa.  Con  efecto,  consideramos  las 
rectas  (AD,  A'D')  y  (A4G,  A'4G');  si  estas  se  cortan,  su  punto  de  sección 
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estará  proyectado  horizontal  mente  en  M;  pero  como- respecto  a  la  pri- 
mera de  estas  rectas,  el  punto  M  se  halla  mas  allá  del  punto  D  que  per- 
tenece a  la  elipse  de  la  garganta,  deberá  hallarse  sobre  la  napa  superior 
en  M";  en  tanto  que  respecto  a  la  recta  (^Afi^  A.\G^)9  como  el  punto 
M  está  mas  acá  de  G,  pertenecerá  precisamente  a  la  napa  inferior»  y 
y  estará  proyectado  en  M\  Luego  las  rectas  propuestas  no  se  cortan,  y 
ademas,  es  bien  evidente  que  no  podrán  ser  paralelas. 

Peí  mismo  modo  probaríamos  que  las  jeneratrices  del  sistema  B  no 
están  nunca  en  un  solo  plano. 

539.  Por  el  contrario,  cadajeneratriz  (A4G,  A4'G')  cUl  primer  siste- 
ma corta  a  todas  las  rectas  del  segundo^  per  ejemplo,  a  (BD,  B'D').  Por- 
que el  punto  M  en  que  ae  encuentran  las  proyecciones  horizontales 
de  estas  dos  rectas,  está  colocado  sobre  una  y  otra  del  lado  de  acá 
de  los  puntos  G  y  D  que  pertenecen  a  la  elipse  de  la  garganta;  luego  los 
dos  puntos  proyectados  en  M  están  sobre  la  napa  inferior  del  hiperbo- 
loide; y  por  consiguiente,  so  proyectan  a  un  mismo  tiempo  en  M\  su- 
puesto que  esta  napa  no  puede  manifíestamente  ser  cortada  por  la  ver- 
tical M  sino  en  un  solo  punto.  Sin  embargo,  observemos  que  cuando  se 
elija  una  jeneratriz  del  sistema  A  y  otra  del  sistema  B  que  pasen  por 
los  estremos  de  un  mismo  diámetro  de  la  elipse  de  la  garganta,  estas 
dos  rectas  &erán  paralelas;  y  se  hallarán  en  un  solo  plano. 

Del  mismo  modo  demostraríamos  que  cada  jeneratriz  del  sistema  B 
corta  a  todas  las  del  sistema  A,  escepto  a  una  sola  que  le  es  paralela. 

540.  Pero  como  el  movimiento  de  una  recta  queda  completamente 
determinado  (núm.  521)  por  la  condición  de  que  esta  línea  móvil  se 
apoye  constantemente  sobre  tres  rectas  fijas,  resulta  de  aquí  que  si  ha- 
cemos resbalar  la  jeneratriz  (AD,  A'D'),  sobre  tres  rectas  cualesquiera 
del  sistema  B,  dicha  recta  no  podrá  tomar  sino  las  posiciones  A^,  A^, 
A4,,...  que  todas  encuentran  a  estas  tres  directrices  (núm.  539);  así  mis- 
mo, la  jeneratriz  (BD,  B'D'),  cuando  resbala  sobre  tres  rectas  del  sis- 
tema A,  vendrá  precisamente  a  coincidir  con  B3,  B3,  B4 Por  consi- 
guiente, el  presente  hiperboloide  nos  ofrece  distintamente  todas  las  pro- 
piedades que  hemos  reconocido  ya  en  la  superficie  gausa  del  núm.  521; 
y  si  las  tres  elipses  directrices  fuesen  círculos,  recaeríamos  en  eXhipcr- 
holoide  de  revolución  de  que  hemos  hablado  ya  núm.  140  y  141.... 

541.  Del  plano  ianjente.  Cuando  está  definido  el  hiperboloide  úí^vuí.  119. 
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tmá  tíapú  pbr^liíédfé  dé  lááttM  elipses  séhiéjddtéÉ  «citádáél  en  el  útíiíi 
537  (cu]^aiBÍ  corBitt  ^dremos  construir  con  facilidad»  laii  t)rontó  ¿okÉo  éé 
nos  den  M  th^éfes  Oa=OV,  0&  y  OV),  es  iriiii  fáéíl  hallar  él  jpltiHd 
tanjebte  rélátíVo  á  un  punto  dado  por  su  proyección  hdHzoirtál  M«  t)dn 
efecto»  s}  tihimos  por  el  puntó  M  una  tañjente  AMB  a  la  elipse  dé  la 
garganta»  ésta  será  la  proyección  de  dos  jeneratriceá»  repíreseñtádaé  so- 
bre el  plano  vertical  por  A'D'  y  B*D^  y  sobre  las  <jué  sétá  preciso  pítk 

« 

yectar  el  punto  dado  a  M"  o  a  M*»  de  modo  que  habrá  en  éste  plano  dos 
posiciones  para  el  punto  propuesto.  Considérenlos^  en  ¡iritiier  liígiár,  tí 
plinto  (M»  M")  isituado  sobre  la  recta  (ADM»  A*D'M^);  por  él  pasa  tam-^ 
bien  otra  segunda  jeneratriz  perteneciente  al  sistefná  B»  cjne  ééCB^GM^ 
B*4G'M"),  que  obtendremos  tirando  por  el  pniitó  M»  la  nueva  tanjehte 
M GB4  a  la  elipse  dé  lá  garganta.  El  conjunto  dé  esttis  dos  jenératricéér 
determinará  completamente  (núm.  530)  al  plaño  qñé  toque  al  liipérí>o- 
loide  en  el  punto  (M»  M")»  y  los  pies  de  estas  rectas  nos  darán  inmedia- 
tamente la  traza  horizontal  AB4P  de  éste  plano  tanjéúte.  En  cuanto  a 
su  traza  vertical  PQ"  la  obtendremos  con  el  aüsilio  dé  lá  horizontal 
(SÍCt,  M"Cl")  tirada  paralelamente  a  AB4. 

Respecto  al  otro  punto(M»  M')»  combinaremos  a  una  las  dos  jenerátriced 
(BMD,  B'M'D')  y  (A4MG,.A;M'G')  que  se  cortan  én  él;  y  la  traza  ho- 
rizontal del  plano  tánjante  relativo  a  edte  nuevo  ptinto»  será  lá  recta 
A^B»  que  será  evidentemente  paralela  a  AB4.  La  traza  vertical  se  obten- 
drá por  el  mismo  medio  precedente. 

542.  Para  obtener  una  simetría  conveniente»  en  la  representación 
del  hiperboloide  por  medio  de  sus  jeneratrices  rectilíneas»  es  esencial 

elejir  las  cuerdas  AB»  AJR^,  A3B3 sobre  el  plário  horizontal», de  modo 

que  tarde  o  temprano  vengan  a  terminar  de  dos  en  dos  en  los  mis- 
mos puntos  de  la  elipse  XYVU.  Pero  si  esta  curba  fuese  un  círculo» 
sabemos  (núm.  150)  que  esta  condición  quedar^  satisfecha  dividiendo 
la  circunferencia  en  cierto  número  dé  partes  iguales,  y  tirando  cuerdas 
que  subtendan  un  número  constante  de  estos  arcos  parciales;  ademas» 
estas  cuerdas  serán  tanjentes  al  círculo  de  lá  garganta»  que  trazar&n 
ellas  mismas  por  medio  de  sus  intersecciones  subcesivad.  Luego»  si 
suponiendo  efectuada  esta  construcción  respecto  al  círculo  descrito  so- 
bre VX  como  diámetro,  nos  figuramos  que  jira  al  rededor  de  VX»  cierta 
cantidad  angular  necesaria  para  que  téngá  por  proyección  a  la  elipse 
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XYVÜ,  Sucederá  fwuí  bien  que  las  cuerdas  primitivas ^sé  pí-o^écten  so- 
bre otras  cuerdas,  que  necesariamente  vengan  á  terminar,  dé  dos  eni 
dos,  en  ]oÁ  tni^tnos  puntos  de  eéta  elipse;  y  ademas,  estas  nuevas  cuer- 
das serán  evidenteniente  taiíjefités  a  la  elipse  iritérior  según  lá  cuál  se 
proyecta  el  círculo  primitivo  de  la  garganta.  Dé  donde  concluimos  que 
es  preciso  elejir  los  pontos  A,  Ag,  A3,....  de  modo  que  se  correspondan 
con  las  ordenadas  que  dividen  al  círculo  VX  en  arcos  iguales;  y  en  se- 
guida, trazar  en  la  elipse  XYVU  las  cuerdas  AB,  AgBg que  subten-  ' 

dan  un  número  constante  de  estos  arcos  de  elipse,  aun  cuando  estos  no 
sean  de  la  misma  lonjitud.  Una  vez  determinadas  así  las  dos  jenera- 
trices  sobre  el  plano  horizontal,  concluiremos  fácilmente  de  aquí  las 
proyecciones  verticales,  proyectando  las  cstremidades  A  y  B  a  A'  y  g', 
y  también  a  a'  y  B',  sobre  las  dos  paralelas  V'X*  y  V"X".  Ademas,  las 
intersecciones  consecutivas  de  todas  estas  jeneratrices,  si  son  en  gran 
número,  bastarán  por  sí  solas  a  representar  el  contorno  de  la  elipse  de 
la  garganta  sobre  el  plano  horizontal  y  las  dos  ramas  de  la  hipérbola 
paralela  al  plano  vertical. 

543,  Del  cono  asíntota  del  hiperboloide.  Si  por  el  centro  (O,  0')fig.  119. 
de  epta  última  superficie,  tiramos  rectas  respectivamente  paralelas  a 
las  varias  jeneratrices  del  sistema  A,  lo  serán  también  al  mismo  tiempo 
a  las  jeneratrices  del  sistema  B,  supuesto  que  cada  recta  de  un  sistema 
tiene  su  paralela  en  el  otro  (núm.  532);  y  de  este  modo  formaremos  una 
superficie  cónica  que  será  asíntota  del  hiperboloide  propuesto.  Para 
probarlo,  determinemos  desde  luego  cual  será  la  traza  horizontal  de 
este  cono;  considerando  una  arista  cualquiera  Om  y  las  dos  jeneratrices 
DA  y  HR  que  le  son  paralelas,  estas  tres  rectas  se  hallarán  sobre  un 
mismo  plano  que  pasará  por  el  diámetro  horizontal  (DOH,  D*0');  luego 
la  traza  de  este  plano  será  una  Cuerda  RA  paralela  a  DOH,  y  el  medio 
m  de  está  cuerda  será  evidentemente  el  pie  de  la  arista  Om.  Hacien- 
do el  mismo  raciocinio  con  otra  arista,  y  con  las  dos  jeneratrices  del 
hiperboloide  que  \e  sean  paralelas,  veremos  que  la  traza  horizontal  vmyx 
del  cono  en  cuestión,  nos  la  darán  los'  medios  de  todas  las  cuerdas  que 
subtendan,  como  RA,  un  número  constante  de  divisiones  en  la  elipse 
VYX;  pero  según  lo  que  hemos  dicho  en  el  número  precedente,  sabe- 
mos que  todas  estas  cuerdas  tienen  por  envolvente  a  una  elipse  que 
las  toca  en  sus  medios,  y  que  es  semejante  a  VYX;  luego  la  traza  vmyx 
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es  efectivamente  upa  eUpae  que  goza  de  esta  propieda^  y  cuyo  semi-eje 
mayor  Ou  es  jgudl.a,  iJK* 

El  cono  que  ahora  acabamos  de  construir  es  asíntota  del  hiperboloide; 
porque  cortando  estas  dos  superficies  con  planos  horizontales»  las  sec- 
ciones serán  elipses  respectivamente  semejantes  a  VYX  y  vyx,  y  que 
así  como  estas  últimas,  tendrán  por  diferencfias  de  sus  semi-ejes  a. uniL 
cantidad  variable  Yv  igual  al  intervalo  V'K'  que  separa  al  hiperboloide 
VVV"  de  su  asíntota  O^K'.  Y  como  este  intervalo  se  aproxima  indefini- 
damente a  ceroi  a  medida  que  bajamos  mas  del  centro  0\  sígnese  tam- 
bién que  las  dos  secciones  dadas  al  hiperboloide  y  al  cono  por  on  mismo 
plano  horizontal  que  se  aleje  cada  vez  mas  del  centro,  serán  elipses  se-; 
mojantes  que  indefinidamente  se  aproximarán  a  confundirse,  aunque  la 
primera  envolverá  siempre  a  la  segunda;  luego  estas  dos  superficies  son 
realmente  asíntotas  una  de  otra. 
FIO.  109.  544.  De  las  secciones  planas  del  hiperboloide^  Para  obtener  la  in- 
'  terseccion  de  esta  superficie  con  un  plano  dado  n,  és  suficiente  hallar  los 
puntos  en  que  este  plano  va  a  coitar  a  varias  jeneratrices  A,  A',  A'\..., 
que  sabemos  construir  (núm.  521)  en  virtud  del  conocimiento  de  las 
tres  directrices  B,  B',  y  B^';  y  reunir  en  seguida  todos  estos  puntos  por 
un  trazo  continuo.  La  tánjante  a  está  curba  nos  la  dará  la  intersección 
del  plano  n  con  ol  plano  tanjente  del  hiperboloide  en  el  punto  en  cues- 
tión, cuyo  plano  hemos  enseñado  a  construir  (nüm.  530). 

545.  En  el  caso  particular  de  que  el  plano  dado  n  pasase  por  una 
jeneratriz  A  del  primer  sistema,  la  segunda  rama  do  intersección  seria 
precisamente  rectilin€a¡  supuesto  que  la  superficie  es  de  segundo  grado; 
y  esta  recta  que  pertenecerá  al  sistema  B,  se  obtendrá  determinando 
solo  los  dos.  puntos  en  que  el  plano  tt  corta  adosjeneretrices  A'  y  A" 
del  primer  sistema.  Por  otra  parte,  este  plano  tt  será  tanjente  a  la  su- 
perficie cii  el  punto  de  encuentro  de  las  dos  jenerataices  conteni- 
das en  el. 

546.  Cuando  estas  dos  jeneratrices  son  paralelas  entre  sí,  deberá 
considerarse  al  plano  tt  como  asíntota  del  hiperboloide,  ó  tanjente  en 
el  punto  infinitamente  distante  en  que  se  encuentran  estas  dos  rectas; 
en  cuyo  caso  el  plano  tt  pasará  precisamente  por  el  centro  (núm.  533) 
de  la  superficie,  y  será  tanjente  al  cono  asíntota,  según  hemos  visto 
(níim.  543)  respecto  a  las  jeneratrices  DA  y  HR  de  la^,  119.  Y  así. 
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todo  plano  tanjente  al  cono  asíntota j  corta  al  hiperboloide  según  dos  rec- 
tas paralelan  a  la  arista  de  contacto  de  este  plano  con  el  cono. 

547.  Para  conocer  con  anticipación  la  naturaleza  de  la  sección  pro- 
ducida por  un  plano  dado  ti,  será  preciso  examinar  si  existe  alguna  je- 
iiorairlz  jyaralela  al  plano  secante;  porque  entonces  la  sección  admitirá 
una  o  dos  ramas  infinitas.  Al  efecto,  construiremos  la  traza  del  cono 
asíntota  sobre  el  plano  horizontal,  tirando  por  el  centro  O  del  hiperbo- 
loide, determinado  como  en  el  núm.  533  (o  sino,  por  un  punto  cualquie- 
ra del  espacio),  paralelas  a  un  número  suficiente  de  jeneratrices  A,  A', 
A",....  y  en  seguida,  tiraremos  por  la  cúspide  de  este  cono  un  plano  t{ 
paralelo  a  n,  y  hecho  e^to,  se  podrán  presentar  tres  casos. 

1.^  Si  la  traza  horizontal  del  plano  tí'  no  encuentra  a  la  base  del  co- 
no asíntota,  no  habrá  sobre  este  cono  ninguna  arista  paralela  a  n;  y 
sucederá  lo  mismo  con  las  jeneratrices  del  hiperboloide,  que  son  (nnm. 
543)  respectivamente  paralelas  a  estas  aristas.  Luego,  en  este  caso,  la 
curba  dé  sección  no  tendrá  ningún  punto  situado  al  infinito,  y  será  por 
consiguiente  una  elipse* 

2.^  Si  la  traza  horizontal  jdel  plano  n'  corta  en  dos  puntos  a  la  base 
del  cono  asíntota,  habrá  sobre  este  cono  dos  aristas  aya'  paralelas  al 
2)lano  TT,  y  lo  mismo  sucederá  en  el  hiperboloide,  dos  jeneratrices  de 
cada  modo  (a  y  ¿,  a'  y  V)  cumplirán  con  esta  condición;  por  consiguiente, 
la  sección  producida  por  el  plano  rr,  admitirá  dos  ramas  infinitas,  y  será 
una  hipérbola.  Para  hallar  las  asíntotas,  tiraremos  el  plano  P  de  modo 
que  toque  al  cono  asíntota  {*)  a  lo  largo  de  la  arista  a;  y  como  este  plano 
contendrá  (núm.  546)  a  las  dos  jeneratrices  a  y  ¿que,  sobre  el  hiperbo- 
loide, son  paralelas  a  a,  es  tanjente  a  esta  superficie  en  el  punto  infinita- 
mente distante  en  que  a  y  b  van  a  encontrar  al  plano  secante  tt:  luego 
la  intersección  de  los  planos  P  y  n  nos  dará  la  asíntota  de  esta  ra- 
ma. La  otra  asíntota  la  obtendremos  por  la  intersección  del  plano  tt 
con  el  plano  P'  que  tocará  al  cono  asíntota  seguu  la  arista  a^;  porque 


(*)  Es  preciso  que,  en  el  caso  presente,  se  haya  construido  este  cono 
de  modo  que  su  cúspide  se  halle  precisamente  en  el  centro  O  del  hiperbo^ 
loide,  cuyo  punto  sabemos  ya  determinar  por  el  núm;  533« 
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en  este  plano  P'  es  donde  estarán  contenida^  las  dos  jeneratrices  a'  y  V 
qae  son  paralelas  a  a\ 

3.^  Si  el  plano  n  tirado  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  toca  a  este 
cono  según  una  sola  arista  a,  no  habrá  sobre  el  hiperboloide  sino 
una  sola  jeneratriz  {a  y  h)  de  cada  sistema  que  sea  paralela  a  a; 
luego,  en  este  caso,  la  sección  producida  por  el  plano  tt  no  tendrá 
sino  una  rama  infinita,  y  será  una  parábola.  Ademas,  no  admitirá  asín- 
tota; porque  como  el  mismo  plano  n'  sería  el  que  tocando  al  cono  asín- 
tota, contendria  (níim.  546)  a  las  dos  jeneratrices  ay  h  paralelas  a  a: 
sígnese  que  este  plano  es  tanjente  al  hiperboloide  en  un  punto  de  la  curba 
infinitamente  distante;  pero  como  en  el  caso  actual  es  paralelo  al  plano 
secante  n,  su  intersección,  que  sería  la  asíntota,  se  transporta  toda  ella 
al  infinito,  y  por  con^iguients  no  existe. 

548.  Por  medio  de  las  construcciones  precedentes  sabremos  resolver 
el  problema  siguiente,  siempre  que  su  resolución  sea  posible;  hallar  som- 
bre un  hiperboloide  dadoy  una  jeneratriz  que  sea  paralela  a  un  plano  co- 
nocido 71.  Porque  tirando  por  la  cúspide  del  cono  asíntota,  el  plano  tt' 
paralelo  a  tt,  si  el  plano  n  corta  a  este  cono  según  una  o  dos  aristas  a  y 
a';  los  planos  tanjentes  al  mismo  cono  a  lo  largo  de  estas  aristas,  darán 
por  su  intersección  con  el  hiperboloide,  las  jeneratrices  a  y  b  paralelas 
a  a,  y  las  a'  y  i'  paralelas  a  a\  que  todas  cuatro  satisfarán  a  la  cuestión 
propuesta. 


CAPITULO  III. 


Del  paraboloide  hiperbólico. 


FiG.  115.  549.  Llamamos  así  a  la  superficie  enjendrada  por  una  recta  móvil 
A,  que  resbala  sobre  dos  rectas  Jijas  B  y  B'  que  no  están  situadas  en  un 
mismo plano^  y  que  ademas^  permanece  constantemente  paralela  a  un 
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plano  dado  P  que  se  llama  plano  director;  porque  mas  adelante  demos- 
traremos (num.  558)  qxie  esta  superficie  es  idéntica  con  la  que  hemos  de- 
signado ya  bajo  este  nooibre  en  el  nüm.  89.  Para  constrcñr  fas  diversas 
posiciones  de  la  jeneratriz,  bastará  tñrar  |M>r  cada  prnito  M,  tomado  a  dis- 
creción sobre  la  directriz  B,  un  plano  paralelo  al  P;  hallar  en  seguida 
el  punto  N  en  que  este  plano  va  a  cortar  a  la  otra  directriz  B\  y  unir 
estos  dos  puntos  por  una  recta  AMN.  De  este  modo  vemos  que  las  con- 
diciones precec^ntes  reglan  completamente  el  movimiento  de  la  recta 
móvil,  porque  para  cada  punto  M,  no  puede  dicha  recta  tomar  sino 
una  sola  posición. 

350.  El  paraboloide  hiperbólico  es  una  superficie  gausa;  porque  dos 
jeneratrices  cualesquiera  A  y  A',  aun  cuando  se  hallen  infinitamente  pró- 
ximas, no  podrán  estar  contenidas  en  un  solo  plano  sino  cuando  las 
directrices  B  y  B',  que  cada  una  tiene  dos  puntos  comunes  con  las  pri- 
meras, estén  ellas  mismas  situadas  en  este  plaiio;  pero  esto  es  contra- 
rio a  la  definición  dada  en  el  número  precedente;  luego  la  superficie 
de  que  tratamos  es  gausa. 

551.  La  superficie  que  nos  ocupa,  admite,  lo  mismo  que  el  hiperbo-rio.  115. 
loide  gauso,  otro  segundo  modo  de  jeneracton  inverso  al  primero,  y  en 
el  que  dos  de  las  jeneratrices  A,  A^  A",....  serán  las  directrices.  Para 
probarlo,  demostremos  que  todo  plano  I>U  V  paralelo  a  las  dos  directri- 
ces B  y  B',  corta  al  paraboloide  según  una  recta;  que  en  resumen  se  re- 
duce a  hacer  ver  que  los  tres  pantos  D,  D'  y  D''  en  que  este  plano  eacuen- 
tra  a  tres  jeneratrices  cualesquiera  A,  A',  y  A'\  se  hallan  en  línea  recta. 

Proyectemos  toda  la  figura  sobre  un  plano  QOX  paralelo  también  a 
las  dos  directrices  B  y  B',  y  empleemos  por  líneas  proyectantes  rectas 
oblicuas  (*),  pero  paralelas  todas  a  una  línea  PO  tirada  arbitrariamente 
en  el  plano  director  POX.  Entonces  B  y  B'  serán  dos  línea  cualesquie- 


(*)  Hasta  el  presente  y  hemos  demostrado  esta  proposición  conservan- 
do las  proyecciones  ortogonales,  y  empleando  un  plano  dOX  perpendi- 
cular al  plano  director  P;  lo  que  deja  en  pife  todos  los  raciocinios  y  cál- 
culos del  testo.  Pero  la  marcha  actual  presenta  la  ventaja  de  poner  a  la 
vista  del  lector ,  el  segundo  plano  director  Q  que  admite  el  paraboloide 
hiperbólico. 

.41 
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ra  i  y  V\  pero  las  rectas  MDN,  M'D'N'  y  M"D"N",  que  tienen  sns  pla- 
nos proyectantes  paralelos  a  P,  se  proyectarán  según  las  rectas  mdrij 
m^d^n^  ym^'*d^'rC\  parálelas  necesariamente  a  la  intersección  OX  de  loa 
dos  planos  P  y  Q.  Sentado  esto,  tendremos  evidentemente  que 

MD  _  wd      M'D'       n^    M'D"  _  m''d'\ 
DN  ~  dn      DW  ^  d'rC '    D"N"  ~  ¡T^* 

pero,  por  otra  parte,  como  el  plano  DUV  es  paralelo  a  las  dos  líneas  B 
y  B',  podemos  mirar  a  las  rectas  A,  A'  y  A"  como  cortadas  ¡»or  tres 
planos  paralelos;  y  según  un  teorema  conocido  en  la  jeometría  elemen-^ 
tal,  hallaremos  las  razones  iguales 

que  ^n  virtud  de  las  igualdades  precedentes,  darán  también 

md  _  nC^  _  nC'd'' 

Pero  como  estas  razones  iguales  subsisten  entre  las  rectas  ww,  vVn'  y 
Ttí'rC^  que  son  'paralelas  entre  5Í,  resultará  precisamente  de  aquí  que  los. 
tres  puntos  d,  d\  d"  están  sobre  una  misma  recta  que  converjirá  con  h 
y  h'  hacia  un  solo  punto;  de  aquí  se  sigue  que  los  puntos  del  espacio 
D,  D'  y  D"  se  hallan  en  el  plano  proyectante  que  pasa  por  la  recta  dd'd''\ 
y  como  también  se  hallan  en  el  plano  DUV,  que  es  distinto  de  este  pla- 
no proyectante,  resulta  de  aquí  que  estos  tres  puntos  D,  D'  y  D"  están 
efectivamente  en  línea  recta. 
FiG.  115.  552.  En  virtud  de  esto,  si  hacemos  resbalar  sobre  dos  jeneratrices  A 
y  A'  del  primer  modo,  una  recta  móvil  B"  sujeta  ademas  a  permanecer 
2?aralela  al  plano  Q,  esta  recta  enjendrará  el  mismo  paraboloide  que 
arriba:  porque  cuando  B"  pase  por  el  punto  D,  por  ejemplo,  no  podrá 
menos  de  coincidir  con  la  recta  DD'D"  que  esta  situada  (núm.  551)  so- 
bre este  paraboloide,  y  que  llena  ya  las  condiciones  impuestas  a  B'\ 
Y  en  virtud  de  esto,  tendremos  otro  segundo  método  de  jeneracion  en  que 
el  nuevo  plano  director  d  es  paralelo  a  las  dos  directrices  B  y  B'  del 
modo  anterior,  y  en  el  que  las  directrices  nuevas  son  dos  jeneratrices 
cualesquiera  del  primer  sistema  A. 
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553.  Ensayemos  ahora  el  hacer  mover  una  recta  B''  de  modo  que 
se  apoye  constantemente  en  tres  rectas  cualesquiera  A,  A'  y  A";  del 
primer  sistema,  sin  ponerle  la  restricción  de  ser  paralela  a  un  plano  di- 
rector. Estas  condiciones  bastarán  para  reglar  completamente  (núm« 
521)  el  movimiento  de  esta  jeneratriz;  y  cuando  pase  por  el  punto  D, 
por  ejemplo,  deberá  coincidir  aun  con  DD'D'^  que  cumple  con  las 
condiciones  enunciadas;  luego  B"  va,  según  esto,  a  describir  el  mismo 
paraboloide  que  anteriormente.  Por  consiguiente,  aquí  tenemos  otro  mé- 
todo de  jeneracion,  en  el  que  se  produce  esta  superficie  por  el  movimiento 
de  una  recta  B"  qtie  resbala  constantemente  sobre  tres  rectas  Jijas  A,  A'  y 
A'',  que  son  paralelas  a  un  mismo  plano;  porque,  en  el  caso  actual,  en 
lugar  de  ser  estas  tres  directrices  enteramente  arbitrarias,  son,  por  la 
definición  del  niim.  549,  todas  ellas  peralelas  al  plano  P;  de  suerte  que, 
bajo  este  punto  de  vista,  el  paraboloide  hiperbólico  es  un  caso  particu- 
lar del  hiperboloide  de  una  napa  (núm.  521).  Por  otra  parte,  aun  cuando 
no  hayamos  impuesto  a  la  recta  móvil  B"  la  restricción  de  permanecer 
paralela  al  plano  fijo,  no  dejará  de  llenar  esta  condición,  porque  las 
posiciones  que  tomará,  como  la  DD'D'',  son  todas  paralelas  al  plano  Q; 
esto  concuerda  con  la  observación  del  núm-  529. 

Es  también  evidente  que  este  modo  de  jeneracion  admite,  como  re* 
cíproco,  otro  cuarto  modo  en  el  cual  haremos  mover  a  la  recta  A  sobre 
tres  de  las  jeneratrices  del  sistema  B  cualesquiera  que  ellas  sean;  por^ 
que  como  esta  recta  A  no  podrá  tomar  (núm.  521)  sino  las  posiciones 
A',  A",....  que  llenan  ya  esta  condición,  y  permanecerá  también  paralela 
al  plano  P,  aun  cuando  no  le  hayamos  impuesto  esta  restricción. 

554.  De  aquí  resulta  evidentemente  :  1.®  que  por  cada  punto  D  to-p,c.  115. 
mado  a  discreción  sobre  el  paraboloide,  pasan  dos  rectas  situadas  ente- 
ramente sobre  la  superficie,  y  pertenecientes  una  al  sistema  A  y  la  otra 

al  B;  2.^  que  dos  jeneratrices  que  pertenezcan  al  mismo  modo,  no  se 
hallan  nunca  en  un  solo  plano,  pues  lo  que  hemos  probado  núm.  550 
respecto  a  las  rectas  A,  A',  A",....  también  se  aplica  evidentemente  alas 
rectas  B,  B\  B"....;  3.^  que  cada  jeneratriz  de  un  sistema,  corta  a  todas 
las  rectas  del  otro  modo,  sin  que  haya  dos  que  sean  paralelas;  porque 
si  esta  circunstancia  tuviese  lugar  respecto  a  A"'  y  B",  por  ejemplo,  se 
seguiría  de  aquí  que  estas  rectas  serian  también  paralelas  a  la  intersec- 
ción OX  de  los  dos  planos  directores,  lo  /que  es  imposible,  a  no  ser  que 
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las  consideremos  como  colocadas  a  una  distancia  infinita;  4.^  una  recta 
cualquiera  no  puede  atravesar  al  paraboloide  sino  en  dos  puntos;  porque 
si  tuviese  tres  puntos  comunes  con  esta  superficie,  se  apoyaría  sobre 
tres  jeneratricesy  7  por  consiguiente  (núm.  553)  coincidiría  toda  ella 
con  el  paraboloide.  Ademas,  para  obtener  los  puntos  de  intersección, 
será  preciso  construir  la  sección  causada  en  la  superficie  por  un  plano 
vertical  u  horizontal,  tirado  por  la  recta  dada. 

555«  Finalmente,  como  en  el  primer  modo  de  jeneracion,  hallamos 
las  diversas  posiciones  A,  A',  A",....  de  la  jeneratriz,  por  medio  de  los 
planos  paralelos  a  P,  que  cortan  a  las  directrices  B  y  B'  en  los  puntos 
M  y  N,  M^  y  N\....  sabemos,  por  la  jeo&rietría  elemental,  que  estos  pla- 
nos dividirán  a  las  rectas  B  y  B'  en  partes  proporcionales,  es  decir, 
que  tendremos  que 

MW  _  M'M"  _  M"M"'  ^ 

"Ñ?r  ~  NW'"  ~  N^W^~ ' 

de  donde  resulta  que  en  lugar  de  un  plano  director,  podremos  señalar 
dos  posiciones  primitivas  A  y  A'  de  la  recta  n^óvil;  exijir,  en  seguida^ 
que  esta  resbale  sobre  B  y  B\  de  modo  que  siempre  intercepte  partes 
que  sean  proporcionales  con  MM'y  NN'.  Esta  marcha  será  de  un  uso 
mui  cómodo  para  ejecutar  en  relieve  el  paraboloide  hiperbólico;  porque 
después  de  haber  construido  un  cuadrilátero  gauso,  como  el  MNN'"M''V 
cuyos  lados  y  ángulos  sean  invariables,  bastará  dividir  los  lados  opues- 
tos MM'"  y  NN'"  en  un  mismo  número  de  partes  iguales;  en  seguida, 
uniendo  las  divisiones  correspondientes  por  medio  de  hilos  tendidos  en 
línea  recta^  obtendremos  una  representación  fiel  de  esta  superficie.  Para 
introducir  al  mismo  tiempo  las  jeneratrices  del  sistema  B,  no  ha- 
brá mas  que  dividir  también  los  otros  dos  lados  MN  y  M'"N'"  en  un 
mismo  número  de  partes  iguales,  y  uniendo  los  puntos  de  división  co- 
rrespondientes, por  medio  de  otros  hilos  que  entonces  deberán  apoyarse 
sobre  los  primeros,  y  no  formar  sino  una  sola  y  misma  superficie,  en  la 
que  están  espresados  de  un  modo  mui  sensible  los  dos  modos  de  jene- 
racion (véase  núm.  566  y  la  jí^.  120 J. 
FiG.  115.  556.  Del  plano  tanjente.  Cuando  se  nos  dé  el  punto  de  contacto  G 
sobre  una  jeneratriz  conocida  AMGN,  bastará  solo  construir  otra 
segunda  jeneratríz  A'  del  mismo  modo,  empleando  para  ello  el  proce- 
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diiniento  del  núm.  549  si  el  paraboloide  está  definido  por  un  plano  di* 
rector  P,  j  si  lo  faese  por  tres  directrices  B,  B'  y  B",  paralelas  al  mismo 
plano,  emplearíamos  la  marcha  del  oúm.  521.  Después  de  conocidas 
las  dos  jeneratríces  A  y  A\  las  rortarémoB  con  un  plano  tirado  por  el 
punto  G  paralelamente  a  las  directrices  B  y  B%  y  la  recta  GH  que 
unirá  los  puntos  de  sección,  estará  situada  (níim.  551)  sobre  el  parabo- 
loide; luego  el  sistema  de  las  dos  rectas  AG  y  GH,  que  ellas  mismas 
son  sus  propias  tanjentes,  determinará  el  plano  lanjente  de  la  superfi- 
cie para  el  punto  dado  G. 

557.  Si  solo  se  señalase  la  proyección  horizontal  g  del  punto  de 
contacto,  sin  dar  la  jeneratriz  que  le  contiene,  sería  preciso,  en  primer 
lugar,  hallar  la  segunda  proyección  de  este  punto.  Para  esto,  haríamos 
pasar  por  g  un  plano  vertical  cualquiera,  cuyas  intersecciones  con  di- 
versas jeneratríces  determinaríamos, estos  puntos  nos  darían  enseguida 
las  proyecciones  verticales  de  la  sección  causada  en  la  superficie;  hecho 
esto,  proyectaríamos  el  punto  g  a  esta  curba,  y  de  este  modo  tendría- 
mos las  dos  proyecciones  g  y  g^  del  punto  de  contacto,  mui  fácil  sería 
tirar  la  jeneratriz  que,  pasando  por  este  punto,  se  apoyase  en  B  y  B'; 
de  modo  que  nos  hallaríamos  otra  vez  en  el  caso  precedente. 

558.  La  superficie  gausa  que  nos  ocupa  es  idéntica  con  el  parahó- 
loide  hiperbólico  que  hemos  descrito  con  el  num,  89.  Con  efecto,  esta 
superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  porque  sin  efectuar  los  cálculos, 
es  fácil  ver  que  las  condiciones  por  medio  de  que  espresaríamos  que 
la  recta  móvil  A  tiene  siempre  un  punto  común  con  B  y  con  B',  y  per- 
manece paralela  al  plano  P  elejido,  si  queremos,  por  uno  de  los  planos 
coordenados,  conducirán  a  una  equacion  que  no  pasará  de  segundo 
grado;  y  esta  consecuencia  concuerda  con  la  última  observación  del 
niim.  554.  En  seguida,  esta  superficie  gausa  no  admite  ninguna  sección 
plana  que  sea  una  curba  cerrada,  como  lo  vamos  a  demostrar  (núm. 
564).  Ademas  de  esto,  no  puede  ser  un  cilindro.de  base  hiperbólica  o 
parabólica  en  virtud  de  ser  gausa;  por  consiguiente,  es  preciso  que 
coincida  con  el  paraboloide  hiperbólico  (núm.  89),  pues  que  todas  las 
demás  superficies  de  segundo  grado  admiten,  por  su  misma  jeneracion, 
secciones  elípticas.  {Véase  libro II,  capitulo  I). 

559.  Secciones  planas  del  paraboloide  hiperbólico.  La  curba  de 
intersección  de  esta  superficie  con  un  plano  dado  n,  la  obtendremos 
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construyendo  los  puntos  en  que  este  plano  corta  a  las  diversas  jenera- 
trices  A,  A',  A">«...  y  la  tanjente  a  esta  curba  en  un  punto  dado,  resul- 
tará de  la  intersección  del  plano  tt  con  el  plano  tanjente  al  paraboloide, 
porelpnnto  en  cuestión^  cuyo  plano  se  construirá  como  en  el  num.  556. 
En  cuanto  a  la  naturaleza  de  la  sección,  podemos  proveerla  por  medio 
de  las  reglas  siguientes. 

560.  Si  el  plano  secante  ti  pasa  por  una  recta  A  del  paraboloide, 
la  otra  rama  de  intersección  será  también  rectilínea,  supuesto  que  esta 
superficie  es  de  segundo  grado;  la  determinaremos  hallando  solamente 
los  puntos  D'  y  D'*  en  que  n  va  a  encontrar  a  otras  dos  jeneratrices  A'  y 
A''  del  mismo  modo  que  A,  y  la  sección  total  se  compondrá  de  dos 
restas  A  y  DD'D'\  de  suerte  que  el  plano  tt  será  tanjente  en  D  y  secan- 
te en  todo  lo  demás. 

561.  En  el  caso  mas  particular  aun,  de  que  el  plano  tt  que  pasa  por 
A,  sea  paralelo  al  plano  director  P  que  corresponde  a  esta  jeneratriz, 

0 

no  cortará  este  plano  a  las  otras  jeneratrices  del  mismo  modo,  de  suerte 
que  la  segunda  rama  de  intersección  que  hace  poco  era  DD'D",  se  ale- 
jará toda  ella  al  infinito.  Luego  entonces  la  sección  se  reducirá  a  solo 
la  recta  A;  pero  el  plano  tt  deberá  considerarse  siempre  como  tanjente  . 
al  paraboloide  en  el  punto  infinitamente  distante  situado  sobre  A,  o  sino 
como  un  plano  asíntota  de  la  superficie. 

562.  En  jeneral,  sea  tt  un  plano  cualquiera  que  no  sea  paralelo  a  la 
intersección  OX  de  los  dos  planos  directores;  dicho  plano  cortará  a 
estos  según  las  rectas  d  y  c^'  que  tampoco  serán  paralelas  a  OX,  y  en- 
tonces existirá  en  cada  sistema  una  jeneratriz  paralela  a  tt.  Con  efecto, 
conduzcamos  por  la  directriz  B  un  plano  BCE  paralelo  a  la  troza  d; 
este  plono  cortará  precisamente  a  la  directriz  B'  en  cierto  punto.  N*', 
tirando  por  este  punto  la  recta  N"M"  A"  paralela  a  d,  irá  a  encontrar  a 
la  directriz  B,  y  evidentemente  será  una  jeneratriz  paralela  al  plano  tt. 
Si  operamos  de  un  modo  enteramente  semejante  respecto  a  la  traza  c^', 
tirando  por  la  jeneratriz  A  un  plano  paralelo  a  d\  este  cortará  a  otra 
recta  A'  del  mismo  sistema  en  un  punto  D',  por  el  cual  podremos  tirar 
otra  jeneratriz  B^'  que  será  paralela  a  d'  y  al  plano  tt.  De  aquí  debemos 
concluir  que  la  sección  dada  con  el  plano  tt  presenta  dos  ramas  abier- 
tas, que  converjirán  hacia  los  puntos  infinitamente  distantea  en  qne  tt 
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vaya  a  encontrar  a  las  dos  jencratrices  A"  y  B'';  y  así;  esta  sección  será 
una  hipérbola  cuyas  asíntotas  vamos  a  construir. 

Tiremos  por  la  jeneratriz  A"  un  plano  n'  paralelo  a  P;  este  plano  n' 
será  tánjente  (num.  561)  al  paraboloide  en  un  punto  situado  al  infinito 
sobre  A";  luego  la  intersección  de  este  plano  tanjeute  con  el  plano  tt 
de  la  curba,  nos  dará  la  asíntota  de  la  rama  que  converje  hacia  A",  y 
esta  asíntota  será  evidentemente  paralela  a  esta  jeneratriz.  La  otra  asín- 
tota nos  la  dará  así  mismo  la  intersección  del  plano  tt  con  un  plano  n" 
tirado  según  B"  paralelamente  al  segundo  plano  director  Q,  y  será  pa- 
ralela a  B". 

563.  Finalmente,  supongamos  que  el  plano  secante  n  sea  paralelo 
a  la  intersección  OX  de  los  dos  planos  directores,  en  cuyo  caso  sus  dos 
trazas  d  y  d'  sobre  estos  últimos,  serán  también  paralelas  a  0X«  Si  en 
este  caso  queremos  ensayar  el  obtener  una  jeneratriz  paralela  a  n,  será 
preciso  también  tirar  por  B  un  plano  BCE  paralelo  a  d;  pero  enton- 
ces, este  plano  no  cortará  ya  a  ninguna  de  las  jencratrices  B\  B",.... 
porque  evidentemente  será  paralelo  a  Q;  luego  la  jeneratriz  paralela  a 
TT,  en  el  sistema  A,  se  traslada  toda  ella  a  una  distancia  infinita.  Lo 
mismo  sucederá  con  la  jeneratriz  que,  en  el  sistema  B,  sea  paralela  a 
71,  de  suerte  que  la  sección  ocasionada  por  el  plano  ti  será  abierta, 
supuesto  que  hai  en  ella  jencratrices  cada  vez  mas  distantes  que  in- 
definidamente se  aproximarán  a  ser  paralelas  a  tt;  pero  esta  curba  no 
tendrá  asíntotas.  Con  efecto,  ^esta  última  línea  nos  la  daría,  según  he- 
mos visto  en  el  número  precedente,  la  intersección  del  plano  tt  con  otro 
plano  tt'  o  tt'^  paralelo  a  P  o  a  Q,  tirado  según  la  jeneratriz  paralela  a  tt; 
pero  esta  jeneratriz  está  toda  ella  transportada  al  infinito;  luego  tam- 
bién el  plano  tt^  se  alejará  indefinidamente,  y  no  nos  dará  ya  asíntota.  Por 
consiguiente,  la  sección  relativa  al  caso  actual  es  una  parábola. 

564.  Recapitulando  esta  discusión,  vemos  que:  1.^  todo  plano  n  pa- 
ralelo a  la  intersección  OX  de  los  dos  planos  directores  (*),  da  una  sec- 


(*)  Veremos  en  el  núm.  572  que  esta  recta  OX  ese\  eje  principal  del 
paraboloide,  o  a  lo  menos,  le  es  paralela,  porque  los  dos  planos  directores 
no  están  determinados  en  cuanto  a  su  posición  absoluta,  sino  solo  en 
cuanto  a  su  dirección. 
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cioN  PARABÓLICA,  y  8h  ademos^  n  es  paralelo  a  uno  de  estos  planos  direc- 
tores^ esta  parábola  se  reduce  a  tma  recta  sola  (núm.  561). 

2.^  8i  el  plano  secante  n  no  es  paralelo  a  la  intersección  OX  de  los 
dos  planos  direétereSf  la  sección  es  una  hif£RBOLa;  pero  esta  dejenera  en 
fios  RECTA8  QVE  SE  CORTAN,  si  el  plano  sccantc  contiene  ya  una  genera- 
triz de  la  superficie  (núm.  560). 

S.^  En  ningún  caso^  puede  ser  la  sección  producida  por  un  plano 
cualquiera -n  en  el  paraboloide  una  curba  cerrada. 

565.  Observemos  también  que  las  construcciones  indicadas  en  el 
núm.  562  servirán  para  resolver  este  problema:  hallar  sobre  unparabo- 
loide  dadoy  una  jeneratriz  que  sea  paralela  a  un  plano  conocido  tí.  Ha* 
brá  dos  soluciones  cuando  este  plano  tt  no  sea  paralelo  a  la  intersección 
de  los  dos  planos  directores;  y  el  problema  será  imposible  cuando  n  sea 
paralelo  a  esta  intersección,  a  no  ser  que  al  mismo  tiempo  lo  sea  tam- 
bién a  uno  de  los  planos  directores,  en  cuyo  caso  existirán  una  infinidad 
de  soluciones,  cbdas  por  todas  las  jeneratrices  paralelas  a  este  plano 
director. 

Problema.  Representar  un  paraboloide  enjendrado  par  una  recta 
móvil  A  que  resbala  solrre  dos  rectas  fijas  B  y  B2,  permaneciendo  siempre 
paralela  un  plano  director  dado  P;  y  construir  el  plano  tanjente  a  esta 
superfi£Íe,  en  un  punto  conocido. 

566.  Con  el  fin  de  dar  a  este  depurado  toda  la  simetría  que  debería- 
mos tratar  de  obtener  en  la  constnccion  de  un  modelo  en  relieve,  hare- 
mos observar  que  un  plano  Ct  paralelo  a  las  dos  rectas  dadas  B  y  B^  sería 
el  plano  director  del  segundo  modo  de  jeneracion  (núm.  552)  del  para- 
boloide que  buscamos;  y  como  este  plano  Q  está  evidentemente  determi- 
nado, a  lo  menos  en  dirección,  por  los  datos  actuales  del  problema,  nos 
será  pernaitido  adoptar  las  disposiciones  siguientes : 

Fiti.  1-20.  1.^  Elej iremos  nuestro  plano  horizontal  de  proyección,  perpendicular 
a  los  dos  planos  directores  P  y  Q,  que  entonces  estarán  representados 
por  sus  trazas  horizontales  op  y  oq. 

2.®  Dirijirémos  el  plano  vertical  de  proyección,  de  suerte  que  sea  pa- 
ralelo a  la  recta  oy  que  divide  en  partes  iguales  al  ángulo  poq;  en  se- 
guida, trazaremos  las  proyemones  (CD,  C'D')  de  la  recta  dada-  B,  y 
las  proyecciones  (EF,  GT)  de  la  otra  directriz  B,,  teniendo  cuidado  de 
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que  las  dos  proyecoiones  horizontales  iJD  y  EF,  deberán  ser  necesaria- 
mente paralelas  entre  sí,  según  la  Gandición  1.%  paes  lo  serán  a  ta  traiga 
oq  del  plano  director  Q. 

9.^  Podemos  también  lerantar  o  b^jar  nuestro  plano  horizontal,  de 
modo  queja  línea  de  tierra  VY'  pase  por  el  punto  C  en  que  se  cruzan  las 
dos  proyecciones  verticales  de  las  directrices  B  y  B^;  y  en  este  caso,  las 
trazas  horizontales  CE  de  estas  rectas,  se  hallarán  sobre  una  misma 
perpendicular  CE  a  la  línea  de  tierra. 

4.^  Limitaremos  estas  directrices  a  los  dos  puntos  (D,  D')  y  (F,  F"') 
en  que  van  aencontraralplano  vertical  «OOF  tirado  perpendicularmente 
por  el  medio  de  CE;  de  modo  que  la  figura  CDEF  será  un  rombo, 
cuyo  centro  O  será  la  proyección  del,^  del  paraboloide,  como  lo  vere- 
mos mas  adelante  (núm.  572),  con  tal  que  las  directrices  B  y  B,  estén 
igualmente  itulinadas  sobre  el  actual  plano  horizontal.  A  la  verdad, 
esta  ultima  condición  podrá  mui  bien  no  quedar  satisfecha  por  las  direc- 
trices que  asigne  |a  cuestión;  pero  concederemos  que  se  verifica  aquíy  y 
por  consiguiente  qire  los  puntos  (D,  D')  y  (F,  F')  están  a  la  misma  al- 
tara, en  atención  a  que  en  todos  casos  sabremos  hallar  (num.  572)  entre 
las  jenetríces  del  paraboloide,  dos  rectas  que  estén  igualmente  in- 
clinadas sobre  la  vertical,  y  que  en  el  acto  pudiesen  sustituirse  a  las  di- 
rectrices dadas  (CD,  C'D')  y  (EF,  CT*),  cuando  estas  últimas  no  lle- 
nasen dicha  condición. 

567.  Sentado  esto,  la  recta  que  reúna  los  puntos  (D,  D')  y  (E,  C')fig.  v:o. 
será  evidentemente  paralela  al  plano  director  P,  supuesto  que  su  pro- 
yección horizontal  DE  será  paralela  a  la  traza  o;?  de  este  plano  vertical  P 
según  las  consideraciones  2/y  4.*  del  numero  precedente.  Luego  (DE, 
D-C)  es  una  posición  de  la  jeneratriz  móvil  A;  y  como  tomismo  suce- 
derá con  la  recta  (CF,  C'F'},  vemos  que  si  se  dividen. en  un  mismo  nu- 
mero de  partes  iguales  las  dos  directrices  dadas  (CD,  C'D^)  y  (EF, 
C'F'),  y  unimos  «n  seguida  los  puntos  de  división  O  y  16,  1  y  15,  2  y 
14,  3  y  13 hallaremos  por  este  medio  kis  diverjas  jeneratrices  del  sis- 
tema A,  a  saber : 

(DE,D'C), (GH,  G'H%.;..  (CF,  CF); 

y  ademas,  todas  estas  roetes  estarán  proyectadas  horizontalmente  sobre 
paralelas  a  la  traza  <^  del  plano^  director  P» 

42 
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568.  En  cuanto  a  las  proyecciones  verticales  de  estas  misinas  jene- 
ralrices,  formarán  con  sus  intersecciones  subcesivas,  una  curba  D'O'F' 
envolvente  de  todas  estas  rectas,  y  que  será  una  parábola.  Porque  cada 
jeneratriz  G'H*  nos  dará  evidentemente  la  proporción  F*G'  :  G'C*  : : 
C'H'  :  H'D',  de  a^uí  resulta  que,  en  la  curba  envolvente,  dos  tanjentes 
tiradas  desde  el  mismo  punto  quedan  cortadas  por  otra  tercer  tanjente 
en  partes  recíprocamente  proporcionales;  que  es  una  propiedad  cono- 
cida de  la  parábola  de  segundo  grado.  Por  otra  parte,  como  la  curba 
D'O'F'  forma  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  ef  plano  verti- 
cal, será  preciso  puntuar  las  partes  de  jeneratrices  que  están  al  otro 
lado  de  este  contomo  aparente;  y  así,  la  recta  (GMH,  G*M'H*),  por 
ejemplo,  será  visible  sobre  el  plano  vertical  en  la  porción  6'M',  e  invi- 
sible en  la.  M'H';  ademas,  el  punto  de  contacto  M'  que  separa  estas 
partes,  estará  precisamente  proyectado  en  M  sobre  la  diagonal  DF. 
Con  efecto,  en  la  parábola  D'0*F',  tendremos^  por  el  principio  record- 
dado  arriba, 

G'JVÍ'  :  M'H'  :;  C'H'  :  H'D'  :;  11  :  5; 

pero  en  el  trapuio  CDEF,  tenemos  también  evidententemente  que* 

GM  :  MH  .iG¥  i  DH  ::  11  :  5; 

de  donde  concluimos  qup  G'M'  :  M'H'  ::  GM  :  MD,  y  por  consi** 
guiente  el  punto  M'  se  proyecta  en  M.  Esta  circunstancia/  que  se  re* 
produce  en  :tDdas  las  jeneratrices,  prueba  que  la  parábola  D'OT'  no  es 
otra  cosa  quo  la  sección  dada  por  el  plano  vertical  DOF,  en  el  parabo- 
loide de  que  tratamos. 

565.  Si  proyectamos  ahora  este  mismo  paraboloide  sobre  un  plano 
vertical  VZ"  paralelo  a  la  diagonal  CE,  las  directrices  primitivas  se  con- 
vertirían en  las  rectas  (CJ>,  C"D")  y  (EF,  E"D"):  y  probaríamos,  como 
arriba,  que  las  proyecciones  délas  jeneratrices  forman  por  sus  inter«> 
secciones  subcesivas,  otra  ]>arábola  C"0"E"  que  representará  la  sec- 
ción causada  en  la  superficie  por  el  plano  vertical  COE.  El  lector  que 
esté  familiarizado  con  la  aplicación  del  análisis  a  la  Jeometría  de  las  tres 
dimensiones,  reconocerá  en  los  planos  verticales  O  Y  y  OZ  que  nos  dan 
estas  parábolas,  los  planos  diametrales  principales  del  paraboloide  hiw 
perbólico,  que  deben  cortarBe  (num«  91)  según  el  eje  único  de  esta  su- 
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perfícre;  con  efecto^  vamos  a  demostrar  (núm.  572)  qu3  este  eje  es  la  rec- 
ta (O,  O'X'). 

570  £1  paraboloide  hiperbólico  admit^i  según  hemos  visto  en  e\^^G.v20. 
num.  551,  otro  segundo  sistema  de  jeneratrices  rectilíneas  que  son  pa- 
ralelas al  plano  director  Q,  determinado  por  las  dos  directrices  primiti- 
vas B  y  B„  o  (CD,  C'D')  y  (EF,  CT');  este, en  el  caso  presente,  es  el  pla- 
no vertical  og.  Por  consiguiente,  eg^tas  nuevas  jeneratrices  estarán  pro- 
yectadas horizontal  mente  sobre  paralelas  a  la  traza  ^q;  y  así,  como  ellas 
deben,  ademas,  apoyarse  sobre  dos  rectas  del  sistema  A,  por  ejemplo, 
sobre  (DE,  D'C)  y  (CF,  C'F'),  cuyas  estremidades  corresponden  ya 
(núm.  566)  a  planos  verticales  DC  y  EF  paralelos  a  oq^  vemos  que  será 
suficiente  dividir  en  un  mismo  número  de  partes  iguales  a  estas  dos 
nuevas  directrices  (DE,  D'C)  y  (CF,  CT'),  y  unir  en  seguida  los  pun- 
tos de  división  O  y  16,  1  y  IS^  2  y  14,  3  y  13...-;  de  este  modo  obten- 
dremos las, diversas  jeneratrices  del  sistema  B,  a  saber  : 

(CD,  CD'), (gWi,  G'M'H'), (FE,  F'C). 

571«  Estas  rectas  del  sistema  B  se  confundirán  en  la  proyección 
vertical  con  las  del  sistema  A  ya  construidas;  porque  en  el  rombo  CDEF, 
es  evidente  que  los  puntos  G  y  ^,  H  y  ^,  se  hallan  de  dos  en  dos  sobre 
perpendiculares  a  la  línea  de  tierra;  y  así,  las  proyecciones  verticales 
de  estas  jeneratrices  B,  serán  aun  tanjentes  a  la  parábola  principal 
D'OT';  pero  las  partes  visibles,  como  (MA,  M'H'),  caerán  sobre  las 
partes  puntuadas  de  las  jeneratrices  A,  y  rocíprocamente.  Por  esto,  y 
pqr  dejar  subsistente  a  la  vista  la  distancia  de  las  dos  napas  anterior  y 
posterior  al  plano  vertical  DOF,  no  hemos  querido  representar  las  je- 
neratrices del  sistema  B  como  realmente  existentes,  pero  las  hemos 
marcado  sobre  el  plano  hcurizontal  con  rectas  mistas. 

Una  coincidencia  análoga  se  efectuará  sobre  el  plano  vertical  VZ", 
en  el  que  las  jeneratrices  (|el  sistema  B  serán  también  tanjentes  a  la 
parábola  principal  C"0"E". 

572.  Para  hallar  la  cÚMpide  y  d  eje  del  paraboloide  hiperbólicu,  es 
preciso  recurrir  al  análisis,  o  sino  admitir  como  definiciones,  que  es  per- 
mitido sentar  las  relaciones  siguientes :  El  £J£  del  paraboloide  es  vna 
recta  paralela  a  los  dos  planos  directores  F  y  Q^de  tal  naturaleza  que 
torta  a  la  superficie  en  un  punto  por  el  cual  pasan  dos  jeneratrices  que 
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ám¿a«  son  perpendieulare»  a  este  eje;  ademas,  este  punto  se  üama  cús- 
pide (núm.  91).  En  virtud  de  esto,  vemos  que  cuando  Los  datos  son 
cualesquiera,  será  precísoy^  en  Jenercüy  tirar  mi  plano  n  perpendicular  a 
P  y  Q,  y  en  seguida,  hallar  por  el  núm.  565,  las  dos  jeneratríces  que 
son  paralelas  a  n.  Hecho  esto,  el  punto  de  encuentra  de  estas  dos  rectas 
será  la  cúspide  pedida;  y  una  perpendicular  a  n,  tirada  por  este  punto, 
será  el  eje  do  la  superficie. 

Pero  en  él  caso  presente,  en  que  hemos  adoptado  (núm.  566)  los  da- 
tos mas  simétricos,  es  evidente  que  el  eje  del  paraboloide  es  vertical,  y 
que  por  el  punto  (O,  O*)  pi^an  dos  jeneratrices  horizontales  (K'OT, 
KOI)  y  (K'OT,  A;0¿);  luego  el  punto  (O,  O')  es  la  cúspide  pedida,  y 
por  consiguiente,  el  eje  es  la  recta  (O,  C'O'X'). 
FiG.  1*20.  Entre  las  condiciones  admitidas  en  el  núm.  566.  solo  hai  una  que  no 
siempre  estará  a  nuestro  arbitrio  satisfacer;  esta  es  la  que  supone  que 
la^  dos  directrices  dadas  están  igualmente  inclinadas  sobre  el  plano 
horizontal,  elejido  según  lo  hemos  hecho.  Cuando  no  se  verifique  esta 
relación,  solo  resultará  que  los  puntos  D'  y  F'  no  se  hallarán  a  la  misma 
altura,  y  que  el  centro  O  del  rombo  CDEF  formado  según  se  ha  dicho 
(núm,  566),  no  será  la  proyección  de  la  cúspide  de  la  superficie;  pero 
entonces  hallaremos  esta  cúspide  por  el  método  jeneral,  o  mas  sencilla- 
mente tirando  a  la  parábola  D'OT'tina  tanjente  horizontal.  Ademas, 
podremos  también  proporcionarnos  dos  directrices,  como  las  que  ya 
hemos  admitido,  tirando  a  la  parábola  dos  tanjentes  igualmente  incli- 
nadas sobre  la  vertical,  y  mirando  a  estas  rectas  como  dos  jeneratríces 
del  paraboloide,  hallaremos  fócilmente  sus  proyecciones  horizontales, 
que  nos  servirán  para  formar  el  rombo  cuyo  centro  corresponderá  exac- 
tamente a  la  cúspide  de  la  superficie. 

573.  Para  manifestar  claramente  la  forma  inversa  de  la&  dos  napas 
del  paraboloide,  que  una  está' encima  y  otra  debajo  de  la  única  cúspide 
(O,  O')  en  que  se  reúnen  sin  discontinuidad,  cortemos  a  esta  superficie 
con  diversos  planos  perpendiculares  al  eje  (O,  C'O'X').  Sea  L'R'  uno 
de  estos  planos;  este  oncnentra  a  las  proyecciones  verticales  de  las  je- 
neratrices  que  hemos  construido,  en  puntos  que  proyectaremos  sobre  el 
plano  horizontales,  y  que  formarán  una  curf^a  compuesta  de  dos  ramas 
indefinidas,  pero  separadas,  LM¿,  BNr.  Esta  curba  necesariamente  es 
una  hipérbola  (núm.  562)  cuyo  eje  veal  m  ep  la  actualidad  (MN,  M'N');: 
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pero  si  el  pliftno  decante  estuviese  debajo  de  la  cúspidej  como  T'W% 
eotÓQces  la  seocion  que  aun  sería  (dúju.  5Q2)  una  hipérbola  TUW,  tuwy 
tendria  por  eje  real  a  la  recta  (Uu,  U');  y  si  este  plano  secante  pasase 
precisamente  por  lá  cúspide  (O,  O')»,  la  sección  se  reduciría  a  las  (}os 
rectas  (KOI,  KT)  y  {kOi,  KT),  cuyas  proyecciones  horizontales  son 
las  asíntotas  comunes  a  las  dos  seccionns  precedentes. 

574.  El  plano  tanj ente  por  un  punto  cualquiera  del  paraboloide, 
dado  por  su  proyección  horizontal  ^  se  obtendrá  tirando  las  jenerairices 
Koi  y  '^Sj  respectivamente  paralelas  a  DE  y  DC;  y  en  seguida,  si  se 
proyectan  sobre  el  plano  vertical  los  dos  puntos  en  que  cada  una  de  estas 
rectas  va  a  cortar  a  los  lados  opuestos  del  rombo  CDEF,  hallaremos 
de  este  modo  las  proyecciones  verticales  de  estas  jenerat rices,  y  no  ha- 
brá mas  que  hacer  pasi^r  un  plano  por  estas  dos  rectas.  No  haremos 
aquí  estas  construcciones,  temerosos  de  hacer  algo  confuso  el  depurado; 
pero  no  presentarán  ninguna  dificultad  al  lecton 


CAPITULO  IV. 


De  los  planos  tormentes  a  ¡as  superficies  gansos  jenerales. 


El  hiperboloide  de  una  napa  y  el  paraboloide  hiperbólico  son,  entre 
las  superficies  gausa£i,  las  mas  sencillas  que  pueden  concebirse,  porque 
todas  sus  directrices  son  rectilíneas;  y  así  es  que  son  las  únicas  cuya 
equacion  no  se  eleva  táuo  al  segundo  grado,  y  por  esta  razón,  se  las 
llama  las  dos  superficies  gausas  de  segundo  grado^  Como  la  construcción 
de  sus  planos  tanjentes  es  fácil,  se  ha  tratado  de  reducir  a  ellas  la  so- 
lución de  las  cuestiones  semejantes  relativas  a  las  superficies  gausas 
jenerales,  y  se  ha  conseguido  por  medio  del  lema  siguiente. 

575.    Lema*  Cuando  dos  superficies  gausq:s  S  y  S*  tienen  unajene-  pi^.  i  le. 
ratriz  común  GLMN^  y  se  tocan  en  tres  puntos  L,MyN  de  esta  recta, 
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entonces  eHas  dos  superficies  se  iDEirriFiCAN  completamente  en  todo  el 
largo  de  esta  jeneratriz^  es  decir  que,  en  cada  punto  de  esta  recta,  ei 
plano  tanjente  es  comnn  a  ambas  superficies. 

Supuesto  que  en  L  las  dos  superficies  tienen  un  plano  tanjente  co« 
mun,  y  qhe  sucede  lo  mismo  en  los  puntos  M  y  N,  tres  planos  cuales-* 
quiera  tirados  por  estos  puntos,  cortarán  a  las  superficies  S  y  S'  según 
las  curbas  respectivamente  tanjentes, 

Aa,  B¿,  Ce    y    A'a\  B'b\  CV, 

de  las  cuales  las  tres  primeras  se  podrán  adoptar  por  directrices  de  la 
recta  móvil  G,  cuando  esta  describe  la  superficie  S,  en  tanto  que  las 
otras  tres  curbas  serán  las  directrices  relativas  a  S\  Sentado  esto,  ha* 
remos  resbalar  la  jeneratriz  G  sobre  las  tres  directrices  Aa,  Bb  y  Ce,  y 
la  colocaremos  en  una  posición  infinitamente  próxima  glmn;  esta  recta 
móvil  no  habrá  dejado  de  bailarse  al  mismo  tiempo  sobre  la  segunda 
superficie  S\  porque  las  curbas  directrices  de  esta,  que  son  tanjentes  a  las 
otras,  tienen  común  con  ellas  los  elementos  lineales  L¿,  Mm  y  Nn;  luego 
las  rectas  G  y  ^,  así  como  también  todas  las  posiciones  intermedias  do 
la  jeneratriz,  son  comunes  a  las  superficies  S  y  S^  lo  que  desde  luego 
.nos  da  lugar  a  concluir  que[teniendo  común  estas  superficies  el  elemento 
superficial  comprebendido  entre  G  y  g^  e  indefinido  en  lonjitud,  se  to- 
carán en  todo  el  largo  de  la  recta  G.  Pero  para  establecer  mas  clara- 
mente aun  esta  consecuencia,  cortemos  a  las  superficies  S  y  S'  por  otro 
cuarto  plano  arbitrario,  tirado  por  el  punto  también  arbitrario  H :  en 
'  este  caso,  las  secciones  serán  dos  curbas  Dd  y  lydy  que  precisamente 
pasarán  por  los  dos  puntos  H  y  A  en  que  este  plano  secante  en- 
cuentra a  las  rectas  G  y  g\  luego  las  curbas  Dd  y  D*¿r,  que  tienen 
dos  puntos  comunes  infinitamente  próximos,  se  tocarán  según  el  ele* 
mentó  HA,  o  bien  tendrán  la  misma  tanjente  HAT.  Por  consiguiente, 
los  plunos  tanjentes  de  S  y  de  S' en  el  punto  H,  coincidirán  exacta* 
mente  uno  con  otro,  supuesto  que  cada  uno  de  ellos  deberá  pasar  por 
las  rectas  GH  y  HT. 

576.  Si  las  superficies  gausas  S  y  S'  son  del  jénero  de  las  que  ad- 
miten un  plano  director^  bastará,  para  que  se  identifiquen  todo  el  largo 
de  una  jeneratriz  común  G,  que  solo  tengan  dos  planos  tanjentes  comu- 
nes en  dos  puntos  de  esta  recta,  y  que  ademas,  el  plano  director  sea  el 
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misme  para  una  y  otra  superficie.  Esta  proposición  se  demostrará  exac- 
tamente como  la  precedente,  e  inmediatamente  debemos  conocer  porque, 
eu  el  caso  actaal,  no  se  exijen  sino  dos  planos  tanjentes  comunes;  por^ 
que  tan  luego  como  las  directrices  Aa  y  A'a',  B¿  y  Wb\  son  respectiva- 
mente tanjentes,  y  que  ademas  es  el  mismo  el  plano  director,  esto  ma- 
nifiestamente es  bastante  para  que  la  recta  G  que  resbala  sobre  Aa  y 
B¿  paralelamente  a  este  plano  director,  no  cese  de  hallarse  a  la  vez  sobre 
las  dos  superjiiciesy  cuando  esta  recta  pasa  de  la  posición  G  a  la  posición 
infinitamente  próxima^. 

Las  dos  teoremas  precedentes  sobre  el  contacto  de  las  superficies 
gausas^  son  no  solamente  útiles  en  muchas  cuestiones  de  estereométria 
en  que  se  quiere  identificar  esta  clase  de  superficies,  sino  que  también 
sirve  de  base  al  método  que  se  emplea  para  construir  sus  planos  tan- 
jentes o  sus  normales,  cuya  determinación  es  también  necesaria  para 
construir  las  juntas  de  las  dovelas  de  ciertos  arcos. 

577.  Del  plano  tanjente  cuyo  punto  de  contacto  se  nos  da.  SeanpiG.  117. 
Aa,  B¿  y  Ce  las  tres  directrices  de  una  superficie  gausa  cualquiera  S,^  y 

H  el  punto  de  una  jeneratriz  GLMN,  para  el  cual  se  nos  pide  el  plano 
tanjente.  Tiraremos  las  tanjentes  LT,  MU  y  NV,  a  las  directrices  da- 
das, y  haciendo  resbalar  la  recta  G  sobre  estas  tres  tanjentes  fijas,  ob- 
tendremos (núm.  521)'un  hiperboloide  de  una  napa  que  tendrá  eviden- 
temente en  li,  M  y  N,  los  mismos  planos  tanjentes  que  S.  Luego  estas 
dos  superficies  se  tocarán  (núm.  575)  en  todos  los  puntos  de  la  jeaera- 
triz  GLMN;  y  por  consiguiente,  la  indagación  del  plano  tanjente  de  la 
superficie  S  en  el  punto  H  quedará  reducida  a  la  del  plano  tanjente  a 
este  hiperboloide  en  este  mismo  punto,  problema  cuya  solución  se  ha 
indicado  en  el  núm.  5S0;  pero  vamos  a  dar  un  método  mas  sencillo 
aun  en  el  uum.  579« 

578.  Observemos  ademas,  que  para  construir  un  hiperboloide  de 
identifi>cacion  al  largo  de  la  jeneratriz  G,  no  es  necesario  emplear  preci- 
samente las  tres  tanjentes  LT,  MU  y  NV:  basta  adoptar  por  directrices 
tres  rectas  cualesquiera,  situadas  respectivamente  en  los  planos  GLT, 
GMU  y  GNV,  que  toquen  a  la  superficie  S  en  los  puntos  L,  M  y  N; 
porque  el  hiperboloide  formada  de  este  modo  tendrá  manifiestamente 
tres  planos  tanjentes  comunes  con  la  superficie  S.  Por  consiguieur- 
te,  el  hiperboloide  de  identificación  es  susceptible  de  una  infinidad  de 


íbróilas;  y  BÉíf  éntíre  t<KÍos  etrtós  hiperbdtoide»  tanjentes,  habrá  uno  que 
prosjentará  nñ  ecMitaeto  mais  ÍDtíiíio  con  \a  snpetíicie  S^  y  que  se  Uama 
hipérbolüidé  úséulador;  pero  eomb  8U  construccicm  no  nos  es  útti  por 
ahora,  habláremos  dé  él  cuando  tratemos  de  ]a  ourbatuira  de  las  flftipei>- 
ficiés  (téeUe  tiüm.  744). 

579.  Un  paraboloide  de  identificación  presetita  el  método  mas  simple 
para  construir  el  plano  tanjente  de  una  superficie  gausa  jeneral  S«  6oh 
efecto,  en  el  plano  tanjente  de  S  en  N,  que  está  determinado  poir  6N 
y  NV,  podremos  siempre  trazar  una  recta  NR  que  sea  paralela  ai  mis- 
mo plano  que  LT  y  MU;  porque  esto  se  reduce  a  cortar  al  plano  tan- 
jente GN V  con  un  plano  paralelo  a  LT  y  MU.  Si  entonces  adoptamos 
las  tres  rectas  LT,  MU  y  NR,  que  son  paralelas  a  un  solo  plano  para 
dirijir  el  movimiento  de  la  jeneratriz  G,  obtendremos  (núm.  553)  tm  pa- 
raboloide que  tendrá  también  tres  planos  tanjentes  comunes  con  la  su- 
perficie S,  en  los  puntos  L,  M  y  N:  luego  el  plano  que  toque  a  S  en  H, 
iserá  el  mismo  (núm.  575)  que  el  plano  tanjente  del  paraboloide  for- 
mado de  este  modo;  y  este  último  plano  se  construirá  por  el  sencílfo 
método  del  núm.  556.  Mui  pronto  presentaremos  un  ejemplo  de  estas 
construcciones  en  el  problema  del  núm.  608. 

580.  Cuando  la  misma  superficie  S  admita  un  plano  director  P, 
bastará  entonces  adoptar  las  tanjentes  LT  y  MU  a  las  dos  curbas  direc- 
trices para  hacer  resbalar  a  la  jeneratriz  GLM  paralelamente  al  plano 
P;  según  esto,  esta  recta  dei^cribirá  inmediatamente  un  paraboloide  que 
tendré,  dos  planos  tanjentes  comunes  con  S  y  el  mismo  plano  director. 
Luego  (núm.  576)  este  paraboloide  tocará  a  la  superficie  B  en  todo  el 
largo  de  GLM;  de  modo  que  construyendo  el  plano  tanjente  de  este 
paraboloide  respecto  al  punto  H  (núm.  556),  éste  será  también  el  pia- 
no que  tocará  a  la  superficie  8  en  este  punto  (véase  el  ejemplo  del 
ñúm.  598). 

58L  Si  una  de  las  directrices  lineales  estuviese  reemplazada  por 
riiiá  supei^fícre  directriz  2,  a  la  que  debiesepermanecer  tanjente  la  jene- 
ratriz de  S  (núm.  516),  la  curba  aaV,...  formada  por  la  serie  depuutos 
de  contacto  de  tas  jeneratrices  Ga,  GV,  G"ce",....  con  2,  sería  en  el  fon- 
do la  tercéia  directriz  lineal;  pero  sin  construir  esta  curba  ni  su  tanjen- 
te, no  hai  mas  que  observar,  que  el  plano  tanjente  de  la  superficie  S  en 
el  apunto  <x,  éfs  él  tn¥dmo  qué  él  plano  taimente  de  la  superficie  gausa 
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prropuettft  8y  pérfoe  miú  y  otro  deben  contener  ft  tu  recta  6a  y  a  la 
tanjento  de  ú  corbá  aa'a*\...  Por  coMigttientOy  bostarii  tntat  en  d 
plano  tanjenté  de  S,  relativo  al  panto  «,  ana  recta  cnatquiera  ccR, 
la  que  unida  a  tae  tanjenteé  2,  de  Ida  otras  doe  directríced  lineales, 
servirá  también  para  formar  una  superficie  ausiliar  de  segundo  grado, 
que  tendrá  tres  planos  tanjentes  comunes  con  S,  de  los  cuales  sacaré'- 
mos  el  mismo  partido  que  en  el  n{im.  577.  Este  método  tendrá  apfica- 
Otones  útiles  en  los  depurados  relativos  a  los  escaleras  de  piedra  y  de 
madera:  véase  también  el  ejemplo  del  ndm.  604, 

582.     Por  último,  puede  suceder  que  la  definición  de  la  superficie 
gausa  S,  no  nos  de  a  conocer  inmediatamente  tres  directrices,  como  he- 
mos citado  ejemplos  en  el  núm.  519;  o  bien,  que  siendo  dadas  estas  di- 
rectrices, no  sepamos  cOristrnir  sus  tanjentes.  En  este,  caso,  represente- 
mos por  G  la  jeneratriz  sobre  que  se  halla  el  punto  H,  para  el  cual 
queremos  hallar  el  plano  tanjenté,  y  construyamos  varias  jeneratrices 
próximas....    G3,  Go  y  G',  G",....  que  precedan  y  sigan  a  la  propuesta. 
En  esto  caso,  un  plano  n  tirado  arbitrariamente  por  la  recta  G,  cortará 
a  estas  jeneratrices  próximas  en  los  puntos  a^,  a^y  a\  (¿\  que  nos  darán 
una  curba  agaga'»"....,  cuyo  encuentro  ol   con  G  nos  hará   conocer   el 
punto  en  que  el  plano  n  toca  a  la  superficie  S;  con  efecto,  como  este 
plano  n  contiene  a  la  recta  Ga  y  a  la  tanjenté  de  la  curba  aaV...,,  será 
seguramente  tanjenté  a  8  en  el  punto  a.  Así  mismo,  dirijiendo  por  la 
recta  G  otro  plano  tt',  hallaremos  el  punto  6  en  que  será  tanjenté  a  S,  y 
en  seguida  otro  tercer  plano  iC\  tirado  por  G,  tocará  a  esta  superficie  en 
cierto  punto  7.  Sentado  esto,  trazaremos  en  los  tres  planos  tanjeptes  tt, 
tt'  y  tt"  las  rectas  arbitrarias  aR,  6T  y  y  V,  que  adoptaremos  por  di- 
rectrices de  uña  superficie  gausa  de  segundo  grado,  la  cual  tocará  a  la 
superficie  propuesta  S  en  todo  el  largo  de  la  recta  G  (núm.  578);  luego 
la  determinación  del  plano  tanjenté  de  8  en  el  punto  H,  quedará  redu- 
cida a  hallar  el  plano  tanjenté  de  la  superficie  ausiliar  de  segundo  gra- 
do, para  este  mismo  punto;  cuyo  problema  se  resolverá  comeen  el  núm. 
530  o  556,  según  se  hayan  elejido  las  tres  directrices  rectilíneas  para- 
lelas o  ño  paralelas,  a  un  inismo  plano. 

583.  De  aquí  resulta  que  todo  plano  tr  tirado  por  una  recta  G  de 
una  superficie  gausa,  es,  en  jeneral,  tanjenté  a  esta  superficie  en  cierto 
punto  a,  que  se  determina  construyendo,  como  arriba,  la  curba  a^a^a^d'\,.. 
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según  la  que  este  plano  corta  a  la  superficie  propuesta.  Sin  embargo,  el 
plano  n  se  convertirá  en  asíntota  de  la  superficie,  si  la  curba  OL^a*á*\... 
no  encuentra  a  la  recta  G  sino  al  infinito,  como  ha  sucedido  con  el  hi- 
perboloide en  el  níim.  546;  y  también,  si  este  plano  no  cortase  a  las 
jeneratrices  próximas  a  G,  como  en  el  caso  del  paraboloide  examinado 
en  el  núm,  561. 

584.  Lo  que  precede  nos  pone  en  estado  de  resolver  un  problema 
interesante,  a  lo  menos  con  respecto  a  la  teoría;  este  es  el  de  construir 
la  tanjente  a  una  curba  D  trazada  arbitrariamente,  y  enteramente  des- 
conocida en  cuanto  a  sus  propiedades  joométricas,  pero  dada  por  sus 
dos  proyecciones. 

Para  esto  (*),  hagamos  pasar  por  esta  curba  una  superficie  gausa  8 
que  tenga  por  directrices  a  la  cuba  D  y  a  dos  rectas  A  y  B  tomadas  a 
discreción.  Después  de  haber  construido  la  jeneratriz  Ga  que  pase  por 
el  punto  a  dado  sobre  la  curba  D,  sabremos  hallar  por  el  núm.  582  el 
plano  tanjente  de  S  para  el  punto  a,  sin  emplear  la  tanjente  incógnita 
de  la  directriz  D.  Así  mismo  formando  otra  segunda  superficie  gausa 
S',  cuyas  directrices  sean  la  curba  D  y  dos  rectas  A'  y  B\  diferentes  de 
las  primeras,  sabremos  también  construir  el  plano  tanjente  de  S'  para  el 
punto  dado  ce.  Y  como  la  curba  D  so  halla  al  mismo  tiempo  sobre  las 
dos  superficies  S  Y  ^\  su  tanjente  en  el  punto  a  deberá  estar  situada 
en  los  dos  planos  tanjentes  de  que  acabamos  de  hablar;  y  por  consi- 
guiente, nos  la  dará  la  intersección  de  estos  planos. 

Para  simplificar  las  operaciones  gráficas,  podremos  formar  las  dos 
superficies  gausas  S  y  S',  con  dos  solas  directrices  D  y  A,  D'  y  A',  aña- 
diendo ademas  a  estas  un  plano  director  común  P.  Una  sola  superficie 
Sosería  suficiente,  si  la  curba  D  fuese  plana,  porque  el  plano  de  esta 
curba  debería  contener  a  la  tanjente  pedida. 

585.  De  los  planos  tanjentes  cuyo  punto  de  contacto  no  es  dado. 


(*)  Debemos  este  método  injenioso  a  M.  Hachette.  Pero  es  preciso 
confesar  que,  en  la  práctica,  la  multitud  de  operaciones  que  exije,  no 
producirá  un  resultado  mas  cierto  que  si  nos  contentásemos  con  tirar  esta 
tanjente  por  medio  de  la  regla,  haciendo  que  tuviese  un  arco  pequeño 
común  con  la  curba  propuesta. 
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Podremos  aplicar  a  las  superficies  gansas  los  métodos  jenerales  indica- 
dos en  el  libro  V  para  esta  claae  de  problemas;  pero  en  el  caso  actual,  son 
susceptibles  de  algunas  simplificaciones  notables. 

Si  el  plano  tanjetite  a  la  superficie  S,  está  solo  sujeto  a  pasar  por  un 
punto  dado  V,  el  problema  será  susceptible  de  una  infinidad  de  solu- 
ciones (núm.  348),  dadas  todas  por  la  línea  de  contacto  cié  un  cono  cir- 
cunscrito a  la  superficie  S,  y  cuya  cúspide  esté  en  V.  Para  hallar  esta 
curba,  bastará  tirar  por  el  punto  V,  y  por  cada  una  de  la  varias  jenera- 
trices  G,  G',  G'\,..,  planos  que  todos  sean  tanjentes  a  la  superficie  S, 
en  los  puntos  cty  6»  y*--?  qne  ya  sabreipos  construir  (núm.  583);  en  este 
caso,  la  curba  erg  y....  que  reúna  todos  estos  puntos,  será  la  línea  de  con-^ 
tacto  que  buscamos. 

586.  Esta  marcha  será  mui  cómoda,  cuanda  la  superficie  S  sea  de 
segundo  grado;  porque  la  línea  ausiliar  asC^cc'a''  del  núm.  582  que  sirve 
para  hallar  el  punto  de  contacto  a  del  plano  tirado  por  la  jeneratriz  G, 
se  reducirá  a  una  recta  de  la  cual  será  suficiente  construir  dos  punto»; 
y  la  curba  definitiva  a3y-«-«  s^rá  también  plana  y  de  segundo  grado 
(núm.  353). 

Podríamos  referir  al  caso  presente  el  problema  del  número  anterior, 
construyendo  el  paraboloide  de  identificación  al  largo  de  cada  jeneratriz 
G  de  la  superficie  arbitraria  S. 

587.  Cuando  el  plano  tanjente  a  la  su])erficie  S,  deba  ser  paralelo  a 
una  recta  dada  D,  dirijirémos,  por  las  diversas  j  enera  trices  G,  G,'  G",.*** 
planos  paralelos  a  D;  y  determinando  (núm.  583)  sus  puntos  de  contacto 
a,S9  y»—  con  la  superficie  S,  la  curba  ao7«-«-  será  la  línea  de  contacto  de 
un  cilindro  circunscrito  a  S  y  paralelo  a  D;  por  consiguiente,  esta  curba 
agy....  nos  dará  todas  las  soluciones  del  problema  propuesto  (núm.  378)% 

588.  Si  la  snperficie  S  es  de  segundo  grado,  hallaremos  las  mismas 
simplificaciones  que  ya  indicamos  en  el  núm.  586;  y  podremos  referir  al 
caso  actual,  el  problema  análogo  respecto  a  una  superficie  cualquiera  S. 

589.  Cuando  el  plano  tanjente  a  una  superficie  gausa  arbitraria  S 
deba ^a^r^^r  una  recta  dada  D,  no  habrá  mas  que  seguir  la  marcha 
jeneral  indicada  núm.  395,  que  consiste  én  hallar  los  puntos  comunes  a 
las  curbas  de  contacto  de  dos  conos  que  estén  circunscritos  a  S,  y  que 
tengan  sus  cúspides  colocadas  sobre  la  recta  D. 

590.  Pero  si  la  superficie  gausa  es  de  segundo  grado,  resolveremos 
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el  problema  4ei}Q  modo  ou;idio  mas  aencillo,  por  medio  4e  \m  jsommU- 
racipnes  aíguíentea.  El  {^aoo  tanj^t^  q^ie  buacamo»  defb^rá  oooteoei^ 
ademas  de  la  recta  D,  a  Jas  dos  j^uefatrices  del  hiperboloide  (o  del  pia^ 
raboloíde)  que  ae  cortan  en  el  punto  de  contado  iacógoíto;  luego,  por 
lo  méoos,  QQa  de  estas  jeneratrices  irá  a  encontrar  a  D  en  un  punto  M, 
en  el  cual  esta  última  recta  Jrá  a  penetrar  al  hiperboloide. 

En  virtud  de  esto^  si  priocipiamos  por  hallar  (núm.  534, 5.^)  loe  dos 
puntos  M  y  M'^  en  .que  la  recta  dada  D  corta  jeneralmente  a  la  super- 
ficie; y  si  en  aeguida,  construimos  las  cuatro  jeneratrices  MA  y  MS, 
M'A'  y  M'B'  que  pasan  por  estos  dos  puntos,  no  habrá  mas  que  dirijir 
por  las  rectas  JD  y  AIA,  D  y  MB  dos  planos  que  cnmpliráu  con  el  pro- 
blema, porque  serán  tanjentes  en  alguna  parte  a  la  superficie  (num. 
545).  Ad,ema8,  como  el  plano  DMA  contieoe  patentemente  a  la  jetiera- 
uiz  M'B'  que  tiene  un  punto  M'  en  este  plano,  y  que  necesariamente 
encuentra  a  MA,  y  que  el  otro  plano  DMB  contendrá,  así  ipismo,  a  la 
jeneratriz  M'A\  vemos  que  los  puntos  de  contacto  a  y  6  de  estos  planea, 
tanjentes,  nos  los  dará  a  conocer  inmediatamente  el  encuentro  de  MA 
con  M'B'  y  de  MB  con  M'A'. 

591.  De  aquí  resulta  que  el  problema  en  cuestión  será  imposible, 
siempre  que  no  encuentre  la  recta  D  al  hiperboloide.  Sin  embargo,  ea 
preciso  no  comprehender  en  esta  esclusion,  al  caso  en  que  llegando  esta 
recta  a  coincidir  con  una  arista  del  cono  asíntota,  fuese  e}la  misma  asín- 
tota de  la  superficie;  en  este  caso,  el  plano  tanjente  pedido  seria  el  que 
tocase  a  este  cono  al  largo  de  la  recta  D. 

592.'  Finalmente,  consideremos  el  caso  en  que  el  plano  tanjente  que 
buscamos  deba  ser  paralelo  a  un  plano  dado  n.  Bi  la  siiperficie  gausa 
S  es  cualquiera,  será  preciso  también  recurrir  a  la  marcha  jeueral  del 
num.  421;  pero  podremos  sustituirle  los  métodos  siguientes,  cuando 
la  superficie  sea  de  segundo  grado. 

593.  Respecto  a  un  hiperboloide  ganso,  indagáramos,  como  en  el 
num.  548,  las  jeneratrices  A  y  B,  A'  y  B'  que  en  los  dos  sistemas  sean 
paralelas  al  plano  n;  sabenM)s  que  las  dos  primeras  serán  paralelas  eo.tre 
sí,  y  que  las  otras  dos  nos  presentarán  una  relación  semejante.  En  este 
caso,  el  plano  conducido  por  las  rectas  A  y  B\  lo  mismo  que  el  que  piui^ 
por  B  y  A'  cumplirán  evidentemente  con  el  problema,  pues  cada  uno 
de  ellos  coatiene  dos  rectas  paralelas  a  n  y  que  se  costan.  Ademas,  co- 
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nocerexDQs  iamedi&tafnepte  los  pnato^  de  conifictOi  p^e»  «e  hallfir^n 
en  el  encuentro  de  Jap  jcner^triceis  A  y  3',  P  y  A';  y  ¡ei  prob^pia 
podrá  daroqs  dpa  aolucíoae^,  unfi  sola,  o  ninguna,  según  la  dispppion 
hecha  en  el  num.  547. 

594.  Respecto  q,  un  paraboloide  gauso,  hallaremos  in^s  f^iJoieR- 
te,  según  el  numero  565,  las  dos  únicas  jeneratrices  A  y  B  que  eu 
los  dos  sistemas  son  paralelas  al  plano  tt;  y  como  estas  dos  rectas  po- 
drán, en  el  caso  presente,  ser  paralelas  entre  sí  (num.  554,  3.^),  el  plano 
tirado  según  estas  dos  líneas  será  paralelo  a  tt,  y  nos  dará  la  única  so- 
lución del  presente  problema-  Ademas,  el  punto  de  contapto  de  este 
plano  tanjente,  nos  le  dará  inmediatamente  el  encuentro  de  las  jenera- 
trices  A  y  B. 

Hubiéramos  podido  contentarnos  con  construir  una  sola  de  las  jene- 
ratrices  A,  y  tirar  en  seguida  por  ella  un  plano  paralelo  a  n;  pero  enton- 
ces tendríamos  que  hallar  el  punto  de  contacto  de  este  plano  tanjente,, 
inquiriendo  la  segunda  rama  de  su  intersección  con  el  paraboloide, 
que  precisamente  sería  la  jeneratriz  B.  £1  problema  puede  ser  ipipo- 
sible  o  indeterminado,  conforme  a  lo  que  hemos  dicho  en  el  num.  565. 

595.  Teorema.  En  toda  superficie  gausa  S,  las  varias  normales ^ig.  lis. 
MN,  M'N',  M"N",....  tiradas  por  todos  los  puntos  de  una  misma  jene- 
ratriz Gf  forman  siertipre  un  paraboloide  hiporbólico. 

Si  representamos  por  S  la  superñcie  lugar  de  todas  estas  normales, 
y  la  hacemos  dar  un  cuarto  de  revolución  al  rededor  de  la  recta  G,  cada 
normal  MN,  que  es  ya  perpendicular  a  este  eje  de  rotación,  describirá 
un  plano  y  se  abatirá  según  una  recta  MT  que  formará  ángulos  rectos 
con  GM  y  MN;  por  consiguiente,  MT  se  hallará  en  el  plano  tanjente 
de  la  superficie  S.  Ademas,  como  esta  mudanza  simultánea  de  todas 
las  normales,  solo  altera  la  posición  de  la  superficie  S,  y  no  su  forma, 
bastará  examinar  cual  es  la  superficie  S'  producida  por  las  diversas  rectas 
MT,  M'T',  M''T",....  que  son  tanjentes  a  S,  y  cumplen  también  con  la 
condición  de  sei  todas  perpendiculares  a  la  jeneratriz  G. 

Para  esto,  haremos  resbalar  la  recta  G  sobre  tres  de  estas  tanjentes 
sean  cuales  fueren,  a  saber:  MT,  M'T',  M"T";  y  como  estas  directrices 
son  evidentemente  paralelas  a  un  mismo  plano,  formaremos  de  este  mo- 
do un  paraboloide  (num.  553)  que  como  tiene  los  mismos  planos  tanjen- 
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tes  en  los  puntos  M»  M'^  M'',  qae  la  superficie  S^  tocará  a  esta  superfi- 
cie (num.  575)  en  todo  el  largo  de  GMM'.  Pero^  decimos  que  las  otras 
tanjentes  M"'T''V*«*  están  así  mismo  situadas  sobre  este  paraboloide; 
porque/si  le  cortamos  con  un  plano  perpendicular  a  GM  tirado  por  el 
punto  M'",  sabemos  (núm.  551)  que  la  sección  será  una  recta  M'"R,  que 
por  razón  de  la  identificación  establecida  entre  S  y  el  paraboloide,  esta- 
rá contenida  en  el  plano  tanjente  de  la  superficie  primitiva  S,  es  decir, 
en  el  plano  GM'"T"';  de  donde  se  sigue  que  las  dos  rectas  M"'R  y 
M"'T'"  coincidirán  completamente,  porque  una  y  otra  serán  perpendicu- 
lares a  GM"',  y  las  tres  estarán  colocadas  en  un  mismo  plano  GM"'T'": 
luego  M'"T'"  está  ciertamente  situada  sobre  el  paraboloide  que  heñios 
construido  con  las  tres  primeras  tanjentes.  Como  ademas,  este  mismo 
raciocinio  podría  aplicarse  a  todas  las  demás  tanjentes  de  S,  perpendi- 
culares a  la  jeneratriz  G,  quedará  probado  que  la  superficie  Y!j  que  es 
el  lugar  de  estas  tanjentes,  es  un  paraboloide  hiperbólico;  y  esta  misma 
conclucion  se  estiende  también  a  la  superficie  S  formada  por  las  ñor- 
males  MN,  M'N',,.,.  porque  esta  no  se  diferencia  de  S'  sino  en  su  posi- 
cion  en  el  espacio  (*). 

Este  teorema  es  notable  por  su  jeneralidad,  pues  subsiste  para  todas 
las  superficies  gausas,  y  servirá  para  señalar  la  naturaleza  de  Uíb  juntas 
normales  en  las  bóvedas  en  que  la  dovela  sea  gausa,  y  para  preveer 
también  la  forma  de  las  secciones  producidas  en  estas  juntas  por  di- 
versos planos. 


(*)  Esta  demostración  tan  sencilla  y  puramente  sintética^  se  debe  a 
M,  J.  Binet 


i 
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CAPITULO  V. 

Diversos  ejemplos  de  superficies  gausas. 

§  1.®  Conoide  recto. 

596.  Hemos  dicho  (num.  520)  que  un  conoide  era  la  superficie  ^n-Fio.  121. 
jendrada  por  una  recta  móvil  que  se  apoyaba  constantemente  sobre  una 
RECTA  y  sobre  una  curbafijas,  permaneciendo  paralela  a  un  plano  dado. 

En  el  caso  presente,  tornaremos  a  este  plano  director  por  plano  horizon- 
tal de  proyección,  y  por  directrices  a  la  elipse  (AZ'H,  AH)  y  a  la  vertical 
(O'Z',  O);  si  esta  última  recta  es  perpendicular  al  plano  director,  será 
el  conoide  recto.  Las  diversas  jeneratrices  se 'construirán  mui  fácilmen- 
te; porque  bastará  conducir  un  plano  horizontal  arbitrario  B'G',  que  cor- 
tara  al  eje  en  el  punto  (O,  O"),  y  a  la  elipse  en  los  puntos  (B',  B)  y 
(G',  G);  uniendo  en  seguida  estos  puntos,  hallaremos  (OB,  0"B')  y  (OG, 
0"G'),  que  serán  dos  jeneratrices  del  conoide;  y  las  otras  se  obtendrán 
de  un  modo  semejante. 

597.  Es  cierto  que  esta  superficie  será  gausa;  porque  por  mas 
próximos  que  estén  dos  puntos  B'  y  C  tomados  sobre  la  directriz,  las  je- 
neratrices correspondientes  (BO,  B"0")  y  (CO,  C'O'")  no  serán  parale- 
las, porque  sus  proyecciones  horizontales  se  cortan  en  O;  y  ademas  estas 
jeneratrices  no  podrán  cortarse  en  el  espacio,  en  atención  a  que  están  si- 
tuadas en  planos  horizontales  diferentes.  Ademas,  es  preciso  observar 
que  estas  rectas  prolongadas  indefinidamente  formarán  otra  segunda  na- 
pa proyectada  en  el  espacio  angular  aOh;  y  que  la  vertical  (O,  O'Z'),  se. 
gun  la  que  se  cortan  las  dos  napas  de  la  superficie,  será  en  el  caso  actual 
una  línea  de  estriccion^  en  virtud  de  que  indicará  la  dirección  de  la  dis- 
tancia mas  corta  entre  dos  jeneratrices  cualesquiera. 

598.  El  plano  tanjente  deteste  conoide,.re8pecto  a  un  punto  (M,  M') 
dado  sobre  una  jeneratriz,  se  obtendrá  aplicando  el  método  jene- 
ral  indicado  en  el  num.  580.  Tracemos  la  tanjente  B'T  en  el  punto  de 
la  elipse  en  que  termina  la  jeneratriz  de  que  tratamos  (0MB,  O'^M^B'), 
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y  como  la  otra  directriz  'O,  OZ';  es  ana  recta  qae  es  ella  misma  so  pro- 
pia tanjente,  la  conservaremos,  j  haremos  resbalar  sobre  esta  Tertical 
O  y  sobre  latanjente  BHT,  la  jeneratríz  (OMB,  0*^>rB^)  siempre  hori- 
zontal: de  este  modo,  obtendremos  oo  paraboloide  de  identificación ,  en 
elqne  la  recta  TO  es  evídencemente  otra  segunda  jeneratriz  del  mismo 
sistema  trazada  en  el  plano  horizontal  de  proyección.  En  este  caso,  cor- 
temos a  las  dos  jeneratrices  OT  y  í031B,  CM'B'j  con  el  plano  verti- 
cal MP  paralelo  manifiestamente  a  las  déjs  directricesj  el  cual  deberá 
dar  por  sección  (niim.  551)  en  el  paraboloide,  una  recta  áe\  segundo 
sistema  qae  será  (MP,  M'P;.  Esto  sapnesto,  el  piano  que  pase  por 
los  dos  rectas  (MP,  MT';  y  (MB,  M'B'^,  situadas  ambas  sobre  el  para- 
boloide, sera  el  plano  tanjente  de  esta  superficie  ausiliar,  y  también  del 
conoide  propuesto,  paesto  que  estas  dos  superficies  se  identifican  (núin. 
576)  en  todo  el  largo  de  lajeneratriz  OMB,  C^M'B';.  Pero  es  fácil  ver 
que  este  plano  tendrá  por  traza  horízonial  a  la  recta  Pa  paralela  a  MB, 
y  por  traza  vertical  a  la  recta  aB'  que  también  debe  ser  paralela  a  M'P; 
y  así,  PaB'  es  el  plano  tanjente  al  conoide  en  el  punto  (M,  M*). 

599.  t^i  quisiéramos  hallar  oí  plano  tanjente  relativo  a  olto  punto (N, 
N')  situado  sobre  la  misma  jeneratríz,  nos  serviría  aun  el  paraboloide 
qae  hemos  construido;  y  sería  suficiente  cortarle  con  el  plano  vertical  NQ 
paralelo  a  las  dos  directrices,  y  la  sección  que  sería  la  recta  (NQ,  N'Q*), 
combinada  con  lajeneratriz  (XB,  N'B'),  nos  daría  el  plano  QgB'  por 
plano  tanjente  al  conoide  en  (N,  N").  En  vista  de  esto,  conocemos  que 
los  varios  planos  tanjentes  de  esta  superficie,  tirados  al  largo  de  la  je- 
neratriz  (OB,0"B'),  son  mui  diferentes  unos  de  otros,  aun  cuando  todos 
contienen  a  esta  jeneratriz;  y  por  consiguiente,  sus  trazas  horizontales 
son  todas  paralelas  a  OB.  Finalmente,  si  so  señalase  el  punto  de  con- 
tacto en  (O,  O"),  el  plano  tanjente  se  convertiría  entonces  en  el  plano 
vertical  OÉB\ 

600.  Está  bien  observemos  que  todas  las  rectas  B'T,  MT',  N'Q\**, 
deben  ir  a  encontrar  a  la  vertical  O'Z'  en  un  mismo  punto  que  llalna- 
réuios  cü',  por  ser  estas  las  proyecciones  de  otras  tantas  jeneratrices  del 
paraboloide,  pertenecientes  al  segundo  sistema  y  que  todas  deben  apo- 
yarse sobre  la  jeneratrist  del  primer  modo  (^OO',  eo'^.  Ademas,  como  las 
rectas  M'P',  N'Q',.***  serian  evidentemente  las  tanjentes  de  las  secciones 
hechas  en  el  conoide  por  los  planos  veiticales  MP,  NQ,:...  la  relación 
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precedente  corresponde  moi  bien  a  la  naturaleza  de  estaa  cnrbas,  que  en 
el  caso  actual  son  elipses  que  todas  tienen  un  eje  común  0'Z\  y  que  se 
construyen  fácilmente  proyectando  sobre  el  plano  vertical,  los  puntos 
en  que  cada  plano,  tal  como  el  MP,  encuentra  a  las  diversas  rectas  OA, 
OB,  OC,M«.  del  conoide. 

§  2.  Conoide  circunscrito  a  una  esfera: 

601.  Figurémonos  una  recta  móvil  que  permaneciendo  siempre  ho-^io,  128. 
rizontal,  se  apoye  sobre  una  recta  Jija  (AH,  A*H')  y  sobre  una  erfera 

(RI,  OÍ')  a  la  que  permanezca  siempre  tanjente;  la  superficie  descrita 
de  este  modo  será  también  un  conoide,  en  el  cual  estará  reemplazada  la 
directriz  curbilínea  con  una  superficie  a  que  deberán  tocar  las  diver- 
sas jeneratrices.  Para  obtener  e^as  últimas,  tiraremos  un  plano  horizon- 
tal cualquiera  C'S\  que  encuentre  a  la  recta  fija  en  el  punto  (C,  C),  y 
corte  a  la  esfera  según  un  circulo  cuyo  radio  sea  K*S';  en  este  caso,  tiran- 
do a  la  proyección  horizontal  de  este  círculo,  las  dos  tanjentes  CM  y 
Cm,  estas  serán  dos  jeneratrices  del  conoide,  que  se  proyectarán  veiti- 
cálmente  según  la  única  recta  C'm\  Ademas,  si  proyectamos  sobre  esta 
última  recta,  los  puntos  de  contacto  M  y  m  a  M'  y  m';y  si  en  seguida 
repetimos  operaciones  semejantes  con  todos  los  planos  horizontales  que 
pueden  cortar  a  la  esfera  dada,  hallaremos  una  curba  cerrada 

(RLMNPQRí/mmZR,  R'L'M'NT'Q'R"g>VmTR'), 

por  linea  de  co&tacto  de  la  esfera  con  el  conoide  circunscrito;  si  esta 
curba  la  hubiésemos  conocido  desde  un  principio,  hubiera  podido  reem- 
plazar a  la  esfera  directriz. 

602.  Con  el  fin  de  tener  mas  limpieza  en  el  depurado,  hemos  su- 
puesto que  las  jeneratrices  del  conoide  estaban  terminadas  en  sus  pun- 
tos de  contacto  con  la  esfera,  de  este  modo  queda  visible  toda  la  parte 
de  esta  superficie,  situada  del  otro  lado  de  la  curba  de  contacto  respecto 
a  la  recta  (AH,  A'H');  pero  del  lado  de  acá  de  esta  recta  existe  otra  se- 
gunda napa  del  conoide,  cuya  parte  superior  y  visible  sobre  el  plano  hori- 
zontal está  formada  por  las  prolongaciones  B^  C/i,  D2/,¿...  de  las  jenera- 
trices inferiores  B¿,  Cm,  Dn,,.«.  de  la  otra  napa»  y  recíprocamente.  Ade- 
mas, para  completar  el  contomo  aparente  del  conoide  sobre  el  plano  hori- 
zontal, sería  preciso  trazar  las  curbas  envolventes  de  las  rectas  AR,  B/, 
Cm,....  y  GR,  FQ,  EP,..,.;  curbas  que  inmediatamente  nos  darían  las 
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intersecciones  subcesivas  de  estas  jeneratricesi  si  no  hubiéramos  temido 
que  mnltiplicándolas  mas,  ívamos  a  ocasionar  alguna  confusión  en  el 
depurado. 

603.  En  el  caso  presente,  la  recta  (AH,  A'H')  no  es  otra  cosa  qne 
una  línea  de  estriccion,  que  es  lo  mismo  que  sucedía  en  el  ejemplo  del 
núm.  597;  pero  por  las  razones  citadas  en  este  artículo,  veremos  que  la 
presente  superficie  es  también  gatisa,  lo  mismo  que  lo  son  todos  los 
conoides. 

604.  Determinemos  el  plano  tanjentc  relativo  a  un  punto  cualquiera 
(V,  V)  situado  sobro  la  jeneratriz  (CM,  C'M');  y  como  al  presente  la 
segunda  directriz  es  una  superñcie,  y  no  una  curba,  empleemos  el  mé- 
todo del  níim.  581.  En  virtud  de  esto,  construiremos  en  primer  lugar, 
una  tanjenta  a  la  esfera  en  el  punto  (M,  M'),  y  para  mayor  sencillez, 
adoptemos  la  tanjente  del  meridiano  que  manifiestamente  es  (RMT. 
Z'M'T*);  haciendo  en  seguida  resbalar  sobre  esta  tanjente  y  sobre  la 
directriz  rectilínea  (AH,  A'H'),  a  la  recta  (CM,  CM*)  manteniéndola 
siempre  horizontal,  formaremos  un  paraboloide  que  se  identificará  (num. 
576)  con  el  conoide  en  todo  el  largo  de  esta  jeneratriz;  ademas,  otra 
posición  de  esta  recta  móvil  será  evidentemente  la  línea  TH  situada  en 
el  plano  horizontal  de  proyección.  Sentado  esto,  tiremos  por  el  pnnto 
(V,  V),  un  plano  paralelo  a  las  dos  directrices  (AH,  A'H')  y  (MT, 
M'T');  este  pluno  que  tiene  por  traza  horizontal  a  la  línea  XY  fácil  de 
hallar,  debe  cansar  en  el  peraboloide  una  sección  rectilínea  (núm.  551), 
que  es  por  consiguiente,  la  recta  (aV,  a'V);  en  cuyo  caso  esta  racta  uni- 
da a  (CVM,  C'V'M'),  determinará  un  plano  agy'  que  será  tanjente  al 
paraboloide,   y  también  al  conoide  primitivo  en  el  punto  (V-,  V). 

605.  Este  plano,  aun  cuando  es  tanjente  al  conoide,  debe  cortar  a 
esta  superficie  (números  512  y  583);  y  la  intersección  total  se  compon- 
drá do  la  recta  (CVM,  C'V'M';  y  de  una  curba  que  pasará  por  el  punto 
C^f  V)}  Ia  qne  obtendremos  con  facilidad  hallando  los  puntos  de  en- 
cuentro del  plano  aSy^  con  las  diversas  jeneratrices  del  conoide  que 
hemos  construido. 

§  3.  Bóveda  aviajada,  llamada  :  Cuerno  de  vaca. 

riG.  122.     606.     Esta  superficie,  que  se  emplea  algunas  veces  para  embovedar 
un  pasaje  al  sesgo  comprehendido  entre  dos  planos  verticales  paralelos 
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AC  y  BD»  tiene  por  jeneratriz  a  una  recta  móvil  que  constatitemente 
se  apoya  1.  ®  sobre  el  círcalo  vertical  (AZ'B,  AB);2.  ®  sobre  otro  cír- 
culo (C'Z'D*,  CD)  igual  y  paralelo  al  primero;  3,©  sobre  una  recta 
O'OO'*  perpendicular  a  los  dos  círculos  precedentes,  y  lirada  por  el  cen- 
tro O  del  paralelógramo  ABDC.  Para  construir  las  diversas  posiciones 
de  la  jeneratriz  móvil,  tiraremos  por  la  recta  OO*  un  plano  cualquiera 
00'K\  este  cortará  a  los  dos  círculos  en  los  puntos  (K',  K)  y  (L',  L),y 
uniéndolos  por  medio  de  una  recta  (KL,  KX'),  esta  será  una  jenera- 
triz de  la  superficie  en  cuestión.  Así  mismo  (M'N'0\  MNO")  será  otra 
posición  de  la  recta  móvil;  y  cuando  esta  línea  llegue  a  pasar  por  los 
dos  puntos  de  las  circunferencias  que  están  proyectados  en  Z\  dicha 
recta  será  horizontal  y  ya  no  encontrará  a  la  directriz  OO'  si  no  es  al 
infinito.  Del  otro  lado  de  esta  posición,  la  jeneratriz  móvil  se  inclinará 
en  sentido  contrario,  e  irá  a  cortar  a  la  directriz  OO'  detras  del  plano 
vertical  (*). 

607.  La  superficie  enjendrada  de  este  modo  es  gausa,  porque  como 
dos  jeneratrices  cualesquiera  se  hallan  en  planos  tirados  según  00\ 
no  podrían  cortarse  sino  sobre  esta  recta,  y  las  actuales  van  a  encon- 
trarla en  puntos  diferentes,  como  se  ve  por  las  proyecciones  horizontales 

BD,  KL,  MN, Por  otra  parte,  estas  diversas  proyecciones  formarán 

por  medio  de  sus  intersecciones  subcesivas,una  curba  envolvente  de  todas 
estas  rectas,  que  será  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  pla- 
no horizontal.  En  cuanto  a  la  naturaleza  de  esta  curba,  y  a  la  equacion 
de  la  superficie  misma,  se  podrá  consultar  el  Análisis  aplicado  a  la 
jeometria  de  las  tres  dimensionesj  capítulo  XV. 


(*)  Habría  j  en  verdad^  otro  medio  de  hacer  que  la  recta  mótil  llenase 
la  condición  de  apoyarse  constantemente  sobre  las  tres  directrices  asigna- 
das. Porque  sí  esta  recta,  pasando  siempre  por  el  punto  Jijo  O,  resba-^ 
lase  sobre  el  semí-círculosuperior  f  AZ'B,  AB^,  necesariamente  encon- 
traría también  a  la  mitad  inferior  del  segundo  círculo,  y  reciprocamente; 
de  modo  que  la  superficie  orijínada  así  sería  un  cono  de  segundo  grado. 
Pero  como  conocemos  bien  que  la  posición  de  esta  superficie  no  es  acomo- 
dada para  formur  una  bóveda  que  cubra  el  espacio  ACDB,  descuidamos, 
en  el  caso  presente,  este  modo  de  jener ación. 
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606.  Cotistruyamos  el  plano  tanjente  de  esta  superficie  gausa,  en  el 
punto  (G,  G')  dado  sobre  la  jeneratriz  (MNO",  M*N'0');  y  paitt  esto, 
formemos  en  primer  lugar  un  paraboloide  ausiliar  que  tenga  por  direc* 
trices  a  tres  tanjíentes  de  la  superficie  que  sean  paralelas  a  un  müma 
plano  (núm.  579).  Dos  de  estas  directrices  serán  las  tanjentes  M*T'  y 
(N'V;  NV);  la  tercera  debe  ser  una  recta  paralela  al  plano,  vertical  y^ 
tirada  por  el  punto  O^'  en  el  plano  que  toca  a  la  superficie  en  eete^ 
punto.  Pero  como  este  plano  tanjente  debe  contener  a  la  recta  O'XK  y  a 
la  jeneratriz  (MNO",  M'NX>'),  es  precisamente  el  plaso  Q^'CK'M',  y  por 
ccMnsiguiente  la  tercer  directriz  del  paraboloide  ausiliar  es  (0^/i,  O^M'J^ 

Sentado  esto,  haremos  resbalar  sobre  estas  tres  directrices  a  la  recta 
móvil  (MNO",  M'N^O'),  y  determinaremos  la  posición  que  toma  cuando 
llega  al  punto  (V\  Y),  por  ejemplo.  Para  esto»  tiraremos  por  este  puMto 
y  poi  la  directriz  (Q''f¿>  OM')  un  plano  cuya  traza  horizontal  es  mani- 
fiestamente O" Va,  y  la  traza  vertical  una  recta  ag'  paralela  a  O'M';  en 
seguida,  como  este  plano  encuentra  a  la  primera  directriz  M'T'  en  el 
punto  (S'f  6)9  concliiirémas  de  aquí  que  TSVy,  S'V'y-^  es  otra  segunda 
posición  de  la  jeneratriz  (^MNO*\  M'N'O'^  del  paraboloide  ausiliar; 
Cortemos  ahora  a  estas  dos  líneas  con  el  plano  vertical  GH  paralelo  a  laa 
tres  directrices^  y  la  recia  (GH,  G'H')  es  una  jeneratriz  (núm»  551)  per- 
teneciente al  segundo  modo  de  jeneracion  del  paraboloide;  por  consi- 
guente,  el  plano  que  pase  por  las  rectas  f  GH,  G'H';  y  (MNO*  Jtf'N'CT), 
es  decir,  el  0"PM'  será  el  plano  tanjente  del  paraboloide,  y  también  de 
la  superficie  gausa  propuesta,  para  el  punto  en  cuestión  (G,  G').  Obser- 
varemos que  la  traza  PM'  debe  ser  precisamente  paralela  a  la  proyec- 
ción vertical  G'H'  de  una  de  las  rectas  que  contiene  este  plano. 

609.  De  aquí  deduciremos  fácilmente  la  normal  de  la  superficie 
gausa  en  el  punto  (G,  G');  y  construyendo  del  mismo  modo  las  demás 
normales  para  los  otros  puntos  de  la  porción  (M'N',  MN)  de  la  je* 
neratriz,  obtendremos  un  paraboloide  hiperbólico  (núm.  595)  que  será 
acomodado  para  formar  la  junta  normal  de  esta  pequeña  brjveda. 

§  i.  De  los  helizoides  gansos. 

FiG.  124.  610.  Después  de  haber  construido  una  hélice  de  base  circular 
(ABCD..,.,  A'B'C'D'ffA"H"),  figurémonos  una  recta  móvü  (AO,  AV) 
que  resbale  sobre  esta  hélice  y  sobre  su  eje  (O,  O'Z'),  forjttando,  adamas, 
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tí»  ángulo  constante  con  este  eje:  de  este  modo  prodocirésios  un  hUizoi- 
de  que  es  preciso  no  confandir  con  el  helizoide  ¿t0iarroZ2a¿Ze  considerado 
ya  eu  el  nufn.  456,  porque  el  que  tratamos  aquí  es  gauso,  segon  rmura  « 
demostrar,  después  de  haber  enseñado  a  construir  las  diversas  poaicio^ 
nes  de  su  }eneratriz« 

611.  Para  obtener  la  que  pasa  por  el  punto  arbitrario  {F,  F')  de  la 
hélice,  tomemos  sobre  el  eje  vertical  un  intervalo  á^f  igual  a  la  dife*- 
rencia  de  nivel  de  los  puntos  (F,  F')  y  (A,  A'j,  la  recta  (F|f',  FO)  será 
la  jeneratriz  pedida,  porque  formará  con  el  eje  y  el  radio  del  cilindro 
que  termine  en  el  punto  (F,  F'),  un  triángulo  rectángulo  que  evidente- 

'  mente  será  igual  a  A'a^O';  de  modo  que  los  ángulos  de  los  vértices  de 
estos  dos  triángulos,  serán  ciertamente  los  mismos,  según  lo  exijia  la  leí 
del  movimiento  citada  mas  arriba.  Pero  para  hacer  que  esta  operación 
sea  mas  uniforme  y  mas  sencilla,  observaremos  que  la  traza  de  la  hélice 
primitiva  ha  motivado  (núm.  451)  la  división  de  la  circunferencia 
ABCH....  y  del  paso  de  la  hélice  A' A",  en  un  numero  de  partes  iguales, 
que  en  el  caso  presente  son  catorce;  por  consiguiente,  si  principiamos 
por  señalar  sobre  el  eje  vertical,  comenzando  desde  a\  intervalos  como 
á'Vy  b'c\  c'd\  d^e\  ey,....  iguales  todos  a  las  divisiones  del  paso  de 
la  hélice,  no  habrá  mas  que  hacer  que  unir  por  medio  de  rectas,  los  pun«- 
tos  correspondientes  B'  y  b\  C  y  c\  D'  y  íF....,  para  obtener  las  pro3'ec-- 
cienes  verticales  C'5',  CV,  D'^,..,.  de  las  diversas  jeneratrices  proyec- 
tadas horizontalmente  sobre  los  radios  BO,  CO,DO 

612.  Hecha  esta  construcción,  es  evidente  que  dos  jeneratrices,  por 
mas  próximas  que  estén,  no  se  hallarán  nunca  en  un  mismo  plano;  por-- 
que  sus  proyecciones  horizontales  se  cortarán  siempre  en  O,  y  los 
puntos  situados  sobre  la  vertical  O,  estarán  colocados  en  alturas  dife- 
rentes unos  de  otros;  luego  este  helizoide  es  una  superficie  gausa. 

613.  Como  los  diversos  triángulos  rectángulos,  formados  por  cada 
jeneratriz  con  el  eje  y  el  radio  del  ciUndro  que  termina  en  el  punto  co- 
rrespondiente de  la  hélice,  son  (núm.  611)  iguales  todos  a  A'a'O',  sí- 
gnese de  aquí  que  la  porción  de  la  recta  móvil,  comprehendida  entre  el 
eje  y  la  hélice  directriz,  conserva  siempre  la  misma  lonjitud;  por  consi- 
guiente, podemos  también  mirar  al  helizoide  ganso  de  que  tratamos,  co* 
mo  enjendrado  por  una  recta  de  una  lonjitud  constante  (AO,  AV),  qus 
resbala  sobre  una  /lélice  de  base  circular  y  sobre  su  eje: 

44¿ 


350  Ltnnn  vii.  de  las  sltcrficies  galsas. 

614.  En  este  moviniientOy  en  que  lá  lonjitnd  de  la  jeueratriz  y  su 
inclinación  sobre  el  eje  permanecen  invariables,  es  evidente  qne  un 
punto  cualquiera  {a^cC)  de  esta  recta  móvil  permanecerá  a  una  distancia 
constante  aO  del  eje  vertical  (O,  O'Z'),  es  decir,  qne  este  punto  ae 
mueve  sobre  el  cilindro  recto  que  tiene  por  base  al  círculo  aSy<—Adema6, 
como  los  dos  estremos  de  la  jéneratríz  se  elevlm  a  uñ  mismo  tiempo 
una  cantidad  igual  aa'b^  o  a^c\  o  a'<f  ...i  sucederá  lo  mismo  con  el  punto 
(a,  a'),  cuyas  ordenadas  verticalas  contadas  desde  el  plano  horizontal 
a'^\  serán  siempre  iguales  a  las  ordenadas  del  punto  (A,  k*)  sobre  el 
plano  A'0\  Pero  estas,  por  la  naturaleza  do  la  hélice  que  recorre  el 
punto  (A,  A'),  son  proporcionales  a  los  arcos  AB,  AC,  AD,....  o  bien  a 
los  arcos  aS?  ay,  ad,.-.;  luego  también  estas  últimas  son  proporcionales  a 
las  ordenadas  de  las  posiciones  que  ocupa  el  punto  (a,  oC)  encima  del 
plano  horizontal  a'eü^  cuando  se  proyecta  subcesivamente  a  %j  7,  d,..; 
por  consiguiente  (\\i\m.  446^,  la  curha 

descrita  por  un  punto  cualquiera  (a,  a'J  de  la  jeneratriz^  durante  su  mo- 
vimiento, es  una  hilicc  del  mismo  paso  que  la  hélice primitixa,  pero  traza- 
da sobre  un  cilindro  concéntrico  al  primero. 

Para  construir  esta  hélice,  será  suñcíente  que  después  de  haber  des- 
crito el  círculo  del  radio  Occ,  proyectemos  los  puntos  S,  y,  d,-..  a 
&\  y\  í'v'..  sobre  las  jeneratrices  trazadas  ya;  pero  con  el  fin  de  evitar 
el  encuentro  de  líneas  mui  oblicuas,  será  mejor  cortar  estas  jeneratrices 
por  medio  de  horizontales  tiradas  sobre  a'oü',  a  1,  2,3,..,.  veces  el  in- 
tervalo a'b\ 

615.  Según  esta  propiedad,  podríamos  también  definir  al  helizoide 
gauso,  como  enjendradop/^rwwa  recta  que  resbala  constantemente  sobre 
dos  hélices  concéntricas,  de  radios  desígnales,  pero  del  mis^mo  paso,  y  so- 
bre el  eje  común  de  estas  doscurbas.  De  este  modo,  asignaríamos  tres  di- 
rectrices a  la  superficie,  y  las  otras  condiciones  enunciadas  en  los  nú- 
meros 610  y  613  quedarián  satisfechas  por  sí  mismas, 

616.  £s  evidente  que  el  helizoide  gauso  admite  también  una  napa 
superior,  la  cual  será  enjendrada  por  la  prolongación  «'U'  de  la  recta 
(a'A\  OAj  que  ha  descrito  ya  la  napa  superior.  Esta  última  es  la  única 
que  hemos  querido  representar  aquí,  con  el  objeto  de  que  se  pueda  ver 
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mas  distintamente  su  forma;  sin  embargo,  haremos  observar  que  las  dos 
napas  no  solo  tendrán  común  la  recta  (O,  O'Z'),  sino  que  se  cortu- 
rán  también  según  una  o  mas  hélices  de  un  mismo  paso  que  la  hélice 
(ABCD....9  A'B*C'D\...)-  Con  efecto,  si  comparamos  dos  posiciones  de 
la  jeneratriz  que  estén  situadas  en  el  mismo  meridiano,  como  las  (AO, 
AVü'^  y  (OH,  A'H'),  vemos  que  se  cortrrán  en  un  punto  u'  común  a 
las  dos  napas,  y  que  constantemente  permanecerá  sobre  una  y  otra, 
cuando  sea  arrastrado  por  el  movimiento  simultáneo  de  estas  dos  rectas 
al  rededor  del  eje.  Pero  hemos  demostrado  (núm.  614)  que  en  este  mo- 
vimiento, un  punto  cualquiera  a!*  o  i¿  de  la  jeneratriz  describia  una  héli- 
ce concéntrica  con  (ABCD....,  A'B'C'D'....)  y  del  mismo  paso  que  esta; 
luego  ciertamente  es  una  curba  de  esta  naturaleza  la  que  formará  la 
intersección  de  las  dos  napas  del  helizoide;  y  existirían  otras  secciones 
análogas,  si  se  prolongasen  las  jeneratrices  bastante  lejos  para  que  A  VU' 
encontrase  a  A"H",  A'"H'",-....  en  puntos  como  el  fi",w'",...,  que  descri- 
birían también  hélices  comunes  a  las  dos  napas. 

617.  Representación  gráfica  de  la  superficie.  Esta  resula  del  conjun- 
to de  las  jeneratrices  subcesivas  que  hemos  construido;  y  si  restrinji- 
mos  el  helizoide  a  su  napa  inferior,  y  terminamos  las  jeneratrices  en 
los  puntos  en  que  se  apoyan  sobre  la  hélice  directriz  (ABCD..,., 
A'B'C'D'..,.),  el  contorno  aparente  de  la  superficie  sobre  el  plano  hori- 
zontal  se  reducirá  al  círculo  ABGHLA. 

£n  cuanto  al  plano  vertical  de  proyección,  el  contorno  aparente 
se  compondrá  en  primer  lugar  de  las  porciones  A'B'C'D'G'ITL'  y 
P'Q'A"B"C'T"H"L"  de  la  hélice  directriz;  y  en  seguida  de  diversas  cur- 
bas  simétricas  X'Y'B',  x'y'L',  X"Y"B",..,.  que  serán  las  envolventes  áo 
las  proyecciones  verticales  de  las  jeneratrices.  Con  efecto,  las  rectas 
AV,  B'6',  CV,  D'd',  forman  con  el  eje  O'Z'  ángulos  que  van  siempre 
en  disminución,  y  por  medio  de  sus  intersecciones  subcesivas  produci- 
rán un  polígono  cuya  convexidad  estará  vuelta  hacia  el  eje;  y  si  conce- 
bimos que  estas  jeneratrices  se  han  multiplicado  indefinidamente,  este 
polígono  se  convertirá  en  una  curba  X'Y'B'  que  será  tanjente  a  cada 
una  de  estas  rectas,  y  que  tendrá  por  asíntota  a  la  jeneratríz  particular 
a' A'  cuya  inclinación  sobre  el  eje  es  máxima  en  la  proyección  vertical. 
Esta  curba  tocará  también  al  eje  O'Z'  que  es  él  mismo  la  proyección  de 
una  jeneratriz  de  la  superficie,  en  cierto  punto  X'  situado  entre  rf'y  e\ 
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y  en  seguida,  continuará  teniendo  por  tanjente  a  las  prolongacioiied  de 
lad  jeneratrices  £V\  F/*,  G'^^  lVh\  de  las  cuales  la  última  sería  una 
nueva  asíntota.  Pero,  como  en  el  caso  presente,  no  existe  la  napa  supe- 
rior del  helizoide,  la  cnrba  envolvente  de  las  jeneratrices  se  rednciié  a 
la  parte  comprehendida  desde  el  punto  X'  hasta  el  punto  (situado 
hacia  £')  en  que  la  jeneratriz  del  helizoide  se  halla,  en  la  proyección 
vertical,  tanjente  a  la  sinusoide  A'B'C'D*;  solo  en  esta  última  parte,  Ul 
eurba  envolvente  se  confundirá  sensiblemente  con  la  recta  B'^*. 

Así  mismo,  la  rama  x^L'  del  contomo  aparente,  se  trazará  hacién- 
dola tanjente  al  eje  entre  los  puntos  n\p\  y  tanjente  también  a  las  je- 
neratrices ai'N',  m'M'  y  TL',  hasta  que  toque  a  la  sinusoide  ITL'M';  y 
si  debiésemos  prolongarla  mas  lejos,  tendria  por  asíntota  a  la  jenera- 
triz /¿'H'.  Finalmente,  operaremos  del  mismo  modo  respecto  a  las  otras 
ramas  X"Y"B",  xY'L"  O 

618.  Secciones  notables.  Si  cortamos  al  helizoide  gauso  con  un  pla- 
no tirado  según  el  eje  (O,  0*Z'),  tendremos  evidentemente  por  sección 
líneas  rectas,  que  serán  otras  tantas  posiciones  diversas  de  la  jeneratriz; 
y  si  para  cortar  la  superficie  empleamos  un  cilindro  vertical  aSy^Jfjr 
concéntrico  con  la  hélice  directriz,  resulta  de  lo  que  hemos  probado  en 
el  núm.  614,  que  la  sección  será  otra  hélice  a'6'y*d*>lV....  del  mismo, 
paso  que  A'B'C'D  LT\... 

619.  Cortemos  ahora  el  helizoide  con  un  plano  horizontal  cualquie- 


(*)  Aconsejamos  que  se  tracen  las  curhas  X'^B',  x'y'L',-..  Aa- 
ciendo  que  sean  jn'imeramente  tanjentes  a  la  sinusoide  y  a  las  proyec- 
ciones de  las  jeneratrices^  porque  este  procedimiento  nos  dará  toda  la 
exactitud  gráfica  que  puede  desearse,  con  multiplicar  suficientemente  las 
jeneratrices  que  son  mui  fáciles  de  construir.  Sin  embargo,  si  quisOra- 
mos  determinar  los  puntos  de  contacto  de  esta  curba,  no  habrá  mas  que 
tirar  por  cada  jeneratriz  un  plano  perpendicular  al  plano  vertical,  y 
derminar  en  seguida  el  punto  en  que  este  plano  es  tanjente  al  helizoide, 
empleando,  para  conseguirlo,  el  método  que  espondremos  en  el  núm.  627; 
en  cuyo  caso,  la  serie  de  todos  estos  puntos  de  contacto  pertenecerá  rigu- 
rosamente al  contorno  aparente  X' Y'B'  de  la  superficie;  pero  esta  marcha 
será  mui  laboriosa. 
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ra  Q''d'\  Bastará  proyeótar  tobré  el  plano  horiiohta!,  M  ^ttíitiM  6'% 
W",  s",  B\....  en  que  el  plañó  decante  encuentra  a  las  plróyttcciókieá  Ver- 
ticales de  lúi  jenératrices  de  la  stiperficíei  y  obtendréitióé  la  espiral 
OlKSeWG....  que  se  estenderá  indefinidamente,  si  se  prolon^ait  baktáii- 
te  lejos  las  jeneratrices  siguientes /¿"H*',  r*L'V-**  Ademas,  si  la  napa  su- 
perior (núm.  616)  formada  por  la  prolongación  de  las  rectas  Kr\  Q'^V*** 
existiese,  como  en  el  caso  actual,  qu  edaria  cortada  por  el  mismo  plano  G' V 
según  otra  rama  Oik^....  perteneciente  a  la  misma  espiral,  y  estas  ddá 
ramas  tendrían  por  tanj ente  común  al  diámetro  AOH;  porque  los  radios 
OKG  y  OIB,  son  secantes,  cuyos  dos  puntos  de  sección  con  la  espiral 
se  reúnen  en  uno  solo  O,  cuando  llegamos  a  la  p03Ícion  OA. 

620.  La  sección  que  acabamos  de  obtener  es  una  upiral  de  ÁrquU 
medes.  Con  efecto,  en  virtud  del  modo  según  que  acabamos  de  constmir 
(nüm.  611)  las  jeneratrices  del  helizoide,  vemos  que  cada  una  de  estas 
rectas  tiene  por  diferencia  de  nivel  entre  sus  dos  estremidades,  un  inter- 
valo constante  igual  a  O'a'  que  en  el  caso  actual  comprende  seis  divisio- 
nes del  paso  de  la  hélice;  y  en  seguida,  como  los  puntos  F",  E",  D",.... 
están  debajo  del  plano  G'V,  1,  2,  3,....  de  estas  divisiones,  resultará 
evidentemente  que  tendremos  en  el  espacio 

y  cómelas  proyeciones  horizontales  de  estas  rectas  deben  estar  divididas 
en  la  misma  razón,  tendremos  también 

FW=rFO,  Ee=rEO,  DS=í-DO,..-. 
o  bien 

OI=rOB,  0K=400,  0S=40D 

£n  virtud  de  esto,  vemos  que  en  un  punto  cualquiera  W  de  la  espiral, 
tendremos  la  relación  jeneral 

OW  _  AF       p   _  tt 
OF  ~AG'^  r:-ííí' 

7" 

llamando  p  al  radio  vector  de  este  puntó,  u  al  ángulo  correspondiente 
medido  en  el  círculo  qne  tiene  por  rtidio  a  la  unidad,  y  R  al  tádio  dado 
O  A.  Y  así,  supuesto  qne  la  eqaacion  precedente  prueba  que  p  y  le  cre- 
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cen  proporcionalmente,  la  cnrba  es  ciertamente  U7ia  espiral  de  ArquU 
medes;  pero  para  introducir  en  ella,  según  se  estila,  el  radio  vector  con8« 
tante  R'  que  corresponde  a  la  primera  revolución  total,  no  hadrá  mas 
que  tomar  a 

14  ^ 

R'=T"R'>    y  nos  resultará  pssR'-^"  * 

La  fracción  -y  espresa  en  la  actualidad  la  razón  del  paso  de  la  hélice 
A'A"  a  la  altura  OV  que  hemos  tomado  arbitrariamentOi  para  fijar  la 
primera  jeneratriz  del  helizoide  ganso. 
pío.  134.  621.  Del  plano  tavjcnte  por  un  punto  dado  sobre  nna  jeneratriz 
cualquiera  (DO,  D'd'),  Supongamos  primeramente  que  el  punto  asig- 
nado sea  (D,  D')  situado  sobre  la  hé*icc  directriz;  tirando  en  seguida  la 
recta  DT  igual  al  arco  DA  y  perpendicular  a  DO,  sabemos  (nüm.  449) 
que  el  punto  (T,  T')  será  el  pie  de  la  tanjente  a  la  hélice;  por  consi- 
guiente, el  plano  tanjente  relativo  al  punto  (D,  D')  estará  determinado 
por  el  conjunto  de  las  dos  rectas  (DO,  D'd')  y  (DT,D'T'),  y  este  plano 
tendrá  evidentemente  por  traza  horizontal  a  VT. 

Sea  ahora  (<^,  d')  un  punto  cualquiera  de  la  misma  jeneratriz.  Sabe- 
mos (núm.  614)  que  por  este  punto  pasa  una  hélice  cuyo  nacimiento 
(a,  oC)  se  determina  describiendo  el  arco  da,  y  proyectando  a  a  a'  sobre 
la  jeneratriz  A  V.  Por  otra  parte,  es  fácil  construir  la  tanjente  sin  trazar 
esta  curba:  porque,  si  después  de  haber  tirado  la  recta  TO,  tiramos  la 
(50  paralela  a  DT,  es  evidente  que  tendremos  d9=(ía;  luego  si  proyec- 
tamos O  a  9'  sobre  el  plano  de  nacimiento  a'oü\  obtendremos  el  pie  (9,  O') 
de  la  tanjente  que  buscamos  que  será  (cO,  d'O').  Sentado  esto,  como  el 
plano  tanjente  en  el  punto  fd,  d'J  del  helizuide,  debe  contener  a  esta 
tanjente  así  como  también  a  la  jeneratriz  (dO,  dW)  que  va  a  penetrar 
al  plano  horizontal  cü'ct'  en  el  punto  (4,  4')'  t6"ílí*á  evidentemente  por 
traza  sobre  este  plano  de  nacimiento,  a  la  recta  ^0,  y  sobre  el  plana  hori- 
zontal primitivo,  será  su  traza.  Vi  paralela  a  4O. 

Del  mismo  modo  operaremos  respecto  a  un  nuevo  punto  (v{/,  ^^)  de  la 
jeneratriz  (DO,  D'd*),  empleando  siempre  el  triángulo  rectángulo  TOD, 
en  el  cual  trazaremos  la  recta  ^^  paralelamente  a  DT,  y  nos  dará  el  pie 
(5,  5')  de  la  tanjente  a  la  hélice  que  pasa  por  el  punto  (4^,  4/'). 

622.     Es  importante  observemos  aquí  que  respecto  a  todas  los 
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puntos  de  una  misma  jeneratriz  (DO^  D'd'),  los  triángulos  rectángulos 
TDV,  d$^,....  tendrán  todos  bases  iguales  D\=6^=^....  Con  efecto,  la 
altura  del  pntito  (D,  D*)  encima  de  (A,  A')^  es  evidentemente  la  misma 
que  la  del  punto  (jj,^';  sobre  el  (ct,a');por  consiguiente,  las  porciones 
P'V  y  d'5'  de  la  jeneratriz  son  iguales,  y  también  deberá  haber  igual- 
dad entre  sus  dos  proyecciones  horizontales  D  V  y  d$.  Pero  el  ángulo  da 
la  base,  V  o  5,  de  estos  triángulos  es  variable;  en  tanto  que  sería  conS" 
tante  y  variable  la  base,  respecto  a  los  diversos  puntos  de  una  misma 
hélice,  en  vista  de  que  pasando  del  punto  D  a  los  puntos  C,  B,...  los  la^ 
dos  DV  y  DT  varian  en  la  misma  razón. 

De  aquí  resulta  que  los  planos  que  tocan  al  helizoide  en  los  diferen^ 
tes  puntos  de  una  misma  hélice,  están  igualmente  inclinados  sobre  el 
plano  horizontaL 

623.  Observemos  también  que  para  todos  los  puntos  de  una  misma  je^ 
neratriz  (DO,  D'¿¿'),  los  pies  de  las  tanjentes  a  las  hélicesy  están  todos  situa^ 
dos  sobre  la  recta  (TO,  T'a'),  lo  cual  nos  proporciona  obtener  la  proyec- 
ción vertical  9'  sin  recurrir  (num.  621)  al  plano  de  nacimiento  aV.  Con 
efecto,  las  alturas  de  los  dos  puntos  (O,  a')  y  (3,0')  sobre  el  plano  horir- 
zontal  primitivo,  manifiestamente  nos  darán  las  rabones  iguales 

O'a'       AV       AO       DO       TO, 
O'ctí'  "^ ÁV  "^  Aa~  D&~  T9  ' 

pero  la  ignaldad  entre  la  primera  y  la  última  de  estas  fracciones,  indica 
que  los  ordenadas  verticales  de  los  puntos  (O,  a')  y  [0, 9')  son  proporcio- 
nales a  sus  abscisas  contadas  desde  el  punto  (T,  T');  luego  estos  tres 
puntos  se  hallan  en  línea  recta^ 

624.  De  aquí  se  sigue  que  las  tanjentes  (DT,  D'T'),  (d\  í'O'J, 
(^^f  4'*^')»****  ^  '^s  hélices  descritas  por  los  diversos  puntos  de  la  jene- 
ratriz (DO,  D'd'),  se  apoyan  todas  sobre  las  rectas  fijas  (TO,  TV)  y 
(DO,  D'éZ');  y  ademas,  como  estas  taüjentes  son  evidentemente  paralelas 
a  un  mismo  plano  vertical  DT,  lesulta  de  aquí  (núm.  549)  que  su  cono- 
junto  forma  fin /;i?r¿i&¿^/£^¿{/¿?//¿/?^¿d/Ú7y  que  toca  a  la  superficie  del  heli- 
zoide en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  (DO,  D'¿¿'). 

625.  Este  es  el  mismo  resultado  a  que  hubiéramos  llegado,  si  segna 
el  método  jeneral  del  num.  577,  hubiésemos  querido  formar  el  hiperbo- 
loide de  identificación  al  largo  de  la  recta  (DO,  DV).  Porque  d^finien* 
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do  el  helizoide  como  en  el  náiñ.  615,  por  medio  de  lad  tres  directticea 
(ABCD....,  A'B'C'D'.,..)»  («Syd....  a'&'Y&\...)  y  (O,  O'Z'),  este  hiperbo^ 
loide  hubiera  tenido  por  directrices  a  las  rectas  (DT,  D'T'),  0Q,é^^ 
y  (O,  O'Z');  y  supuesto  que  las  tres  son  evidentemente  paralelas  ál 
mismo  plano  vertical,  esta  ultima  superficie  dejcnera  (núm.  553)  én 
Tin  paraboloide  hiperbólico,  que  es  el  midmo  de  que  hace  poco  aca- 
bamos de  hablar. 

626.  Este  paraboloide  tiene  por  plano  director  del  primet  sistema 
dejcneratr¡ces,a!  plano  vertical  DT;  en  cuanto  al  segundo  sistema,  el 
plano  director  deberá  pasar  por  (TO,  TV)  y  por  una  parálela  a  (DO, 
D^cT).  Pero  si  hacemos  partir  esta  paralela  desde  el  punto  (O,  a*),  es  fácil 
ver  que  irá  a  penetrar  al  plano  horizontal  en  D;  de  modo  que  't^D  será 
también  la  traza  horizontal  del  segundo  plano  director,  y  estará  inclinado 
una  cantidad  angular  igual  a  a'A'O',  con  lo  cual  queda  completamente 
fija  su  dirección.  Según  esto,  vemos  que  los  dos  planos  di  (rectores  son  A 
la  vez  perpendiculares  al  plano  vertical  OD  que  contiene  a  la  jeneratriaí 
del  helizoide;  de  donde  podemos  concluir  que  el  eje  del  parabúlindt 
(núm.  572)  es  horizontal  y  paralelo  a  DT. 

Para  cualquiera  jcneratriz  diferente  de  (DO,  D'^f),  es  evidente  qae  el 
paraboloide  de  identificación  permanecerá  cí^n^tonte  de  forma,  y  solo  to* 
maria  una  posición  análoga  respecto  a  la  nueva  jeneratriz. 
FiG.'i£4.  627.  Hallar  el  punto  de  contacto  del  helizoide  ganso,  con  un  plano 
dado  quépase  por  una  jeneratriz  conocida.  Este  problema,  que  será  útil 
en  la  Perspectiva  y  las  Sombras,  para  hallar  la  curba  de  contacto  del 
helizoide  con  un  cono  o  un  cilindro  circunscrito  a  esta  superficie,  podrá 
resolverse  según  lo  hemos  indicado  números  585  y  587;  o  mas  sencilla-* 
mente  aun,  por  los  procedimientos  de  los  números  586  y  588,  siempre  que 
principiásemos  por  sustituir  al  helizoide  el  paraboloide  de  identificación 
al  largo  de  cada  jeneratriz.  Pero  las  operaciones  gráficas  son  aun  mui  la- 
boriosas, y  por  lo  tanto  vamos  a  dar  un  método  mncho  mas  corto,  fun- 
dado en  la  observación  del  núm.  622  (*). 

Sea  Vt  la  traza  horizontal  del  plano  dado  que  pasa  por  la  jeneratriz 


C^)  Se  ha  indicado  este  método  en  el  tratado  de  las  superficies  re* 
gladas  por  M.  Gascheau,  antiguo  alumno  de  la  Escuela  Politécnica. 
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(DO,  D'd');  después  de  haber  construido  el  triángulo  r^t^tigulQ  TOO 
que  determina  la  tanjente  de  la  hélice  en  el  punto  (D,  D')  de  la  jqner^trit 
propuesta,  tírese  por  el  punto  t  una  paralela  tO  a  DQ,  y  en  seguida»  UQ% 
perpendicular  Ot^;esta  última  nos  dará  a  conocer  el  punto  (jíf^')  en  que 
el  plano  dado  toca  al  helizoiJe.  Con  efecto^  para  construir  el  plano  tao^ 
jente  relativo  a  este  punto  (d,  d'),  sera  preciso  (números  621  y  622)  tirar 
en  el  triángulo  ODT,  la  recta  69  perpendicular  a  la  dO,  tomar  en  se- 
guida  a  d^  igual  a  DV,  y  la  línea  0^  sería  la  traza  de  este  plano  tanjen*^ 
te  sobre  el  plano  de  nacimiento  a'cü'  de  la  hélice  que  pasase  por  (d»  d')* 
Pero  es  evidente  que  según  las  construcciones  empicadas  aquí  arriba, 
la  línea  6^  será  paralela  a  Vi;  y  en  virtud  de  esto,  tendremos  que  el  pía-* 
no  dado  y  el  plano  tanjente  en  el  punto  (^,  d%  tendrán  sus  trazas  hori* 
zontales  paralelas;  y  como  ambos  pasan  por  la  recta  (QDV,  {¿'P'Y ')| 
coincidirán  indudablemente  uno  con  otro. 

628.  Helizoide  con  plano  director.  La  definición  jeneral  del  núm. 
610  supone  que  la  recta  mocil  resbala  sobre  una  hélice  y  sobre  un  €J$^ 
formando  con  este  último  un  ángulo  constante^  aunque  arbitrario:  cuando 

este  ángulo  es  recto^  todas  las  posiciones  de  la  jeneratriz  son  evidente- 
mente paralelas  al  plano  horizontal  que  es  también  un  plano  director 
de  la  superficie;  y  esta,  que  siempre  es  gausa^  entra  entonces  en  el  jéne- 
ro  de  los  conoides  rectos  (núm.  520).  Es  fácil  ver  como  todas  las  propie- 
dades reconocidas  en  el  helizoide  ganso  jeneral,  se  reproducen  con  sim- 
plificaciones notables,  en  el  helizoide  particular  que  nos  ocupa;  por 
esta  razón  nos  contentaremos  con  indicar  la  forma  de  este  último,  em- 
pleando para  ello  un  solo  plano  de  proyección,  como  en  la^^.  126  que 
mas  adelante  debe  servirnos  para  representar  una  rosca.  En  ella  se  ve 
la  hélice  descrita  ABCDE....  y  las  diversas  posiciones  AO,  Bl,  C2,.... 
de  la  recta  móvil;  demostraremos  en  seguida,  con  mas  facilidad  aun  que 
en  el  núm.  614,  que  todo  punto  a  de  la  jeneratriz  describe  una  hélic$ 
ccgyde*.-  concéntrica  con  la  primera  y  que  tiene  el  mismo  paso  y  el  mis- 
mo  plano  de  nacimiento  que  ella. 

629.  En  cuanto  al  plano  tanjente  de  este  helizoide,  respecto  a  un 
punto  asignado  sobre  una  jeneratriz,  se  construirá  también  hallando,  co- 
mo en  el  núm.  621,  el  pie  de  la  tanjente  a  la  hélice  que  pase  por  el  pun- 
to dado;  y  este  pie  se  determinará  así  mismo  por  medio  del  triángulo  rec- 
tángulo ODT  de  laj/^.  124;  poro  en  el  caso  presente,  las  trazas  b<m- 
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zontales  de  los  diversos  planos  tanjentcs  al  largo  de  la  jeneratriz  OD, 
partirán  de  los  puntos  T,0,  r,.—  y  todas  strán  paralelas  a  OD,  porqoe 
esta  recia  horizontal  será  comnn  a  todos  estos  planos. 
FUI.  124.  630.  Ademas,  la  recta  (TO,  T'a')  sobre  la  cual  estaban  sitnados 
(núm.  623)  los  pies  de  las  tanjentes  a  las  diversas  hélices,  se  reducirá 
en  la  actualidad  ala  línea  TO,  trazada  en  el  plano  horizontal;  y  el  pa- 
raboloide de  identificación  (números  624  y  626)  tendrá  por  planos 
directores  al  plano  vertical  DT  y  al  mismo  plano  horizontal. 

631.  Finalmente,  el  problema  del  núm.  627  se  resolverá  mni  senci- 
llamente, porque  como  se  nos  ha  dado  por  traza  horizontal  del  plano 
asignado,  a  una  recta /O  paralela  a  OD,e]  punto  O  en  que  esta  traza  en- 
cuentra a  la  línea  TO,  nos  permitirá  tirar  la  perpendicular  0^  que  nos 
dará  a  conocer  el  punto  de  contacto  &  que  buscábamos. 

La  superficie  de  que  ahora  hablamos,  no  solo  se  emplea  para  for- 
mar la  rosca  de  filete  rectangular;  sino  también  para  el  depurado  de  la 
escalera  llamado  de  caracol  arcu/ar  al  aire. 

§  5.  De  la  rosca  de  filete  triavgular. 

FiG.125.  632.  Figurémonos  que  un  triángulo  isósceles  aAa%  cuya  base  aa' 
coincida  siempre  con  una  arista  de  un  cilindro  vertical  de  base  circular, 
y  cuyo  plano  que  constantemente  pase  por  el  eje  de  este  cilindro,  jire 
uniformemente  al  rededor  de  est^x  recta;  concibamos  en  seguida  que 
al  mismo  tiempo  este  triángulo  se  eleva  cantidades  proporcióneles  a  los 
espacios  angulares  descritos  por  su  plano  móvil,  de  tal  suerte  que  al  fiu 
de  una  revolución  total,  el  triángulo  jenerador  se  haya  elevado  a  una  al- 
tura igual  a  su  base  ax\  es  decir,  que  haya  tomado  la  posición  a'A'a". 
En  este  caso,  el  sólido  enjcndrado  por  este  triángulo  móvil,  será  e]  filete 
de  la  rosca  cuyo  núcleo  os  el  cilindro  primitivo. 

633.  Es  evidente  que  según  estas  condiciones  y  en  virtud  del  níim. 
446,  el  vértice  A  del  triánsfulo  describe  una  hélice  ABCDEFA'B'.... 
que  pertenece  a  un  cilindro  concéntrico  con  el  primero,  y  cuyo  paso  es 
igual  a  aoc';  ademas,  como  los  lados  Aa  y  Aa'  encuentran  siempre  al  eje, 
formando  ángulos  constantes  con  esta  recta,  resulta  de  ^quí  (núm.  610) 
que  las  dos  caras  del  filete  son  porciones  de  dos  helizoides  gausos,  de  los 
cuales  la  napa  superior  del  uno  (núm.  616)  forma  la  cñm  inferior  del 
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tanto  que  la  cara  superior  del  filete  pertenece  a  la  napa  injertar  del 
otro  helizoide. 

634.  Para  representar  completamente  esta  rosca,  será  preciso,  en 
primer  lugar,  construir  (num.  451),  por  medio  del  plano  horizontal 
que   hemos  suprimido    en  el  caso  presente,   la  proyección   vertical 

ABGDFA'B' de  la  hélice  descrita  por  el  punto  A,  observando  que 

e\paso  A  A'  de  esta  hélice  d'abe  tomarse  iguala  la  base  ol(¿  del  triángu- 
lo dado.  En  seguida  deben  referirse  al  eje  las  divisiones  iguales  de  es- 
te paso  que  actualmente  son  diez  y  seis,  principiando  desde  los  puntos 
O  y  16  cu  que  encuentran  a  esta  recta  los  lados  Aa  y  Aa*]  lo  cual  pro- 
duce jeneralmcnte  dos  series  distiiUas  de  puntos  de  división;  pero  aquí 
no  ferman  sino  uno  solo,  en  virtud  de  que  hemos  elejido  el  trián- 
gulo Aaa'  de  modo  que  sus  lados  com[)rehendan,  sobre  el  eje,  un  núme- 
ro exacto  de  divisiones  del  paso  de  la  hélice.  Sentado  esto,  uniendo  el 
primer  punto  de  división  B  de  la  hélice  con  los  puntos  1  y  17,  el  punto 
C  con  2  y  18,  el  punto  D  con  3  y  19....,  obtendremos  manifiestamente 
las  diversas  posiciones  del  triángulo  jenerador« 

635.  Esto  no  obstante,  es  preciso  terminar  estas  rectas  en  los  pun- 
tos 6  y  6'i  y  y  7',  í  y  í'>—  en  que  van  a  encontrar  al  núcleo  cilindrico 
de  la  rosca.  Pero  como  estos  no  sotí  otra  cusa  que  las  posiciones  sub- 
cesivas  que  toman  los  puntos  a  y  a^  del  triángulo  móvil,  resulta  del 
núm.  614,  que  la  curba  ajy^a^S^"**  es  una  hélice  del  mismo  paso  que 
ABCDFA*....;  por  consiguiente,  determinaremos  esta  nueva  hélice  cor- 
tando a  las  jeneratrices  indefinidas,  con  horizontales  tiradas  desde  los 
puntos  4  y  14,  5  y  15,  6  y  16,....  Ademas,  como  el  punto  a'  es  común  a 
los  dos  triángulos  a  Aa' y  a'AV,  sucederá  precisamente  qne  la  hélice 
agy^a'g'y',...  será  también  producida  por  la  intersección  de  los  lados 
Bo'yB'o',  Cy'  y  C'y',...,locual  nos  dará  una  verificación  de  las  cons- 
trucciones precedentes.  Según  esto,  esta  hélice  formará  la  arista 
entrante  de  la  rosca,  en  tanto  que  la  arista  saliente  será  la  hélice 
ABCDFA'.... 

636.  En  cuanto  al  contorno  aparente  de  las  dos  caras  del  filete,  de* 
hemos  observar  que  no  está  formado  por  dos  jeneratrices  rectilí- 
neas, sino  por  dos  curbas  XY  y  xy^  que  son  (núm.  617)  las  envolventes 
de  las  proyecciones  de  las  jeneratrices,  y  qne  tienen  por  asíntotas  a  las 
jeneratrices  paritculares  Aa',  y  A'a\  Sin  embargo,  en  vista  de  que  1m 
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porciones  do  las  dos  hélices  gaiisas  qne  forman  el  filete,  tieoen  po- 
ostensión  y  están  bastante  distantes  del  eje,  las  lineas  XY  y  xy  podrán 
actual  mente  tra/arse  por  aproximación  como  dos  rectas  converjentes 
con  a  A  y  ock\  qne  deberán  tocar,  nna  a  los  dos  arcos  AYB  y  a'X6\ 
y  la  otra  a  los  otros  dos  arcos  A'yF  y  a'X^.  Ademas,  una  de  eslaa 
dos  ramas  del  contorno  aparente,  la  primera  XY  oculta  una  parto  de  U 
segunda  xy^  que  entonces  debe  terminarse  en  un  punto  z  situado  a  U 
altura  de  a\  en  razón  a  la  forma  simétrica  de  estas  dos  curbas. 

Estas  observaciones  que  se  aplican  a  cada  ángulo  entrante  del  íileto 
situado  a  la  izquierda,  y  que  se  reproducirán  do  un  modo  intcrsoew  I09 
ángulos  entrantes  situados  a  la  derecha,  son  sin  duda  ninguna  sufi- 
cientes para  que  el  lector  entienda  fácilmente  las  diversas  puntuaciones 
por  medio  de  las  que  hemos  espresado,  en  el  depurado  que  presentamos» 
las  partes  visibles  o  invisibles  de  la  rosca  de  que  tratamos.  Solo  añadi- 
remos que  el  rectángulo  UVcu  representa  el  paralelipípedo  que  forma 
la  cabeza  de  esta  rosca. 

§  6.  De  las  roscas  de  filete  cuadrado. 

FiG.  12G.  637.  El  filete  de  esta  rosca  es  enjendrado  por  un  rectángulo 
Aa^L,  cuyo  plano  que  pasa  por  el  eje  de  un  cilidro  recto  y  circular,  jira 
nniformemente  al  rededor  de  este  eje,  en  tanto  que  el  rectángulo  se  ele* 
va  al  largo  de  las  aristas  del  cilindro,  cantidades  proporcionales  a  loa' 
espacios  angulares  descritos  por  su  plano  móvil.  De  aquí  resulta  eviden- 
temente que  los  puntos  A  y  L  describen,  en  este  movimiento,  dos  héli- 
ces iguales,  cu}o  paso  común  AA'  oLL'  puede  elejirse  arbitrariamente» 
con  tal  que  por  lo  menos  sea  igual  al  duplo  de  AL,  a  fin  de  dejar  un 
paso  libre  al  fílete  saliente  de  la  tuerca  que  engarganta  con  la  rosca. 
Ademas,  los  dos  lados  Aa  y  L/i  que  siempre  se  apoyarán  sobre  estaa 
hélices  y  sobre  el  eje,  cortando  a  éste  bajo  un  ángulo  recto,  enjendrarán 
caras  gausas  que  pertenecerán  (níim.  628)  a  helizoides  de  plano  direc^ 
ton  en  tanto  que  el  lado  AL  describirá  una  zona  cilindrica,  que  termi- 
nará esteriormente  el  filete  de  esta  rosca. 

638.  Para  representar  gráficamente  la  rosca  de  filete  cuadrada,  es  pre- 
ciso primeramente  construir  las  hélices  del  mismo  paso  ABCDEFA'F'..., 
LMNPQRL'R'....,  sirviéndonos  (núm.  451)  del  plano  horizontal  qua 
aquí  hemos  suprimido;  trazar  en  seguida  de  un  modo  semejante  aobra 
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el  cilindro  del  núcleo,  las  oliras  dos  hélices  crgydefo*....,  >|ffnp.«.M  qtie  son 
producidas  (núm*  628)  por  los  puntos  a  jr^  y  cuyo  paso  eomnn  oaC  debe 
ser  igual  a  AA'.  Estas  dos  últimas  curbas  son  las  intersecciones  del 
núcleo  de  la  rosca  con  la^s  caras  inferior  y  superior  del  filete,  y  sirven 
para  limitar  las  porciones  de  jeneftittices  BS,  y  Mft,  D(^  y  Ptt,  Fcp  y  Rp,.... 
que  pertenecen  a  estas  dos  caras  gausas.  En  fin,  podremos  agregar  al- 
gunas de  las  aristas  del  cilindro  esterior,  tales  como  BM,  CN,  DP,.... 

639.  Entre  las  diversas  líneas  de  que  adabamos  de  hablar,  el  lector 
distinguirá  fácilmente  las  que  son  visibles  de  las  que  están  ocultas.  He- 
mos trazado  completamente  unas  y  otras  en  la  primera  espira  del  fi- 
lete, puntuándolas  de  un  modo  conveniente  a  su  posición;,  pero  en  las 
otras  espiras,  no  hemos  conservado  sino  las  líneas  visibles,  con  el  fin  de 
presentar  un  resultado  enteramente  conforme  al  que  presentaría  al  es- 
pectador la  vista  del  objeto  en  relieve. 

§  7.  Del  conoide  de  la  bóveda  por  aristas  en  canon  circular. 

640.  Dejando  a  un  lado  las  circunstancias  que  son  especialmente  no.  127. 
relativas  a  la  estereotomía,  la  presente  cuestión  se  reduce  a  hallar  la  in- 
tersección de  un  toro  con  un  conoide,  curba  cuyas  tanj entes  dan  lugar 

a  nuevas  indagaciones,  que  tendrán  aplicaciones  útiles  en  el  Corte  de 
piedras.  El  toro  se  enjendra  por  la  revolución  del  semi-círculo 
B^C'b^  que,  levantado  en  el  plano  vertical  B'eo,  jira  al  rededor  de  la  ver- 
tical Qü,  y  forma  la  superficie  interior  de  la  bóveda  principal  que  se  llama 
lecho  jiratorio.  Una  puerta  practicada  en  esta  primera  bóveda,  y  limitada 
en  los  planos  verticales  F/y  6^  que  converjen  hacia  el  eje  jiratorio, 
está  cubierta  con  un  conoide  cuya  jéneratríz  rectilínea  permanece  siem- 
pre horizontal,  cuando  resbala  sobre  la  vertical  cü  y  sobre  otra  segunda 
directriz  formada  del  modo  siguiente.  Se  rectifica  el  arco  AOD  según 
su  tanjente  aOd,  y  sobre  esta  recta,  como  eje  mayor,  se  describe  una 
semi-eKpse  A"C"D"  cuyo  semi-eje  vertical  CC"  es  igual  al  radio  OB 
u  O'B'  del  toro;  en  seguida,  imajinándonos  que  esta  elipse  colocada 
desde  luego  en  el  plano  vertical  aOdeéié  aplicada  sobre  el  cilindro  recto 
AOD,  de  modo  que  sus  abscisas  coincidan  con  los  arcos  de  esta  circun- 
ferencia, y  sus  ordenadas  con  las  aristas  verticales  del  cilindro,  dicha 
elipse  se  convertirá  en  una  línea  de  doble  curbatura  proyectada  sobró 
AOD,  que  es  la  que  se  adopta  por  segunda  dhrectriz  o  base  del  conoide. 
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041.  Sentado  esto,  para  obtener  la  intersección  de  este  conoide  con 
ol  toro,  córtennos  estas  dos  snperfícies  con  diversos  planos  horizontales. 
El  que  pase  por  el  punto  M'  del  meridiano  B'C'¿',  cortará  al  toro  según 
(los  círculos  descritos  con  los  radios  (üP*y  co^';  si  en  seguida  indagamos 
los  puntos  M"  y  N"  que  sobre  la  elipse  están  a  la  misma  altura  que  M',  y 
íoniamos  los  arcos  OP  y  OQ  iguales  a  las  abscisas  0"P'*  y  0"Q",  los 
puntos  P  y  Q  serán  evidentemente  las  proyecciones  de  los  puntos  en 
que  encuentra  a  la  base  del  conoide  el  plano  secante  horizontal;  y  por  con- 
siguiente, las  secciones  producidas  en  esta  superficie  serán  dos  rectas 
proyectadas  sobre  wF  y  coQ.  Y  como  estas  rectas  encuentran  a  las  dos 
secciones  circulares  en  cuatro  puntos  M,  7/t,  N  y  n  que  pertenecen  a  la 
intersección  de  las  dos  superficies,  esta  se  compondrá  de  dos  ra- 
mas de  doble  curbatura,  proyectadas  horizontalmente  sobre  GMO^f/y 
FNOmg. 

642.  Observemos  1.° que  si  prolongamos  el  conoide  ala  parte  de 
acá  del  eje  vertical  (o,  volverá  a  encontrar  otra  vez  al  toro  según  otras 
dos  ramas  GaO^  y  F^O^i,  que  son  simétricas  con  las  primeras,  y  se 
construyen  por  las  mismas  operaciones;  2.^  que  las  dos  napas  del  conoi- 
de se  consideran  terminadas  en  los  dos  cilindros  verticales  B'GBF.... 
y  ¿'^^...-  a  quienes  cortan  según  curbas  de  doble  curbatura,  que  no  son 
otra  cosa  que  elipses  aplicadas  sobre  estos  cilindros,  y  todas  tie- 
nen porsemi-eje  vertical  al  radio  del  toro;  esto  es  lo  que  evidentemen- 
te resulta  de  la  proporcionalidad  de  los  arcos  horizontales  BG  y  BF,  o 
hg  y  hf,  con  los  arcos  OA  y  OD;  3.*^  que  para  hacer  que  el  toro  y  el  co- 
noide sirvan  para  formar  unabóvcda  de  aristas,  es  preciso  suprimir  ente- 
ramente todas  las  porciones  interiores  de  las  jeneratrices  rectilíneas  y 
circulares,  que  en  el  caso  actual  están  puntuadas  como  que  son  in- 
visibles, 
nc;  1 27.  643.  Es  de  notar  que  cada  una  de  las  curbas  planas,  tales  como 
GO/,  que  reciben  las  proyecciones  de  las  curbas  de  arista,  es  una  e^pir 
ral  de  Arquhnedes.  Con  efecto,  en  virtud  de  la  construcción  que  nos  ha 
dado  (núm.  641)  el  punto  arbitrario  M,  el  arco  OP  y  la  recta  PM  son 
respectivamente  iguales  a  las  abscisas  0"P"  y  O'P'  de  los  dos  puntos  M" 
y  M'  que  corresponden  a  una  misma  ordenada  vertical  en  la  elipse  y  en 
el  círculo  meridiano  del  toro;  y  como  estas  dos  curbas  tienen  un  eje  verti 
ral  conuin,  sabemos  que  estas  abscisas  están  entre  sí  en  la  misma  razón 
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que  el  eje  mayor  con  el  menor;  por  consiguiente,  tendremos  la  proporción 

OP  :  PM  : :  OA  :  AG. 

Peroy  si  tomamos  un  arco  0>i  que  esté  con  OA,  en  la  razón  de  taO  con 
OB,  podremos  reemplazar  la  proporción  precedente  con  esta 

OP  :  PM  : :  O/l  :  Ocd,  y  de  aquí  AP  :  oüM  : :  AO  :  oüO, 

cuyo  resultado  nos  dice  que  la  razón  del  arco  ;iP  al  radio  vector  eoM 
permanece  constante  en  todos  los  puntos  de  la  curba  GMO/cd;  por  con- 
siguiente, esta  curba  es  una  espiral  de  Arquímedes,  cuyo  arijen  está 
sobre  el  radio  (o^  al  cual  toca  prolongándose  según  otra  rama  cü'f  simétri- 
ca con  la  primera.  Para  conocer  el  paso  de  esta  espiral,  es  decir,  el  radio 
vector  que  corresdonde  a  una  revolución  entera,  bastará  construir  una 
cuarta  proporcional  &  a  las  tres  líneas  siguientes:  al  arco  ^O,  a  la  circun- 
ferencia total  y  al  radio  <üO;  en  este  caso  podremos,  según  el  método  co- 
mún, contar  sobre  la  circunferencia  del  radio  ^,  los  arcos  que  miden  el 
movimiento  angular  del  radio  vector  móvil. 

644.  La  curba  FOgtay  es  también  una  espiral  de  Arquimedes  cuyo 
oríjen  está  sobre  el  radio  eo^,  y  no  coincidirá  con  la  precedente,  sino 
cuando  el  arco  O^,  sea  igual  a  un  cuarto  de  círculo;  para  obtener  esta 
coincidencia,  bastará  tomar  la  mitad  OA  de  la  abertura  de  la  puerta,  de 
modo  que  tenga  con  el  cuarto  de  círculo,  la  misma  razón  que  OB  con  Ota 
Finalmente,  las  otras  dos  curbas  GjO^  y  FgOi^s  pertenecen  también 
a  dos  nuevas  espirales  de  Arquímedes  que  tocan  a  los  mismos  radios 
A(tíA2  y  ^cü^2i  pero  que  tienen  una  situación  opuesta  a  las  primeras  (*). 


(*)  El  análisis  nos  da  también  estos  mismos  resultados)  porque  si 
adoptemos  por  eje  de  las  xa  la  recta  cüOB,  una  perpendicular  a  esta 
por  eje  de  las  y,  y  finalmente  la  vertical  cu  por  eje  de  las  z;  y  si  en  se- 


guida hacemos  a 


0)0=1,  OB=R,  y  a  0A=0"A"=a, 

hallaremos  (Análisis  aplicado,  cap.  XIV)  que  las  equaciones  del  toro  y 
ilel  conoide  son  : 
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Via.  127.  ^4^'  J^  tanjente  en  nn  punto  cualquiera  M,  la  conoceremos  por 
medio  de  la  intersección  del  plano  tanjente  al  toro  con  el  plano  tanjen- 
te del  conoide.  Pero  el  primero  de  estos  planos  tiene  por  traza  horizon- 
tal a  la  recta  VK  perpendicular  a  uM»  la  cual  se  obtiene  refiriendo  a  V 
el  pie  T'  de  la  tangente  M'T'  del  meridiano  circular;  ea  cuanto  al  se- 
gundo plano  tanjente^  es  preciso,  primeramente,  construir  (núm.  580)  un 
paraboloide  que  se  identifiqíu  con  el  conoide  en  todo  el  largo  de  la  jene- 
ratriz  cüPAL  Para  esto,  tiraremos  la  tanjente  M^T"  a  la  elipse  plana;  en 

A .. 

y  diminando  a  z,  no$  ruuUará  pa/ra  la  proyección  korkomtal  de  la  i 
Ursecdon  de  e$ta9  dos  euperficiee 


TO= ^  -  E(t-''?+p)' 


simpUficarémos  esta  equacion  introduciendo  en  eUa  las  eoordenadite  po^ 
lareSf  por  medio  de  las  fórmulas  x^^r  cosu^e  ys=r  sen  u;  porque  se  cas^- 
vertirá  en 

^         1-^^(1-*) 
sen  n=±:jgn    ^^     '; 

ni 

y  de  aquí  concluiremos  que 

„^^a(l-r)  «ig-r) 


O  hien 


r  =  l±.  —  u,  y  r=rl±:  —  (n  — u). 
a        "^  a  '^ 


Estas  cuatro  equaciones  distinietSy  son  las  de  las  cuatro  espiralee  cons- 
truidas en  el  dfp^pado;  y  para  referir  la  primera^  por  ejemplo^  al  ge 
polar  (1)4  que  le  es  tanjente,  no  kai  mas  que  rectdar  el  oríjtn  de  los  dn- 
gulos  u,  que  aquí  se  cuentan  desde  la  línea  qüO  y  a  derecha  de  día,  ke^ 
ciendo  a 

R  Rl 

n^s  u'  —  — ,  de  donde  resulta  gue: r  =*  — u\ 
a  ^  a 

Esta  última  equacion  es  realmente  la  de  una  espiral  de  Arquimedes, 
cuyos  ángulos  vü  están  contados  paciendo  del  retdia  ^. 
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seguida^  aplicando  esita  curba  (núm.  640)  sobre  el  cilindro  vertical  DO  A, 
la  sobtanjente  será  PT=P"T"9  de  modo  que  T  será  el  pie  de  la  tan- 
jeote  ea  el  punto  P  de  la  hase  del  conoide;  ea  este  caso,  la  jeneratriz  wP 
del  paraboloide  ausiliar  que  debe  resbalar  sobre  esta  tanjente,  y  sobre 
la  vertical  o}|  permaneciendo  siempre  horizontal,  tomará  la  posición  cüT 
después  de  llegar  al  pie  de  esta  tanjente.  Sentado  esto,  si  cortamos  a  las 
dos  jéneratriccs  cuP  y  cdT  con  el  plano  vertical  MS,  sabemos  (nüm.  551) 
que  la  sección  será  una  recta  proyectada  sobre  MS,  que  unida  ala  je- 
neratriz eoM,  determinará  el  plano  tanjente  del  paraboloide:  luego  este 
plano  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  línea  SK  paralela  a  cuM.  Gomo 
ahora,  las  dos  trazas  SK  y  VK,  de  los  dos  planos  tanjentes  van  a  cor- 
tarse en  K,  resultará  de  aquí  que  KM  es  la  tanjente  que  buscamos. 

646.  Este  método  no  puede  aplicarse  inmediatamente  al  punto  muU 
tipio  O,  porque  como  con  este  sitio,  tos  dos  planos  tanjentes  son  hori- 
zontales, coinciden  enteramente,  y  queda  indeterminada  su  intersección. 
Pero  si  tratamos  de  valuar  el  ángulo  VMK=  O  que  forma  una  tanjente 
cualquiera  con  el  radio  vector  correspondiente,  hallaremos  que 

,     .Q       KV        MS 

tanj9  =  ^=^p^,; 

y  en  seguida,  como  la  subtanjente  P'T'  del  círculo  equivale  a  la  subtan- 
jente  P"T"  o  PT,  de  la  elipse  multiplicada  por  la  razón  del  eje  menor 
al  mayor,  nos  resultará 

^     .Q       MS      OA        ,.       ^     .^      Mü>     OA        ... 
'^"J  ^  =  PT  •  OH '  "  ^''''  '""J  °  =  P^  •  OB (^) 

Pero  en  esta  última  espresion,  la  cantidad  que  varia  con  el  punto  de 
contacto  M,  es  el  factor  Mw,  que  llega  a  ser  igual  a  su  denominador  Peo, 
en  el  punto  particular  O;  luego  la  inclinación  de  la  tanjente  en  este  pun- 
to nos  la  dará  la  fórmula 

tanj  O  =  ^  =  ^ (2) 

la  cual  nos  dice  que  esta  tanjente  Oa  es  precisamente  la  diagonal  del 
rectángulo  construido  sobre  Oa  y  OB. 

647.     La  construcción  jeneral  del  núni.  645  es  también  insuficiente  fig.  127. 
para  obtener  las  tanjentes  en  los  cuatro  puntos  F,  G,  g  )'/que  están  en 
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el  arranque  de  la  bóveda;  porque  como  en  estos  puntos,  los  planos  tan- 
jentes  de  las  dos  superficies  son  verticales^  su  intersección  es  una  verti- 
cal que  será  tanjente  a  la  curba  de  arista  en  el  espacio,  pero  que  se 
reduce  a  un  solo  punto  en  proyección  horizontal,  y  nada  nos  dice  sobre 
la  tanjente  a  la  curba  plana  GOf,  en  el  punto  G.  Sin  embargo,  si  recu- 
rrimos a  la  fórmula  (1)  esta  se  convertirá  respecto  al  punto  G  en 


»"j«"=^''^ — ü' w 

porque  los  arcos  O  A  y  GB  son  semejantes  y  proporcionales  a  sus  radios 
Acó  y  Gco.  De  lo  que  evidentemente  resulta  que  la  tanjente  en  G  será  la 
diagonal  del  rectángulo  construido  sobre  GA  y  sobre  el  arco  GB  rectifi- 
cado; cuya  operación  es  estremadamente  sencilla,  y  que  para  dejar  mas 
claridad  en  el  depurado,  hemos  efectuado  en  el  punto  F,  formando  un 
rectángulo  con  FD  y  Fg=FB. 

648.  Debemos  también  observar  que  este  método  tan  ventajoso  se 
aplica  también  a  un  punto  arbitrario  M;  porque  si  en  la  fórmula  jeneral 
(1),  reemplazamos  la  razón  de  O  A  a  OB=AG;  con  la  de  OP  a  PM, 
que  le  es  igual  según  el  num«  643,  nos  resultará 

—     PO 
._       P    •  ^"^       MI         ,.^ 
tanje=       pj^      =j^; (4) 

lo  cual  prueba  que  la  tanjente  LMK  puede  obtenerse  inmediatamente, 
formando  sobre  MP  y  el  arco  MI  rectificado,  un  rectángulo  cuya  diago- 
nal será  la  tanjente  que  buscamos.  En  el  caso  presente  no  hemos  traza- 
do sino  la  mitad  de  este  rectángulo,  tomando  a  PL=MI,  y  tirando  LM 
que  deberá  coincidir  con  la  tanjente  MK  que  está  ya  construida. 


{•(•l^^^^i^i 


miSm^D  Tlll< 


9a  XJL  üVMaJLTVMJL  SB  IiA«  UiniAS  Y  DB  Ii AS  ■VFBRFIOIBt, 


CAPITULO  PRIMERO. 

Sobre  las  curbaturas  y  las  evolutas  de  las  líneas  curbas. 

649.  Se  dice  que  una  curba  y  bu  tánjente  tienen  entre  sí  un  contacto 
áe primer  órden^  porque  en  jeneral  no  hai  entre  ellas  sino  un  solo  elemen- 
to común;  p^rocomo  en  ciertas  cuestiones  hai  necesidad  de  considerar 
líneas  que  se  aproximen  a  confundirse  con  la  curba  propuesta,  mas  de  lo 
que  la  tánjente  lo  hace  con  ella,  es  necesario  distinguir  estas  aproxima- 
ciones mas  o  menos  íntimas,  y  así  decimos  que  dos  curbas  cualesquiera^ 
ya  sean  planas  o  no,  presentan  un  contacto  de  primero,  segundo,  ter- 
cer.... ORDEN,  según  tienen  uno,  dos,  tres....  elementos  consecutivos 
comunes. 

550.  Como  el  contacto  de  segundo  orden  se  presenta  con  mucha  fre- 
cuencia en  las  aplicaciones  jeométricas,  le  espresarémos  comunmente 
por  el  nombre  abreviado  de  osculación^  y  así  es  que  dos  curbas  oscula- 
doras  serán  las  que  tengan  dos  elementos  comunes.  Para  dar  un  ejemplo, 
que  nos  será  mui  útil  en  lo  subccsivo,  consideremos  una  curba  cualquie- 
ra AMB,  y  después  de  haberla  dividido  en  elementos  iguales  (*),  levan - 


(*)     Si  estos  elementos  fuesen  desiguales^  pero  siempre  infinitamente 
prífueTioSy  subsistirían  las  mismas  consecuencias,  como  lo  probaríamos 
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temos  en  las  mitades  de  MM'  y  M'M",  dos  normales  KO  y  K'O  situadas 
en  el  plano  MM'M'^  el  cual  no  contendrá  a  los  otros  elementos  de 
AMB,  sino  cuando  esta  carba  sea  plana.  En  este  caso,  el  punto  O  en 
que  se  cortan  estas  dos  normales,  será  el  centro  de  un  círculo  aMg,  que 
pasando  evidentemente  por  los  tres  puntos  M^M'  y  M",  tendrá  también 
comunes  con  AMB  los  dos  elementos  MM'  y  M'M'^  y  será  por  consi- 
guiente, el  círculo  osculador  de  esta  curba,  respecto  al  punto  M.  El  ra- 
dio de  este  círculo  será  una  de  las  tres  distancias  iguales  OM,  OM'  u 
OM'\*  pero  en  su  lugar,  podemos  adoptar  una  de  las  dos  normales  igua- 
les OK  y  OK^  porque  la  diferencia  no  es  sino  infinitamente  pequeña  de 
segundo  orden  {véase  nüm.  197), 

651.  Por  lo  que  antecede,  vemos  que  el  círculo  osculador  para  cada 
punto  M  señalado  sobre  la  curba  AMB  es  uno  solo,  en  tanto  que  existen 
una  infinidad  de  círculos  que  solo  son  tanjentes  en  este  punto;  pero  el 
círculo  osculador  variará  de  posición  y  de  magnitud  cuando  pasemos 
del  punto  M'  al  M'\...,  porque  entonces  deberemos  operar  del  mismo 
modo  anterior  con  los  dos  elementos  consecutivos  M'M"  y  M"M"', 
M"M'"  y  M^'M"",..,  esto  hará  cambiar  al  radio  KO  en  K'O',  K"0",,... 
Muí  pronto  examinaremos  (núm.  656)  si  estos  radios  se  cortan  consecuti- 
vamente. 

652.  El  plano  de  círculo  osculador,  que  no  es  otra  cosa  que  el  de 
dos  elementos  consecutivos  MM'  y  M'M",  o  el  de  dos  tanjentes  infinita- 
mente próximas  MT  y  M'T',  se  llama  también  plano  osculador  de  la 
curba  AMB  en  el  punto  M;  y  a  no  ser  que  esta  ultima  sea  plana,  este 
plano  osculador  variará  cuando  pasemos  de  un  punto  a  otro  de  la  AMB. 
Ademas,  dos  planos  osculadores  consecutivos  TM'T'  y  T'M"T", 
se  cortarán  siempre  según  el  elemento  intermedio  M'M'\ 

Fie.  129.  653.  En  cuanto  a  la  curbatura  de  la  línea  AMB  en  el  punto  M,  hemos 
dicho  ya  (níim.  198)  que  estaba  medida  por  el  ángulo  TM'T'  compre- 
hendido  entre  dos  tanjentes  infinitamente  próximas,  porque  este  ángulo. 


fácilmente  por  medio  del  cálculo.  No  obstante^  para  abreviar  las  demos- 
iracioneSy  es  mas  sencillo  suponer  que  los  elementos  se  han  elejido  igua- 
les, lo  cual  nos  es  siempre perjnitido.  Véase  el  Análisis  aplicado  cap,  XVT, 
núm.  351, 
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llamado  ángulo  de  continjencia  o  de  curbaturaj  espresa  manifíesta- 
mcnte  la  cantidad  que  ha  sido  preciso  desviar  al  elemento  M'M"  de  su 
dirección  primitiva  M'T,  para  doblar  la  línea  recta  MM'T  como  lo  esta 
la  línea  poligonal  MM'M"M"'....  (*).  Pero  el  ángulo  TM'T'  es  igual  al 
KOK';  y  como  este  último  tiene  por  medida  al  arco  e  descrito  con  un 
radio  igual  a  la  unidad,  en  tanto  que  abraza  un  arco  KM'K'  de  círculo 
osculador  cuyo  radio  esOK=p,  tendremos  por  espresion  de  la  curbatura 
en  el  punto  M,  a 

KM'K'       ds 


£  = 


OK     ~  p 


Pero  como  se  ha  dividido  a  lacurba  en  elementos  iguales,  la  cantidad  ds 
será  constante  en  todos  sus  puntos,  y  podremos  decir  que  la  curbatura 
varia  de  un  punto  a  otro,  en  razón  inversa  del  radio  OK=p,  que  por 
esta  razón,  se  llama  también  radio  de  curbatura  de  la  curba  en  el 
punto  M. 

Con  todo,  observemos  que  para  tener  la  medida  exacta  de  la  curbatu- 
ra de  una  línea,  y  para  hacer  esta  medida  aplicable  a  dos  curbas  dife- 
rentes, en  las  cuales  pueden  los  elementos,  aunque  infinitamente  peque- 
ños, ser  desiguales  de  la  una  a  la  otra,  y  aun  tener  ademas  una  razón 
determinada  y  necesaria,  es  preciso  considerar,  no  la  magnitud  absoluta 
del  ángulo  de  continjencia  £,  sino  su  razón  con  el  elemento  ds;  porque 
solo  sobre  dos  arcos  de  la  misma  lonjitudy  es  donde  el  ángulo  esterior 
de  las  tanjentes  Cistremas  puede  manifestar,  con  precisión,  la  curbatura 
mas  o  menos  pronunciada  de  uno  de  estos  arcos  respecto  al  otro.  Por 
ejemplo,  en  dos  círculos  concéntricos,  que  el  radio  del  uno  sea  duplo  del 
otro,  y  que  las  circunferencias  estén  divididas  en  un  mismo  número 
de  elementos  iguales,  los  ángulos  de  continjencia  correspondientes  a 
los  mismos  radios,  serán  iguales,  y  sin  embargo,  la  curbatura  de  los  dos 
círculos  será  diferente;  pero  si  atendemos  a  que  los  elementos  de  la  cir- 


(*J  Está  mui  bien  observemos  que  'el  ángulo  de  continjencia  TM'T' 
es  también  igual  al  ángulo  de  dosjüanos  normales  consecutivos^  supuesto 
que  estos  ¡ylanos  son  j?erpcndiculares  en  medio  de  los  dos  elementos 
Mi\r  y  M'M". 
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cunferencia  mayor  tienen  una  lonjitud  dupla  de  los  de  la  segunda,  co- 

nocerémos  que  la  razón  —  indica  efectivamente  una  curbatura  la  mitad 

as 

menor  en  el  círculo  mas  grande  que  en  el  mas  pequeño.  De  aquí  con- 
cluimos que  la  verdadera  espresion  de  la  curbatura  de  una  línea  cual- 
quiera, nos  la  dará  siempre  a  conocer  la  razón 

ds~  p^ 

representando  por  p  el  radio  del  círculo  osculador  de  la  curba,  en  el 
punto  que  se  considera. 

654.  Todo  lo  que  precede  conviene  igualmente,  tanto  a  las  curbas 
planas  como  a  las  gausas;  haremos  uso,  lo  mismo  que  M.  Vallee,  de 
esta  ultima  espresion,  en  lugar  de  curba  de  doble  curbatura,  tanto  para 
abreviar  como  para  evitar  el  uso  de  la  palabra  curbatura  en  un  sencido 
inexacto.  Con  efecto,  una  línea  que  no  es  plana,  no  admite  sino  una  sola 
curbatura  que  se  estima  como  en  el  número  precedente;  pero  ademas, 
presenta  una  flexión,  o  mas  bien  una  torsión  que  se  ha  orijinado  ha- 
ciendo jirar  uno  de  los  planos  osculadores  consecutivos  TM'T*  y  T'M''T" 
al  rededor  del  elemento  común  M'M";  de  suerte  que  en  una  curba  gau- 
sa,  la  torsión  en  cada  punto  se  mide  por  el  ángulo  de  los  dos  planos 
osculadores  vecinos.  Pero  si  este  ángulo  se  hace  nulo,  abatiendo  el  plano 
T'M"T"  sobre  TM'T'  por  medio  de  una  rotación,  al  rededor  de  la  rec- 
ta M'M",  desaparecerá  la  torsión,  y  la  ciirba  será  plana  en  la  proximi- 
dad del  [)unto  que  se  ha  considerado,  sÍ7i  que  su  curbatura  haya  atimen- 
tado  o  disminuido^  supuesto  que  los  ángulos  de  continjencia  TM'T'  y 
T'M'^T"  habrán  permanecido  constantes;  mientras  que  sin  cambiar  na- 
da en  la  posición  de  estos  dos  planos  oscnladores,  o  en  la  torsión  de  la 
curba,  podremos  alterar  su  curbatura,  desviando  o  aproximando  los  dos 
elenientos  MM'  y  M'M":  por  consiguiente,  la  curbatura  y  la  torsión  de 
una  h'nea  son  modificaciones  independientes  una  de  otra.  Pero  las  cur- 
bas planas  y  las  curbas  gausas  presentan,  en  cuanto  al  lugar  de  sus  cen- 
tros de  curbatura,  una  diferencia  esencial  que  vamos  a  hacer  resallar, 
FiG.  ií>9.  655.  Existen  siempre  una  infinidad  de  normaJes,  para  un  mismo  punto 
señalado  sobre  una  curba  cualquiera;  pero  la  normal  KO  según  la  quo 
está    dirijido   el  radio  de  curbatura  del  punto  M,  debe  estar   trazada 
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(núm.  650.)  en  el  plano  osculador  MM'M",  y  la  distinguiremos  con  el 
nombre  de  normal  principal.  Pero  cuando  la  curba  AMB  es  plana,  to- 
das las  normales  principales  relativas  a  los  varios  puntos  M,  M%  M",..., 
se  hallan  en  su  plano;  y  por  consiguiente  ,  se  cortan  consecutiva- 
inentCj  de  modo  que  forman  una  curba  00'0'\...,  a  la  que  estas  di- 
versas normales  son  evidentemente  tanjentes ;  de  donde  se  sigue 
(núm.  199)  que  aplicando  un  hilo  0'"0"0'0K  sobre  esta  evoluta 
y  desarrollándolo  subcesivamente,  su  estremo  K  describirá  la  línea 
AMM'M'B. 

656.     Por  el  contrario,  cuando  la  ciirha  propuesta  es  gausa,  las  ñor-  no.  130. 
males  princijyalesy  y  los  radios  de  curbalura,  no  se  encuentran  ya  conse- 
cutivamente. Con  efecto  {fig*  130),  consideremos  tirados  por  el  medio 
K,  K',  K'\....  de  los  diversos   elementos,  los  planos  normales  PQS, 
P'Q'S',  P"Q"S",....  que  se  cortarán  de  dos  en  dos  según  las  rectas  QS, 
Q'S',....  y  de  este   modo  formarán  una  superficie  desarroUable  (núm. 
186)  envolvente  de  todos  estos  planos.  Si  entonces  cortamos  a  los  pla- 
nos Py  P'  con  el  plano  osculador  MM'M"  que  es  perpendicular  a  los 
dos  anteriores,  obtendremos  por  intersecciones  las  dos  normales  KO  y 
K'O,  que  evidentemente  determinarán  el  centro  O  del  círculo  osculador 
correspondiente  al  punto  M,  de  las   que  la  priihera  será  el  radio  de 
curbatura  relativo  a  este  punto  (*).  Así  mismo,  cortando  los  planos  nor- 
males P'  y  P"  con  el  segundo  plano  osculador  M'M"M"',  tendremos 
por  sección  las  normales  K'O'  y  K"0',  la  primera   de  las  que  será 
también  el  radio  de  curbatura  relativo  al  punto  M'.  Pero  este  radio  K'O' 
no  coincide  con  la  otra  normal  K'O,  puesto  que  estas  rectas  provienen 
del  mismo  plano  P'  cortado  por  dos  planos  osculadores  distintos;  y  así, 
K'O'  va  a  encontrar  a  QS  en  im  punto  I  diferente  del  O;  y  por  consi- 
guiente, no  teniendo  los  dos  radios  de  curbatura  consecutivos   KO  y 
K'O'  ningún  punto  común  sobre  la  intersección  QS  de  los  planos  P  y 
P'  que  los  contienen,  no  podrán  ellos  mismos  encontrarse. 

G57.     De  aquí  resulta  que  no  siendo  dados  los  centros  de  curbatura 


(*)  Mas  adelante^  nos  será  útil  observemos  aquí  que  todo  esto  viene 
a  reducirse  a  bajar  desde  el  punto  K^  una  perpendicular  KO  a  lajcnc^ 
rntriz  QS  de  la  superficie  que  es  involucro  de  los  planos  normales. 
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O,  O^  O'',...  por  las  intersecciones  subcesivas  de  los  radios  de  curbatura 
KO,  K'O',  K"0",.—  ía  curba  que  se  hiciese  pasar  por  todos  estos  cen- 
tros no  teiidria  por  tanje^ites  a  estos  mismos  radios;  y  por  consiguiente, 
no  podrían  mirarse  a  estos  como  formados  por  el  desarrollo  de  un  hilo 
que  envolviese  a  la  línea  00'0'\...  Luego,  finalmente,  el  lugar  de  los 
centros  de  curbatura  de  una  curba  gausa  AMM'M"....  no  es  una  evolüta 
de  esta  última  línea. 
FiG.  130.  G58.  Sin  embargo,  la  curba  gausa  AMM'M'\...  admite  una  infinidad 
de  evo! utas,  como  lo  hizo  ver  Monge.  En  efecto,  si  en  el  primer  plano 
normal  P,  trazamos  arbitrariamente  una  recta  KD,  que  será  siem- 
pre normal  a  la  curba  propuesta,  e  iríi  a  encontrar  a  QS  en  un  pun- 
to D;  y  tiraa^os  en  seguida  por  los  puntos  K'  y  D  la  recta  K'DD' 
que  estará  cu  el  segundo  plano  normal  P',  y  en  seguida  la  recta 
K"D'D''  situada  en  el  plano  P",  y  así  de  las  demás  :  obtendremos,  por 
medio  de  las  intersecciones  subcesivas  de  estas  normales,  una  curba 
DD'D"D"',...  a  la  cual  estas  normales  serán  tanjentes^  y  que  podrá  servir 
para  describir  la  línea  AMM \.,.  por  medio  del  desarrollo  de  un  hilo  apli- 
cado al  contorno  de  esta  evoluta  DD'D'\.,.  Para  probarlo,  basta  hacer  ver 
que  las  porciones  DK  y  DK'  de  las  laujentes  a  esta  evoluta,  son  ¡guales 
entro  sí,  o  bien  que  el  punto  D  está  a  igual  distancia  de  los  tres  puntos 
AI,  M'  y  M";  esto  resulta  de  que  siendo  la  recta  QS  la  intersección 
de  dos  planos  P  y  P'  tirados  perpendicularmente  en  medio  de  los  ele- 
lucillos  iguales  MM'  y  M'AF',  cada  punto  de  QS  se  halla  a  la  misma 
(listaucia  do  Al,  AI'  y  AI";  y  por  esto  la  recta  QS  se  llama  la  linea  de 
¡os  polos  dc\  arco  AIArAI",  y  las  distancias  DK,  D'K',  D"K'',....  son  los 
nidios  de  la  croluta  que  es  preciso  no  confundir  con  los  radios  de  cur- 
batura KO,  K'O',  K"0'\,..  Como  por  otra  parte, la  primera  normal  KD 
so  ha  tirado  arbitrariamente  cu  el  plano  P,  podremos,  por  consiguiente, 
harioiiclo  variar  la  dirección  do  esta  normal,  obtener  una  infinidad  de 
ovo! Nías,  situadas  todas  sobre  la  superjicic  desarrollablc  que  es  el  invo- 
lucro do  los  planos  normales  P,  P',  P",....  de  la  curba  AAlAPAr',... 

í)5í).  ]^]st.a  superficie,  lugar  de  todas  las  nolutas  do  la  curba  AAIAI'..., 
o  l)i(Mi  luij^ardc  todos  los  polos  de  esta  línea,  tiene  por  joncratrices  rec- 
tilíneas alas  inlcrsoccioncs  subcesivas  ClS,'Ci'S',  tl"S'',...  do  los  planos 
nórmalos;  y  estas  rectas,  quo  precisamento  so  cortan  do  dos  en  dos,  for- 
inaii  de  esto  modo  (núm.578j  hi  arista  de  retroceso  UVdo  esta  superficie 
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sarrollable.  Ademas,  como  cada  jeneratriz  QS  es  perpendicular  al  plano 
osGulador  correspcmdiente  MM'M",  y  pasa  por  el  centro  de  curbatnra 
O,  en  que  se  cortan  las  dos  normales  iguales  KO  j  K'O,  resulta  roani- 
ñestameote  de  aquí  que  los  ángulos  KDO  y  K'DO,  formados  por  dos 
tanjentes  de  la  evoluta  con  la  jeneratriz  intermedia  QS,  son  iguales; 
y  por  consiguiente  (núm.  187),  podemos  afirmar  que  cada  evoluta 
DD'I)"....  se  convertirá  en  una  línea  recta^  cuando  se  desarrolle  la  su- 
perficie involucro  de  los  planos  normales.  Esto  quiere  decir  (núm.  187) 
que  esta  evoluta  es  la  línea  mas  corta  que  puede  trazarse  sobre  la  su- 
perficie desarrollable,  entre  dos  de  sus  puntos;  por  consiguiente,  un  hilo 
que  amarrado  en  K  estuviese  tendido  y  aplicado  libremente  sobre  esta 
superficie  desarroUable,  tomaría  por  sí  mismo  la  forma  de  una  de  las 
evolutasKDD'D'\...9  porque  a  causa  de  su  elasticidad,  dicho  hilo  no 
podrá  permanecer  en  equilibrio  sobre  la  superficie,  sino  cuando  haya 
seguido  el  camino  mas  corto. 

''  £n  vista  de  esto,  dice  Monge,  se  concibe  fácilmente  la  posibilidad  de 
enjendrar  una  curba  cualquiera  de  doble  curbatnra,  por  un  movimiento 
continuo.  Porque  después  de  haber  construido  la  superficie  desarrollable 
a  quien  son  tanjentes  todos  los  planos  normales  de  la  curba,  sí  deáde  un 
punto  dado  en  el  espacio  y  por  el  que  deba  pasar  la  curba,  se  dirijen  dos 
hilos  tanjentes  a  esta  superficie;  y  si  después  de  haberlos  i^licado  sobre 
la  superficie  y  de  haberlos  tendido,  se  fijan  en  los  otros  estremos;  el 
punto  de  reunión  de  los  dos  hilos,  que  tendrá  la  facultad  de  moverse 
con  el  plano  tanjente  de  la  superficie,  sin  resbalar  ni  sobre  el  uno  ni 
el  otro  de  los  hilos,  enjendrará  en  su  movimiento  la  curba  propuesta". 

660.  Cuando  la  curba  AMM\...  sea  esjtricay  es  decir,  situada  ente-Fia.  130. 
ramente  sobre  una  esfera  de  un  radio  cualquiera,  todos  los  planos  nor- 
males F,  P',  P",....  irán  a  pasar  precisamente  por  el  centro  de  esta  esfe- 
ra, y  su  involucro,  que  es  el  lugar  de  todas  las  evolutas  de  AMM '..«• 
se  reducirá,  en  el  caso  presente,  a  un  cono  cuya  cúspide  estará  colocada 
en  el  centro  de  la  esfera  de  que  tratamos.  Este  punto  único  podrá  con- 
siderarse como  que  es  una  evoluta  particular  de  la  curba  AMM'...,  y  con 
efecto,  un  hilo  amarrado  a  este  centro,  podrá  jirar  al  rededor  de  este 
punto,  sin  alargarse  sensiblemente,  en  tanto  que  el  otro  estremo  perma- 
necerá sobre  la  curba  AMM\...  cuyos  puntos  todos  están  a  una  distan- 
cia constante  del  centro. 
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661.  Finalmente,  si  la  curba  AMM\...  fuese  plana,  todos  los  planos 
normales  P,  P^  ?'',....  serian  perpendiculares  al  plano  de  esta  curba^ 
así  como  también  lo  serian  sus  intersecciones  consecutivas  QS,  Q'SV--« 
de  modo  que  el  involucro  de  estos  planos  normales,  se  reduciría  a  un  ct- 
lindroy  sobre  el  cual  estarían  situadas  todas  las  evolutas  que  admitiese 
aun  la  curba  ^^Za/ia  AMM\...  Ademas,  cada  una  de  estas  evolutas 
DD'D'\...  será  en  este  caso  una  hélice;  porque  sus  varias  tanj entes,  o  los 
radios  de  evoluta  KD,  K'D',...  formarán  todos  ángulos  iguales  (num. 
659)  con  las  rectas  paralelas  QS,  Q'S^..,.  que  son  las  jeneratrices  de  este 
cilindro.  Por  otra  parte,  el  lugar  de  los  centros  de  curhaturas  OO'O".., . 
se  convertirá  al  presente  en  una  zerdadera  evoluta,  porque  esta  curba 
sciá  la  sección  recta  del  cilindro  involucro,  que  desde  luego  podemos 
mirar  como  una  hélice  cuyo  paso  es  nulo;  pero  esta  línea  OO'O".... 
será,  entre  todas  las  evolutas  de  la  curba  AMM'....,  la  única  plana. 
Y  así,  por  ejemplo  (^^.96),  la  voluta  del  círculo  ABCDL....  tiene  por 
evoluta  plana  al  círculo  Agy¿/1...,  en  tanto  que  por  evolutas  gausas  ad- 
mite a  todas  las  hélices  que  como  (ASv^A.— ,  A'S'y'd'>l'....),  tienen  su 
oríjen  en  el  punto  (A,  A'). 

FiG.  129.  662.  Observemos  ahora  que  el  círculo  osculador  aMg  de  la  cur- 
ba plana  AMB,  jeneralmente  cruza  a  esta  curba,  es  decir,  que  se  halla 
fuera  de  ella  a  la  izquierda  del  punto  M,  y  a  la  derecha  está  dentro  de 
la  curba.  Con  efecto,  la  parte  rectilínea  OK  del  hilo  que  abraza  a  la 
evoluta  OO'O"....  va  aumentando  continuamente  a  medida  que  se  de- 
sarrolla luego  los  radios  dccurbatura  que  preceden  a  OK,  son  me- 
nores que  esta  recta,  y  los  que  la  siguen  son  mayores;  luego  también 
el  arcoMA  de  la  curba  propuesta  estará  contenido  dentro  del  arco  de 
círculo  Ma,  en  tanto  que  M"B  se  hallará  fuera  de  M"6>  a  lo  menos  en 
las  inmediaciones  del  punto  M  que  ahora  consideramos.  Sin  embargo, 
cuando  la  evoluta  presenta  un  punto  de  retroceso,  como  sucede  en  los 
vértices  de  una  elipse  (Jig'  76),  en  este  caso,  el  radio  de  curbatura  es  un 
mínimo  o  un  máximo,  y  el  círculo  oscnlador  se  halla,  tanto  a  la  derecha 
como  a  la  izquierda  del  punto  de  contacto,  colocado  dentro  de  la  curba, 
o  fuera  de  ella.  En  este  caso  particular,  el  círculo  oscnlador  adquiere 
nn  contacto  de  tercer  orden  con  la  curba. 

Fie.  130.     663.     Una  circunstancia  análoga  nos  presenta  cl  plano  oscnlador 
MM'M"  de  una  curba  gausa  AMB;  es  decir,  que  este  plano  jeneralmente 
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cruza  a  la  curba^  dejando  debajo  de  él  al  arco  MA,  y  encima  al  M'^B, 
porque  la  torsión  de  los  elementos  producida  (núm.  654)  por  la  dife- 
rencia de  inclinación  de  los  planos  osculadores  consecutivos,  persevera 
en  jeneral  en  el  mismo  sentido.  Sin  embargo,  como  por  la  prosecución 
de  continuidad  de  la  curba  propuesta,  no  varia  la  inclinación  del  pla- 
no osculador,  sino  por  grados  infinitamente  pequeños,  si  hubiese  un  pun- 
to singular  en  que  esta  torsión  cambiase  de  sentido,  no  podrá  tener  lugar 
esto,  sino  cuando  el  ángulo  de  torsión  haya  pasado  por  cero;  y  en 
este  lugar  de  la  curba,  tres  elementos  consecutivos  estarán  situados  en 
un  mismo  plano  oscnlador,  que  en  el  caso  actual  se  hallará  todo  él  en- 
cima de  la  curba  AMB,  o  todo  debajo  de  ella. 

664.  Construir  el  plano  osculador  relativo  a  un  punto  asignado  so- 
bre una  curba  gausa. 

Sea  N  el  punto  señalado  sobre  la  curba  gausa  VNU,  que  deberá  estar  Fia.5i 
definida  por  sus  dos  proyecciones.  Si  para  obtener  aproximativamente  dos 
tanjentes  infinitamente  próximas,  tiramos  la  del  punto  N  y  otra  extrema- 
damente vecina^  dos  rectas  tan  cercanas  determinarán  con  poca  precisión 
la  traza  del  plano  que  las  contiene.  Por  consiguiente,  será  mejor  cons- 
truir diferentes  tanjentes  a  la  curba  VU,  tanto  por  el  punto  N  como  por 
otros  varios  situados  a  distancias  medianas,  detras  y  delante  de  N;  y  en 
seguida, hallar  las  trazas  de  estas  tanjentes  sobre  el  plano  horizontal,  por 
ejemplo,  y  reunir  todos  estos  puntos  por  una  curba  continua  ALD  que 
será  la  traza  de  la  superficie  desarrollable,  lugar  de  todas  las  tanjentes 
a  la  curba  VU.  Como  hecho  esto,  sabemos  (núm.  181)  que  el  plano  tan- 
jante  de  esta  superficie,  es  el  plano  osculador  de  su  arista  de  retroceso, 
no  habrá  mas  que  tirar  la  tanjente  L9  a  la  traza  ALD,  y  el  plano  NL6 
será  el  plano  osculador  pedido. 

665.  Construir  el  radio  de  curbatura  relativo  a  un  punto  dado  so- 
bre una  curba  gausa. 

Sea  M  el  punto  dado  sobre4a  curba  gausa  que  distinguiremos  por  A: 
construyamos  como  arriba,  el  plano  osculador  ir  correspondiente  al  pun- 
to M,  y  proyectemos  sobre  este  plano  a  la  curba  A,  que  se  converti- 
rá en  otra  línea  B  que  evidentemente  tendrá  dos  elementos  comunes 
con  la  primera.  Como  desde  este  estado  la  curbatura  de  A  enM,  es  la 
misma  que  la  de  B;  quedará  la  cuestión  reducida  a  hallar  el  radio  de  cur- 
batura de  una  curba  B)  que  es^plaiia. 
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FiG.  141.  666.  Para  resolver  este  Último  problema,  sea  MN  la  noimal  de  B 
en  el  punto  dado  M,  y  M C,  MC\....  varias  cuerdas  que  salen  de  este 
mismo  punto.  Si  por  el  medio  de  la  cuerda  MG,  le  tiramos  una  perpen- 
dicular IP,  y  por  el  punto  P  en  que  va  acortar  a  la  normal  MN,  levanta- 
mos a  esta  última  recta,  otra  perpendicular  Pa=MC;  y  si  en  segui- 
da repetimos  construcciones  análogas  con  las  otras  cuerdas,  la  cnrba 
aaVgg'  irá  a  cortar  a  la  normal  MN  en  un  punto  O  que  determinará  al 
radio  de  curbatura  MO  de  la  línea  propuesta.  Con  efecto,  a  medida  qu6 
la  cuerda  MC"  vaya  disminuyendo  cada  vez  mas,  también  la  ordenada 
P'^ce''  disminuirá  igualmente,  y  la  perpendicular  F'P''  se  aproximará  ca- 
da vez  mas  a  ser  normal  a  la  curba  MB;  luego  el  punto  O  en  que  la  lí- 
nea ausiliar  ocaS  va  a  cortar  a  M N,  será  la  intersección  de  esta  nor- 
mal con  otra  normal  infinitamente  próxima;  y  por  consiguiente,  el  radío 
de  curbatura  de  la  línea  B  respecto  al  punto  M,  tendrá  ciartamente  |>or 
lonjitud  a  MO  (*). 

667.  Dada  una  curba  cualquiera  A,  construir  una  de  sus  etolutas, 
y  el  lugar  de  los  centros  de  curbatura. 

Tiraremos  varios  plenos  normales  a  esta  curba,  por  puntos  que  estéh 
bastante  próximos  unos  de  otros;  y  después  de  haber  construido  sus  tra- 
zas sobre  los  dos  planos  de  proyección,  describiremos  una  curba  a  tan- 
jenteatodas  las  trazas  horizontales,  y  en  seguida,  otra  curba  g  tanjente 
a  todas  las  trazas  verticales.  Estas  dos'curbas  ay  g,  serán  evidente- 
mente las  trazas  de  la  superficie  S>  que  es  el  lugar  de  todas  las  evolu- 
tasde  A  (núm.  659);  y  obtendremos  diversas  jeneratrices  G,  G',  G'*,.... 
de  esta  superficie  desarroUable,  uniendo  de  dos  en  dos  los  puntos  en  que 
las  curbas  a  y  g  son  tocadas  por  el  mismo  plano  normal.  Sentado  esto,  tira- 
remos dede  el  punto  departida  M,  tomando  a  discreción  sobre  la  curba 
A,  una  tanjente  MD  a  la  superficie  2;  en  seguida,  efectuaremos  el  desa- 
rrollo de  2  sobre  un  plano  cualquiera,  como  la  evoluta  que  buscamos  de- 
be ser  una  línea  recta  sobre  este  plano  (núm.  659),  sígnese  que  será  la 


(*)  Este  método  es  sacado  de  la  Jeometría  de  las  curbas,  por  JH. 
Bergery;  y  presenta  la  ventaja  de  que  la  curba  ausiliar  corta  a  la  recta 
norvial  dada,  formando  ángulo  rectOy  en  virtud  de  lo  que  se  Jija  mejor 
la  posición  del  punto  que  buscamos. 
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prolongación  indefinida  de  MD.  Señalando  entonces  los  puntos  en 
qne  esta  recta  MD  encuentra  a  cada  una  de  las  jeneratrices  y,  y\  y^\... 
de  S  desarrollada,  y  refiriendo  en  seguida  estos  puntos  a  las  jeneratrices 
primitivas  G,  G',  G"....,  hallaremos  la  evuluta  qne  es  tanjente  al  radio 
MD.  Haciendo  variar  esta  recta  qne  hemos  podido  trazar  de  muchos 
modos,  hallaremos  también  otras  evointas  de  la  curba  A. 

668.  Sí  desde  el  punto  M  bajamos  una  perpendicular  a  la  jenera- 
triz  G  que  se  halla  en  el  plano  normal  relativo  a  M,  el  pie  de  esta  per- 
pendicular será  el  centro  de  curbatura  de  A  respecto  al  punto  M  (núm. 
654,  nota);  j  el  lugar  de  todos  los  centros  de  curbatura  se  obtendrá  repi- 
tiendo esta  construcción  en  k>s  diversos  puntos  M',  M'^.•,•  de  la  línea 
dada  A. 

Estas  varias  operaciones  serán  de  ordinario  mui  laboríosad,  pero 
llegarán  muchos  casos  interesantes  en  que  serán  bastante  sencillas,  como 
BQcedc  en  los  dos  ejemplos  que  vamos  a  estudiar,  y  ademas,  servhán 
para  aclarar  la  jeneralidad  de  las  consideraciones  precedentes. 

669.  Dada  una  voluta  e^érica  proyectada  sobre  DMPGQE,  hallar  no-  lOi. 
el  lugar  de  sus  centros  de  curbatura  ^  y  una  de  susevolutas. 

Hemos  dicho  en  el  núm.  493  que  esta  epicicloide  particular,  esenjen- 
dfada  por  un  punto  toj  de  un  círculo  móvü  8'',  cuyo  plano  rueda  Bobre 
UB  cono  fijo  3'AE,  en  tanto  que  su  centro  coincide  perpetuamente  con 
la  cúspide  &  de  este  cono:  también  hemos  visto  en  el  núm.  495  que  el 
plano  normed  de  esta  cuTba>  para  un  plinto  cualquiera  (M,  M'),  es  A 
pkuDO  S^AV  en  el  cual  se  halla  entonces  el  círculo  móvil,  que  es  tanjen- 
te ed  cono  fíjoS'AE.  I>e  aquí  se  BÍgoeque  este  tx>no  esprecisaihente  la 
superficie  involucro  de  todos  los  planos  notmales,  -de  qu'e  hemos  habla- 
do en  el  núm.  659,  sobre  la  cual  deben  estar  colocadas  todas  las  evo- 
lutas  y  todos  los  centros  de  curbatura  de  la  voluta  esférica  DMPGQF; 
y  msíy  en  ▼irtud  d^  ta  nota  del  iiúm.  656,  si  bajamos  desde  el  punto  (M,  Af) 
la  perpendicular  (MR,  M')  a  kt  jeneratKK  de  contacto  S'A  t!el  plan^ 
nwmal,  el  fke  (R,  M')  áe  esta  petpeaditcular  'serk  el  centro  de  curbatu- 
ra corespoadiente  a  (M>  M'))  y  la  vettladera  maguitud  del  radio  de  cür- 
baiCiira  será  RM¿  I>el  mismo  niiodoy  cuando  ^  ptinto  jemsrador  esíté  pro- 
yectado en  N^  época  en  que  ei  contacto  xM  oítt^ülo  móvil  faa  llegado  a 
A5,  te  perpendicular  N5R9  bajada  a  la  jeneUatrÍE  OAg  wr&  el  i^dio  dé 
curbatura,  y  R5  la  proyección  del  centro  de  curbatura;  su  ptojrectixm 
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vertical  será  fácil  de  obtener.  Por  últimOy  pora  el  punto  P  que  corres- 
ponde a  un  cuarto  de  la  revolución  del  círculo  móvil,  el  radio  de  cor- 
bdtnrn  será  PO  igual  a  S^^A;  de  modo  que  el  lugar  de  los  centros  de 
curbatura  tendrá  por  proyección  horizontal  a  una  curba  de  doble  nudo 
DRElsOR^G.-.O....  F  que  no  hemos  concluido»  con  el  objeto  de  evitar 
confusión,  pero  que  pasaría  dos  veces  por  el  punto  O,  y  cuya  parte 
OR9GO  corresponde  a  un  arco  situado  sobre  la  napa  superior  del  co- 
no S'AE. 

670.  Para  suplir  a  la  proyección  vertical,  que  no  hemos  querido  tra- 
zar aquí,  vamos  a  construir  en  el  plano  del  círculo  móvil,  las  posiciones 
que  snbcesivamente  ocupan  todos  los  centros  de  curbatura.  Pero  según 
el  método  espuesto  arriba,  respecto  a  un  punto  arbitrario  (M,  M*) 
de  la  voluta  esférica,  podemos  ver  que  si  tiramos  los  radios  8*04,  S^a^, 
S"ae....  que  representen  las  joneratrices  según  las  cuales  el  plano  del 
circulo  móvil  toca  subcesivamente  al  cono,  y  les  tiramos  también  las  per- 
pendiculares mr^,  mr^j  mr^..é.  que  partan  del  punto  jenerador  m,  estas 
perpendiculares  serán  las  lonjitudes  exactas  de  los  diversos  radios  de 
curbatura;  y  sus  pies,  que  manifíostamente  forman  una  circnnferenciade 
círculo,  irán  a  coincidir  alternativamente  con  los  verdadedos  centros  de 
curbatura  de  la  voluta  esférica,  cuando  se  haga  rodar  el  círculo  S"A  so- 
bre el  cono  S'AE).  Esto  mismo  sucedería  si  doblásemos  el  plano  de  este 
círculo  para  aplicarlo  sobre  el  cono,  por  medio  de  una  operación  inver- 
sa a  la  que  sirve  para  desarrollar  esta  superficie;  de  modo  que  la  circun- 
ferencia ?wrr4r5S'V6....  puede  mirarse  como  la  transformada  del  lugar 
de  los  centros  de  curbatura  cuando  se  desarrolle  el  cono  S'AE  que  es 
el  que  realmente  contiene  a  todos  estos  centros  (*). 


(*J  Este  notable  resultado  está  sacado  de  una  memoria  interesante 
de  M.  Th.  Olivier,  sobre  los  centros  de  curbatura  de  las  epicicloides,  tn- 
serta  en  el  cuaderno  XXII  del  Diario  de  la  Escuela  Politécnica.  Sin 
embargo^  creemos  deber  advertir  que  en  esta  memoria  se  lia  introducido 
un  error  relativo  a  la  forma  de  la  proyección  del  lugar  de  los  centros 
de  curbatura  de  la  voluta  esférica;  porque  esta  proyección  no  podrá  ser, 
eomo  por  inadvertencia  se  ha  dic/io,  la  evoluta  de  la  proyección  horizon- 
tal de  la  voluta  esférica. 
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671.  En  cuanto  a  la  construcción  de  una  evoluta  de  la  voluta  esfé'- 
rica,  es  preciso  que  nos  recordemos  (num.  659)  que  una  curba  de  esta 
naturaleza  debe  convertirse  en  rectilínea  cuando  se  desarrolle  la  super- 
ficie involucro  de  todos  los  planos  normales,  cuya  superficie  es,  en  el 
caso  actual,  el  cono  S'AE.  Luego,  si  sobre  el  círculo  abatido  en  8", 
trazamos  una  recta  arbitraria  que  salga  desde  m^  como  la  inaSyd,  no 
habrá  masque  hacer, que  transportar  sobre  el  cono  S^AE  los  puntos  a, 
S,  y,.—  en  queí  esta  recta  encuentra  a  los  diverses  radios  S'Vg,  S'V7, 
S"^8,...,  que  representan  otras  tantas  jeneratrices  de  este  cono;  pero  es 
mui  fácil  hallar  las  verdaderas  posiciones  de  estas  jeneratrices  sobre  los 
dos  planos  de  proyección,  y  refisrir  a  ellas,  partiendo  desde  la  cúspide 
S',  las  lonjitudes  S"a,  S"6,  S"y,.,..  lo  cual  nos  dará  a  conocer  las  dos 
proyecciones  de  la  evoluta  de  que  tratamos.  No  hemos  efectuado  estas 
operaciones  en  el  depurado,  a  causa  de  evitar  la  confusión  que  hubiera 
resultado  para  el  lector;  pero  las  acabaremos  en  el  problema  siguiente, 
en  que  los  resultados  presentan  mas  interés. 

672.  Dada  una  hélice  debase  circular  {ABCDEF...,  A'B'C'D'E'F-..), 
hallar  el  lugar  de  sus  centros  de  curhaturay  y  una  de  sus  evolutas. 

Después  de  haber  construido  la  tanjente  (ET,  E'T')  de  esta  hélice, 
tiremos  el  plano  normal  correspondiente  E'N*N,  que  evidentemente  pa- 
sa por  el  radio  (OE,  E')  del  cilindro  que  contiene  a  esta  hélice,  y  forma 
con  el  eje  vertical  O  un  ángulo  complementario  del  que  forma  la  tanjen- 
te. Pero  como  esta  última  línea  tiene  uua  inclinación  constante  (num« 
450),  sea  cual  fuere  la  posición  del  punto  de  contacto  (E,  E')  sobro  la 
hélice,  sígnese  de  aquí  que  todos  los  planos  normales  de  esta  curba  ten- 
drán también  una  inclinación  constante,  y  que  cada  uno  de  ellos  pasará 
por  el  radio  del  cilindro  que  termina  en  el  punto  considerado  sobre  la 
hélice.  Por  consiguiente,  si  concebimos  que  estos  planos  normales  se 
han  tirado  por  puntos  infinitamente  próximos,  tomados  a  distancias  igua- 
les sobre  la  hélice  propuesta,  estos  planos  se  cortarán  consecutivamen- 
te según  rectas  que  todas  tendrán  posiciones  perfectamente  simétricas 
con  respecto  al  eje  vertical  O;  es  decir,  que  estas  rectas  estarán  iguaU 
mente  inclinadas  sobre  este  eje^  y  colocadas  a  la  misma  distancia  de  esta 
vertical.  De  lo  cual  concluimos  que  estas  rectas,  que  son  las  intersec- 
ciones de  los  planos  normales  consecutivos,  son  tanjentes  a  otra  nueva 
hélice  trazada  sobre  un  cilindro  recto  de  base  circular  abcde....  cuyo  xa« 
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(lio  es  aun  incógnito,  y  formarán  un  helizoide  desfrroUable  (núm.  456)  qnc 
.será  el  lugar. de  los  polos,  o  el  lugar  de  todas  las  evolutas  (núm.  659) 

de  la  hélice  primitiva  (ABeDE....,A'B'C'D'E\...). 

673.  Para  determinar  este  helizoide,  observemos  que  su  traza  hori- 
zontal será  precisamente  la  voluta  del  círculo  incógnito  ábcde....  (núm. 
453),  7  que  esta  cnrba  deberá  ser  tanjente  a  las  trazas  de  todos  los  pla- 
nos normales.  Pero  como  el  plano  normal  relativo  al  pnnto  (A,  A*)  tie- 
ne manifiestamente  una  traza  AOI  que  pasa  por  el  centro  O,  tendréttios 
quo  el  radio  01  precisamente  contendrá  el  oríjen  de  esta  voluta;  mien- 
tras que  la  traza  N'N  perpendicular  a  Oí,  corresponderá  al  primer 
cuarto  de  revolución  de  esta  voluta;  por  consiguiente,  su  distancia  al 
centro,  es  decir  01  o  en,  deberá  ser  precisamente  igual  al  cuarto  de  Im 
circunferencia  incógnita  ahcde.  Pero  existe  ya  una  relación  settiejanfte 
entre  la  subtanjente  ET  y  el  cuadrante  de  círculo  AE;  de  modo  ^e  el 
radio  OA  de  este  último  debe  tener  con  ET  la  misma  razón  qne  tendrá 
el  radio  incógnito  Oa  con  Oí.  En  virtud  de  esta  observación,  tiraremos 
la  recta  A'd'  paralela  a  E'T',  y  en  seguida  d  V  paralela  a  E'N',  y  esta 
última  paralela  determinará  la  mangnitud  O'a'  que  debemos  dar  al 
radio  del  círculo  pedido  ahcde;  en  seguida,  construiremos  la  hélice 
(abode....,  á'Vc*d'e\.*.)  del  mismo  paso  que  la  héHce  prímitivaí  y  esfta 
será  la  arista  de  retroceso  del  helizoide  de  qne  tratamos.  Ademas,  eMi 
superficie  tendrá  por  traza  horizontal  a  la  volata  anw  del  circule 
ahcde.. .^y  por  jeneratrrces  a  las  tanjentes  de  la  nueva  hélice,  como  las 
(en,  E'N')  y  (/¿v,  /¿'r')  que  representan  las  intersecciones  consecutivas  de 
Jos  planos  normales  infinitamente  próximos,  tirados  a  la  hélice  (ABCD..., 
A'B'C'D»....}. 

674.  Para  hallar  el  radio  de  curbatura  de  esta  últifna  línea  en  el 
punto  (E,  E'),  por  ejemplo,  es  preciso  bajar  desde  este  punto  [nata  del 
núm.  656)  una  perpendicular  (EO^,  E')  sobre  la  jeneratriz  {en,  E'N*) 
que  está  en  el  plano  normal  correspondiente  al  punto  asíignado.  Pero 
como  esta  perpendicular  termina  evidentemente  en  el  punto  («,E'), 
y  hallaríamos  resultados  semejantes  respecto  a  cualquiera  otro  plano 
nmrmal,  concluiremos  de  aquí  estos  dos  teoremas  fnui  notables:  l.^toéa 
hélice  de  hase  circular  (ABCDE....,  A'B'C'D'E'....)  time  por  lugar  de 
sus  centros  de  curbatura,  a  otra  hélice  (abcde...,  a'b'c'd'e'.,.,)  detennrtfia'^ 
da  como  arriba;  2.^  el  radio  de  curbatura  de  la  primera  hélice  es  com- 
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TANTEy  e  igual  a  la  suma  OE+O^  de  los  radios  de  los  cilindros  en  que  es- 
tán situadas  estas  dos  curhas. 

675.  Reciprocamente,  veremos  con  facilidad,  empleando  para  con- 
segnirlo  consideraciones  semejantes,  a  las  anteriores  que  la  segunda  hé- 
lice (abcde....y  a^b'c'd¡^e\^..)  tiene  por  lugar  de  sus  centros  de  curbatura, 
a  la  primera  (ABCD....  A'B'C'D'....);  y  que  el  radio  de  curbatura  de 
aquella,  es  también  constantemente  igual  a  la  suma  Od4.0£.  Esto  de- 
pende de  que  el  plano  normal  E'N'N  de  la  primera  hélice,  es  el  plano  os- 
culador  (núm,  463)  de  la  segunda;  y  que  también  el  plano  normal  de  es- 
ta, que  seria  E'T'T  perpendicular  a  la  tanjente  (^n,  E'N'),  es  el  plano  os- 
culador  de  la  primeía;  de  modo  que  hai  una  completa  reciprocidad  entre 
estas  dos  hélices  y  los  ángulos  de  continjencia  y  de  torsión  (números  653 
y  654)  de  launa  son  respectivamente  iguales  a  los  ángulos  detorsión,  y 
de  continjencia  de  la  otra  (*)• 

676.  Si  queremos  espresar  por  medio  del  análisis  la  magnitud  de  los  ra^ 
dios  de  curbatura  p  y  p',  de  cstasdos  hélices,  no  habrá  mas  que  hacer  a 

OA=R,  Ofl=r,  ángulo  T'=ctí,  N'=90— (ü=(ü',  0'E'=J/i, 

y  el  triángulo  rectángulo  A'd'a'  que  hemos  trazado  eu  el  depurado,  nos 
dará  evidentemente  la  relación  r=R  tanj  V  7  de  aquí  deduciremos  que 

p=R  +  r=R(l  +  tanj««)  =  R^l+^,) 

para  la  primera  hélice;  y  para  la  segunda 


C^)  Esta  reciprocidad  entre  los  ángulos  de  contingencia  y  de  tardón^ 
tiene  también  lugar  en  una  curba  cualquiera  AMM'M"B  (fíg.  130) 
comparada  con  la  arista  de  retroceso  UV  de  la  superficie  involucro  de 
los  planos  normales  de  la  primera  linea.  Porque,  de  lo  que  hemos  visto 
en  el  núm.  659  resulta  que  los  planos  F,  F',  F^,....  normales  a  AMMl\ 
sonlosplanos  osculadares  de  UV,  en  tanto  que  siendo  los  planos  ósculo^ 
dores  de  AWHV  perpendiculares  a  QS,  Q'S',....  san  solamente  para^ 
lelos  a  los  planos  normales  de  U  V;  pero  esto  es  suficiente  para  que  los  án- 
gulós  de  continjencia  y  de  torswn  de  AMM'  sean  respectivamente  iguales 
a  los  ángulos  de  torsión  y  de  continjencia  de  la  Unea  UV. 
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p'=r  +  R  =  r(l  +  tanjV)=r|^l  +  ¿V 

Pieles.  677.  Construyamos  ahora  una  etoluta  de  la  hélice  (ABCD...., 
A'B'C'D'....),  tirando  en  primer  lugar  por  nn  punto  arbitrario  (£,  E') 
de  esta  curba,  una  recta  que  esté  situada  (núm.  658)  en  el  plano  normal 
E'N*N  relativo  a  este  punto;  o  bien,  una  tanjente  a  la  superficie  involu- 
cro de  los  planos  normales  cuya  superficie  es,  en  el  caso  presentei  el 
helizoide  desarrollable  que  tiene  por  arista  de  retroceso  a  la  hélice  {ahcd...y 
a'Vc'd\,..).  Con  el  objeto  de  obtener  resultados  mas  simétricos,  elijamos 
para  esta  primera  tanjente,  al  radio  de  curbatura  (E^,  E')  y  acordémo- 
nos que  después  de  efectuado  el  desarrollo  de  este  helizoide,  la  evoluta 
que  buscamos  será  una  línea  recta  (núm.  659)  que  deberá  ser  la  prolon- 
gación indefinida  de  (E^,  E').  Luego  si  queremos  desarrollar  este  heli- 
zoide sobre  su  plano  tanjente  E'N'N,  será  preciso  (núm.  467)  abatir  las 
tanjentes  {ne,  N'E')  y  (Na,  N'a')  «egun  we,y  Na",  y  levantar  en  seguida 
en  sus  estremos  dos  perpendiculares  €00  y  a"ctí  que  por  medio  de  su  en- 
cuentro determinarán  el  centro  (o  y  el  radio  we  (*)  del  círculo  eA  según 

el  cual  se  transformará  la  hélice  {abcd....,  (i'b'cd" );  ademas,  en  este 

desarrollo,  la  recta  indefinida  aeTt  representará  la  transformada  de  la 
evoluta  hallada. 

En  cuanto  a  la  posición  que  sobre  este  desarrollo  tomará  una  jenera- 
triz  cualquiera  (hv,  /¿'r')  del  helizoide,  la  obtendremos  tomando  el  arco 
de  círculo  e^A  de  la  misma  lonjitud  que  el  arco  de  hélice  (eh,  E7¿')  cuya 
lonjitud  se  nos  ha  dado  (núm,  468)  por  hipotenusa  del  triángulo  E'yi'vi"y 
cuya  base  E' vj'  es  igual  al  arco  horizontal  eh;  y  entonces  la  jeneratriz  que 
buscamos  será  la  tanjente  ^itt.  Pero  como  esta  última  va  a  encontrara  la 


(*)  Este  radio  we  debe  ser  igual  a  Ee,  supuesto  que  este  es  el  radio 
de  curbatura  (núm.  674)  de  la  hélice  (abcd,  a'b'c'd'.-.),  y  que  esta  línea 
no  debe  cambiar  de  curbatura  cuando  se  desarrolle  la  superficie  cuya 
arista  de  retroceso  es  {núm.  179,  nota).  Yasi^  hubiera  valido  mas  abatir 
una  sola  tanjente  según  ng,  y  levantar  la  perpendicular  eco  igual  a  Ee, 
que  hubiera  sido  stificiente  para  trazar  el  círculo  eAl  ^«í^  (^  '«  marcha 
que  hemos  aconsejado  ya  en  el  núm^  468, 


^ 
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transformada  a>e  de  la  evoluta  en  el  punto  n,  trataremos  de  referir  la 
distancia  n'Itt  a  la  jeneratriz  primitiva  (/¿r,  h'v');  para  esto,  tomaremos  la 
hipotenusa  E V'=v|7r,  y  la  base  E V  de  este  nuevo  triángulo  rectángulo^ 
luego  de  transportada  desde  h  ap^  nos  dará  manifiestamente  la  proyec- 
ción horizontal  p:  y  en  seguida  la  proyección  vertical  p'  de  un  punto  de 
la  voluta  que  buscamos,  que  será  la  (epx,  E'/?V). 

678.  Así  es  que  un  hilo  arrollado  sobre  esta  rama  según  la  direc- 
ción {zpeEf  zp'E^)  describirá  con  su  estremidad  (E,  E'),  la  parte  supe- 
rior (EFGH...,,  E'F'G'H'....)  de  la  hélice  dada,  por  lo  menos  hasta  cier- 
to límite  que  es  el  que  vamos  a  determinar;  y  el  radio  de  evoluta  que 
termine  en  el  punto  (p,  /?'),  será  la  tanjente  {Hp,  ll'p*)*  En  cuanto  a 
la  parte  inferior  (EDCB..-,  E'D'C'B'....),  tendrá  por  evoluta  otra  rama 
(sFX,  ET'X'),  que  se  construirá  como  la  primera,  o  mas  bien  que  se 
deducirá  inmediatamente  de  ella,  determinando  puntos  tales  como 
(P,  P')  colocados  simétricamente  con  (/?,  p'). 

679.  Habrá  en  el  desarrollo  del  helizoide,  una  tanjente  Ap  paralela  a 
la  transformada  cú£7t  de  la  evoluta;  luego,  si  referimos  el  punto  ^  a  la 
hélice,  tomando  el  arco  de  círculo  ehl  igual  a  la  base  E'A'  del  triángulo 
rectángulo  E^'U'  cuya  hipotenusa  es  el  arco  e^,  rectificado,  la  jeneratriz 
(lr,lr^)  del  helizoide  corresponderá  a  ^p,  y  no  irá  ya  a  encontrar  a  la 
evoluta  {epx,  E^/?V)  sino  al  infinito.  Esta,  sin  embargo,  no  es  la  asíntota 
de  esta  rama;  porque  una  recta  de  esta  naturaleza  debe  no  solo  encon- 
trar a  la  curba  en  un  punto  infinitamente  distante,  sino  que  también 
debe  serle  tanjente.  Pero  como  respecto  al  punto  (/?,  p^)  situado  sobre 
la  jeneratriz  {hv,  h'v')^  la  tanjente  es  (H/?,  H'^');  para  el  punto  infinita^ 
mente  distante  situado  sobre  (¿r,  ¿V),  la  verdadera  tanjente,  o  la  asín- 
tota, saldrá  del  punto  (L,  L')  colocado  en  dirección  diametralmente 
opuesta  a  (/,  Z'),  }•  será  la  recta  (Lz,  LV)  paralela  a  {Ir,  Vr*). 

680.  En  lo  espuesto,  vemos  que  la  rama  de  evoluta  {epx,  E'/?V), 
aun  cuando  es  infinita,  no  pnede  servir  sino  para  describir  la  porción  de 
hélice  f  EKL,  E'K'L'^;  y  cuando  el  punto  jenerador  (E,  E')  del  hilo 
móvil,  haya  llegado  a  (L,  L'),  es  preciso  que  este  hilo  prolongado  en 
sentido  contrario  (LZ,  L'Z')  y  estando  fijo  en  el  estremo  opuesto,  princí- 
pie  a  doblarse  sobre  otra  nueva  rama  CYQ&,  Y^QCV)  que  tiene  la  mis- 
ma  asíntota,  y  servirá  para  describir  otro  segundo  arco  de  hélice 
(LAB,  L'A"B" j  igual  al  precedente.  Para  construir  esta  nueva  rama 
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de  cvoluta,  cuya  proyección  horizontal  debe  ser  evidentemente  8Ímé- 
trica  con  epx^  tomaremos  el  arco  lh=de^y  en  seguida  deseribi remos  la 
circunferencia /^F^Q,  sobre  la  cual  colocaremos  el  punto  Q  a  lafssqftíer- 
da  del  radio  06,así  como  el  punto/?  está  situado  a  la  derecha  del  radío 
Oe\  finalmente  proyectaremos  Qa  Q',  levantando  este  último  sobre  la 
horizontal  B"¿"  la  misma  cantidad  que  el  punto  p*  se  builtá  deíbajo 

de  EM'. 

68 1 .  Ala  rama  de  emkita  ("  YQ¿,  Y'Q'¿'*)  sucederá  otra  tercer  rama 
(hqyj  V^q'y*)  en  lacudl'Cada  punto  (q^  q[)  se  construirá  como  precedeu" 
tementOy  y  de  un  modo  que  hace  bastante  sensible  el  deparado  que- 
presentamos;  esta  tercer  rama  servirá  para  describir  un  nuevo  arco  de 
hélice  (BES,  B"£"S")  igual  siempre  al  precedente,  y  así  en  seguida. 
La  asíntota  de  esta  última  rama  sería  también  paralela  a  la  jeneratriz 
del  helizoide,  que  partiese  del  punto  diametralmente  opuesto*  a  fS,  EPV; 
pero  será  mas  sencillo  tirar  la  tanjente  SWU  al  círculo,  que  cortará 
a  LZ  en  el  punto  W  situado  sobre  el  radio  Oh\  y  como  este  punto  esta- 
ria  proyectado  en  W  sóbrela  primera  asíntota,  será  preciso  colocar  el 
punto  W"  a  la  misma  altura  encima  de  B*'¿";  y  en  seguida  tirar  lá  rec- 
ta W"U'  de  modo  que  forme  con  la  vertical,  el  miemoángcloque  WZ'. 

682.  En  cuanto  a  la  asíntota  (V?,  V"^»)  de  la  rama  («PX^  ETP'X^, 
su  proyección  horizontal  tiene  una  posición  simétrica  coa  Vz;  y.  como  su 
proyección  vertical  es  evidentemente  paralela  a  V'z',  bastará  tirarla-por  el 
punto  V"  colocado  encima  de  EVo  mismo  que  el  punto*  V*  lo  está  debajo. 

683.  Para  comprehender  mejor  la  relación  de  estas  diversas  ramas 
de  la  evoluta  total  de  una  hélice,  y  entender  bien  la  descripción  de  esta- 
curba  por  medio  de  un  movimiento  cantínuoj  sin  que  nos-  veamos  preci- 
sados a  transportar  el  punto  de  amarra  del  hilo  móvil,  de  una  rama  a 
otra,  no  h^brá  mas  que  representarnos  una  recta  indefinida  e  in^ 
jlexiblej  colocada  desde  luego  en  la  posición  horizontal  (^e^  E'^, 
que  ruede  ^in  r^^ia/or,  sobre  la  rama  T^»;  E'/?V)  permaneciéndoie  tan«- 
jente.  En  este  movimiento,  el  punto  jeneradór  (E,  E')  principiará  por- 
describir  el  arco  de  hélice  (EKL,  E'K'L');  y  cuando  haya  llegado  a 
f  L,  L' J,  la  recta  móvil  se  habrá  converfido  en  la  asíntota  (Ijz^  LVJ;  pe^ 
ro  como  en  el  mismo  instante  esta  recta  tocará  al  infinho  a  la  segunda: 
rama  (2^ Y,  &"  Y'),  si  principia  a  rodar  en  sentido  contrario  sobro  esta  úl- 
tima rama^  para  aproxiioarse  a  la  posición  horizontal  (B¿W>  B"6^'),  en 
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este  segundo  período  de  so  movímieBto  no  ifitenii«pido,  el  pnntojene- 
rador  describirá  al  areo  de  hélice  ("LAB,  L'A"B").  Si  en  segaida  desde 
la  posición  horizontal  (B¿,  B"i- '>  vodve  la  recta  mÓFtl  a  rodar  sobre  la 
tercer  rama  (bqy,  V^^y\  el  punto  jenerador  describirá  otro  nuevo  arco 
de  hélice  TBES»  B''E."S'')y  hasta  que  la  recta  haya  tomado  la  posicKm 
de  la  asíntota  fSWU,  S"W''U'>;  desde  donde  pasará,  sin  interrap^ 
GÍon>  a  otra  cuarta  rama,  que  tiene  la  misma  asíntota,  y  así  en  seguida. 
Si  tuviésemos  alguna  dificultad  en  seguir  estos  diversos  movimientos  en 
el  espacio,  podríamos  estudiarlos  primeramente  sobre  xmK  sinusoide  {niim. 
451,  nota)  que  es  una  curba  plana  cuya  evoluta  situada  en  su  plano,  pre- 
senta también  ramas  infinitas  que  de  dos  en  dos  tienen  una  asíntota  común . 


>l^^^%Í^KN^I^Í" 


CAPITULO  II 


De  la  curhátnra  de  la^  superfi^cies. 


6d4.  Decimos  que  dos  superficies.' son  osculadoras  um  de  otra,  cuan^ 
¿6  cualquier  plano  tirado  por  la  nonnal  común,  las  corta  según  áosr  ew- 
bas  que  son  osculadoras  entre  sí  fniim.  650),  o  que  tienen  el  mismo  ra^ 
dio  de  curbatura.  Pero  debemos  conocer  que  entre  todas  las  esferas  que 
pueden  tocar  a  una  superficie  S  ea  ub  ponto  dado,  ninguna  podrá  serle 
osculadora;  supuesto  que  la  curbatura  de  una  esfera  es  uniforme  en  todo 
el  cootorno  de  su  normal,  en  tanto  que  no  sucede  asi  con  una  snperficie 
cualquiera.  Para  apreciar  en  este  caso  la  curbatura  de  esta  últísM  en 
un  punto  cualquiera  dado,  indagaremos  los  radios  de  curbatura  de  las 
diversas  secciones  normales^  y  por  medio  de  su  con^aracion,  adquirire- 
mos nociones  exactas  sobre  la  forma  mas  o  menos  aplanada  de  la  su- 
perficie al  rededor  del  punto  qM  oomideramos^  así  como  tambÍMt  su  po^ 
sscion  respecto  a  BU  piano  taajentsi  Fero  entra  los  radios  dé  curbatura 
de  estassecdcoies  aoraiales^  existe  wam  lei  aiul  notable  que  véanos  desde 
luego  a  estadiw  en  Um  superficies  é^  segWKle  grado. 
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Kic.  131.  685.  En  un  elipsoide  cuyos  tres  semi-ejes  son  OA=£i,  OB=6y 
()C==r,  consideremos  especialmente  una  cúspide  G,  en  que  la  tioñnal 
es  el  cjo  COZ  perpendicular  a  las  tanjentes  GX  y  GY  de  las  dos  elip- 
ses principales  CA  y  CB.  Si  por  este  punto  tiramos  otro  tercer  plano 
normal  VCZ,  cuya  traza  sobre  el  plano  tanjente  XCY  es  CV,  este 
cortará  a  la  superficie  según  una  elipse  CD  que  tendrá  evidentemente 
por  semi-ejes  a  OC=c  y  a  OD=¿2.  Pero  sabemos  (nüm.  200)  que  loa 
radios  de  curbatura  en  el  vértice  C  de  las  tres  elipses  CA,  CB  y  GD, 
tienen  por  magnitudes  respectivas  a 

tf*  1/  íP 

CG  =  ~^R,  CH=-  =  R',  y  GI  =  -=p; 

c  c  c        ^ 

y  como  el  semi-diámetro  d  de  la  elipse  ADB,  tendrá  siempre  una  lonji- 
tud  compreliendída  entre  ay  hy  vemos  que  suponiendo  qqe  a  <  ¿,  halla- 
remos que  el  radio  p  es  siempre  mayor  que  R  y  menor  que  R';  es  decir, 
que  de  todas  las  secciones  normales  dadas  por  la  cúspide  C,  la  curba  GA 
es  la  sección  de  curbatura  mámtnaj  supuesto  que  su  radio  R  es  el  menor 
(núm.  653)y  y  la  curba  CB  es  la  sección  de  curbatura  mínimaf  porque 
su  radio  R'  es  mayor  que  todos  los  demás. 

Si  ademas  de  esto,  representanios  por  (p  el  ángulo  que  forma  el  plano 
normal  VCZ  con  el  plano  principal  XGZ,  f  será  también  el  ángulo 
comprehendido  entre  el  eje  OA  y  el  diámetro  OD  de  la  elipse  ADB;  y 
sabemos  qne  la  lonlitudde  este  diámetro,  la  conoceremos  por  medio  de 
la  cquaciou 

1  1  2  1  2 

5i  =  -2Cos«T  +  ¿2sen»cF. 

multiplicando  todos  los  términos  por  c,  y  prestando  atención  a  los  valorea 
precedentes  de  los  radios  p»  R  y  R'^  nos  resultará 

11  1 

-  =  ^.cos^cp+  —  senY  .-•..-  (1) 

cuya  relación  nos  permite  calcular  inmediatamente  el  radio  de  curbatu- 
ra p  de  cualquier  sección  normal  que  pase  por  la  cúspide  C,  cuando 
se  conozca  el  ángulo  ^  de  esta  sección  con  una  de  las  dos  secciones 
jrrincipales,  y  los  radios  de  curbatura  R  y  R'  de  estas  últimas  corbas. 


CAPITULO  II.   DE  LA  CURBATURA  DE  LAS  SUfERFICIES.  387 

686.     Consideremos  ahora  a  un  hiperboloide  de  nna  napa,  en  el  que.FiG.  132. 
CAFE  sea  la  elipse  de  la  garganta  que  tiene  por  ejes  a  los  dos  ejes  rea*- 
les  de  la  superfície,  a  saber:  OA=ay  y  Oc=c;  en  tanto  que  el  eje  imaji- 
nario  es  una  horizontal  Ob=b  perpendicular  al  plano  de  la  elipse  que 
miraremos  como  el  plano  Vertical  de  la  figura.  El  radio  de  curbatura  de 


a' 


esta  elipse,  respecto  al  vértice  C,  será  una  línea  CG= —  =R;  y  el  de 

la  hipérbola  BCL  contenida  en  el  plano  de  los  dos  ejes  OC  y.  OJ,  será 

b^ 
CH  =  — =  R',  pero  estará  colocado  encima  del  plano  tanjente  XCY, 

en  lugar  de  estar  debajo  como  CG.  Tiremos  ahora  por  el  punto  C  un 
plano  normal  cualquiera  VCZ  que  forme  con  el  plano  principal  XCZ  un 
ángulo  designado  por  '^;  si  este  ángulo  es  bastante  pequeño,  la  sección 
será  una  elipse  CDF  que  tendrá  por  ejes  a  OC=c  y  aOD:=d,  y  este 
último  será  evidentemente  un  diámetro  de  la  hipérbola  ADK  contenido 
en  el  plano  de  los  dos  ejes  horizontales  OA  y  Ob.  Y  como  sabemos  que 
este  diámetro  está  ligado  con  los  ejes  de  la  hipérbola,  por  medio  de  la 
relación 

:w  =  "i  eos*?—  ^  sen'?. 

Si  ahora  multiplicamos  todos  los  términos  por  c,  y  observamos  que  el 

radio  de  curbatura  en  el  vértice  C  de  la  elipse  CDF  es  p  =  ~,  conclui- 

*  c 

remos  de  aquí  que 

-  =  j^  cos^cp— ^,  sen*cp, (2) 

cuya  relación  está  precisamente  comprehendida  en  la  fórmula  (1)  con 
tal  que  en  ella  se  mire  como  negatívo,  aquel  de  los  dos  radios  principa- 
les R  oR*,  que  esté  colocado  encima  del  plano  tanjente  (*). 


(*)  Jeneralmente,  se  adapta  la  hipótesis  cantrariaj  parque  el  análi- 
sis ñas  da  un  valar  pasitiva  para  el  radia  de  curbatura  de  una  curba 
situada  encima  de  su  tanjente,  a  lo  menas  cuando  se  cuentan  las  arde- 
nadas  positivas  de  abajo  a  arriba.  Pera  cama  en  el  casa  actual  hemos  di^ 
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687.  Sentado  esto,  tendrémotí  que  miéatras  el  ángulo  7  le  diferencie 
jpooo  de  cero,  es  claro  que  el  príftier  término  del  segando  miembro  de  b 
iormula(2)9  prevalecerá  sobre  el  térmÍBo  negativo,  y  así  eindio  decMfaa- 
^nra  p  de  la  seccioii  normal  CDF  será  positivo,  esto  nos  atwneiaqae  este 
cürba  es  conwza^  es  decir,  situada  debajo  del  plano  tanjettte  XCY« 


Ademas,  como  —  es  etridenf emente  mónor  que    w-^ ,  y  con  mayor  ta-' 

zon  aan  meiiór  qne  ^,  resttha  de  aquí  qne  d  radio  variable  p  será  ma- 

yor  que  R,  y  qtíé  aumentará  eontínuaúiente  con  9,  hasta  qne  este  án- 
galo  haya  adquirido  el  valor  ^  deterimaado  por  la  eqóacion 

cos*(tí      sen^   ^  ,  ^  *  ^-         ^  t/R*^ 

-y-ajb  -^Vj/y   f  dC  «{111    taUJ  tt)  »=  ±1   ^  Zl  . 

Lnego,  si  se  trazan  sobre  el  plano  XCY,  o  sobre  el  plano  hornEimtal  (*) 
paralelo  a  este»  dos  rectas  O'P  y  O'Q,  qne  formen  con  0*X'  ángoloa 
igualeá  a  ta\  en  este  caso,  eoando  el  plano  secante  normal  llegoe  %  hi  pota- 
ción O'P,  cortará  al  hiperboloide  según  una  línea  cuya  cnrbatnm  sei6 
nula,  porque  p  será  infinito;  y  (ton  efecto,  debemos  ver  que  esta  sección 
será  una  de  las  dos  jeneratrices  rectilíneas  que  pasan  por  la  cúspide  C,  en 
virtud  de  que  según  los  valores  de  R  y  R',  la  espresion  de  «o  se  convier- 

h 
te  en  tanj  10  =— • 

wi;  1S2.  688.  Cuando  el  ángulo  9  haya  llegado  a  ser  mayor  que  w,  y  el  pla- 
no normal  haya  tomado  la  posición  O' W,  en  este  caso  la  formula  (2)  nos 
dice  que  el  radio  p  tendrá  un  valor  negativo;  de  modo  que  la  sección  co- 


rijido  el  eje  de  loe  z  positivas  de  arriba  a  bajo,  el  convenio  hedió  en  el 
testo  está  en  consonancia  con  d  análisisi  hemos  preferido  esta  disposición^ 
porque  es  mas  cómodo  figurar  las  secciones  normales,  cuando  se  colocan 
debajo  del  plano  tanjente. 

(*)  Empleamos  afui^  ademasdt  la  figura  en  perspectiva  sobre  el  cua- 
dro vertical  XCZ,  una  proyección  horis^ntal  ejecutada  sobre  un  plana 
perpendicular  a  la  normal  OZ»  con  si  objeto  deheu^er  apreciar  mqorlos 
l^fnites  que  sqsaran  las  secwnus  connxas  de  las  cincavus^ 
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1-rcapondientc  será  cóncava^  es  ilecir,  situada  encima  del  plano  tanjente, 
y  sera  una  hipérbola  cuyo  radio  de  curbaturap  irá  disminuyendo  numé- 
ticamcnte)  hasta  que  tengamos 

-=90^  ydeaquí  p  =  — R'  =  CH; 

c^to  último  resultado  se  refiere  al  plano  normal  0'Y\  que  corta  a  la  su- 
perficie según  la  hipérbola  principal  BCL. 

689.  Si  continuamos  esta  discusión  desde  cp=90*',  hasta  cp:=360®, 
«liailarémos  resultados  subcesivamente  análogos,  porque  la  fórmula  (2) 
:no  contiene  sino  los  cuadrados  de  sen  cp  y  eos  <p.  De  donde  debe- 
mos concluir,  1.^  que  los  dos  planos  normales  VO*p  y  QO'^,  dividen  a 
la  superficie  en  cuatro  rejioncs  distintas  al  rededor  del  punto  (0%  C);  en 
los  dos  ángulos  PO'Q  y  pO'q  opuestos  al  vértice,  todas  las  secciones 
normales  son  convexas^  o  situadas  debajo  del  plano  tanjente  XCY;  y  en 
ios  otros  dos  ángulos  PO'^  y  qO'p  todas  las  secciones  normales  son  c6n^  - 
cava^,  o  situadas  encima  de  este  plano  tanjente;  ademas,  el  paso  de  las 
unas  a  las  otras,  se  efectúa  por  dos  secciones  rectilíneas  PO'^  y  QO'^, 
que  fion  las  jeneratricesdel  hiperboloide  situadas  en  el  plano  tanjente 
XCY.  2.^  El  radio  de  curbatura  R  de  la  otra  sección  principal  CAF  es 
el  mínimo  de  todos  los  radios  positivos,  que  varian  desde  p=R  hasta 
p=  co  :  en  tanto  que  el  radio  de  curbatura  R'  de  la  otra  sección  princi- 
pal BCL,  es  el  mínimo  de  los  radios  negativos;  o  teniendo  en  eonsidera- 
cion  el  signo  de  estos  últimos,  podremos  decir  que — R'  es  un  máximo^ 
pero  solo  con  respecto  a  los  radios  negativos  que  varian  desde  p:= — R' 
hasta  p= —  00  • 

690.  Las  proposiciones  que  acabamos  de  demostrar  respecto  a  la  fig.  133 
cúspide  real  de  un  elipsoide  o  de  un  hiperboloide  de  una  napa,  son  así  ^  ^^^' 
mismo  ciertas  para  cualquiera  superficie  S,  y  para  un  punto  cualquiera 

M  de  esta  superficie  cuya  normal  es  MZ.  Es  decir,  que  entre  todas  las 
secciones  normales  que  pasan  por  este  punto,  hai  siempre  dos  M A  y  MB, 
que  se  llaman  secciones  principales,  de  las  cuales  la  primera  tiene  un 
radio  de  curbatura  MG=R  que  es  mínimo,  y  la  segunda  un  radio  de 
curhatnra  MH:=R'  que  es  maxibio  :  estas  dos  seccionas  principales  están 
situadas  en  los  planos  XMZ  e  YMZ,  perpendiculares  entre  sí;  y  una 
ccz  conocida  la  posición  de  estos  planos  y  los  uadios  principales  R  y 
R',  conoceremos  también  el  radio  de  curbatura  p  de  cualquiera  otra 
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sección  normal  MD  que  pa$e  por  el  mismo  punto,  por  medio  de  la 

fórmula 

-  =  g  co8»cp+  g^  sen'cp, (3) 

en  la  cual  cp  espresa  el  áogulo  del  piano  de  MD  con  el  plano  MA,  y  ea 
preciso  mirar  en  ella  como  negativo  aquel  de  los  dos  radios  principa- 
les  R  o  R\  que  esté  dirijido  por  encima  del  plano  tanjente  XMY,  si  la 
superficie  fuese  no  convexayes  decir,  atravesada  por  su  plano  tanjen- 
te en  M . 

Este  importante  teorema,  debido  a  Eulero,  no  es  posible  demostrarla 
de  un  modo  completo  y  riguroso,  por  medio  de  consideraciones  pura- 
mente sintéticas;  y  por  esta  razón  hemos  preferido  admitirle  como 
un  resaltado  del  cálculo  diferencial  (*);  pero  también  es  lo  único  que  to- 
.  márémos  del  análisis,  y  ahora  vamos  a  desarrollar,  por  el  solo  medio 
de  la  Jeometría,  las  interesantes  consecuencias  de  que  es  susceptible 
este  teorema. 
FiG.  133.  691.  Cuando  los  dos  radios  principales  M6=R  y  MHrsR',  son  po- 
sitivos, como  en  la^.  133,  la  fórmula  (3)  nos  dice  que  p  es  constante- 
mente positivo,  sea  cual  fuere  el  ángulo  c^;  luego  entonces  todas  las 
secciones  normales  se  hallan  debajo  del  plano  tanjente  XMY,  a  lo  me- 
nos en  los  alrrededores  del  punto  M,  y  la  superficie  es  convexa  en  este 
punto.  Ademas,  suponiendo  a  R  <R,  nos  es  fácil  ver  que  R  es  entonces 
el  mínimo  absoluto  de  todos  los  radíos  de  curbatura  de  las  secciones 
normales  que  pasan  por  M,  y  R'  el  máximo  absoluto  de  todos  estos 
mismos  radios;  con  efecto,  la  fórmula  (3)  escrita  alternativamente  bajo 
una  u  otra  de  los  formas  siguientes: 

1        1  .   /I  1  \     1         1  ,   /I    .      1  \ 

___3en-.f(^____|  .^_  +  eos-^,^3^-.^j^ 

nos  dice,  que  sea  cual  fuese  el  ángulo  cp,  tendremos  siempre 

11  11 

~  <:^    y    ->or''y^^  ^q^^  sacaremos  que  p  >  R  y  p  <  R\ 

p      U  p       K 


(^)     Véase  el  Análisis  aplicado  a  la  Jeometría  de  las  tres  dimensionesj 
cap.  XVL 
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Igaalcs  consecuencias  resultarían,  si  los  dos  radios  principales  fuesen  a 
un  mismo  tiempo  negativos;  solo  que  entonces  estaría  colocada  la  su-  • 
perfícic  encima  del  plano  tanjente,  en  todo  el  alrededor  del  punto  M. 

692.  Cuando  respecto  a  un  punto  particular  M  de  una  superficie 
cualquiera,  sucede  que  los  dos  radios  principales  R  y  R'  son  iguales  y 
del  mismo  signo,  la  fórmula  (S)  evidentemente  se  simplifica,  y  el  ángulo 
cp  desaparece;  do  suerte  que  hallaremos  p=R  para  cualquiera  sección 
normal  que  pase  por  este  punto,  al  rededor  del  cual  presenta  la  superfi- 
cie una  curbatura  uniforme  en  todos  sentidos,  como  la  de  una  esfera. 
Estos  puntos  particulares  se  llaman  ombligos^  y  haremos  observar  mu- 
chos de  e'ste  jénero  en  el  helipsoide  (^núm.  739J;  pero  es  ya  evidente 
que  cuando  la  meridiana  de  una  superficie  de  revolución  corta  al  eje 
formando  ángulo  recto,  este  punto  es  siempre  un  ombligo. 

693.  Cuando  los  dos  radios  principales  son  de  signos  contrarios,  co-fig.  134. 
mo  sucede  en  la^^.  134,  en  la  que  MG=R  que  se  refiere  a  la  sección 

f MA,  M'A'J  es  posivo,  y  MH=R'  relativo  a  la*  sección  (^MB,  WW)  es 
negativo;  en  este  caso,  la  fórmula  (3)  escrita  con  el  signo  evidente  de 
R',  se  convierte  en 

=  _.  cos^cp— _  sen^qí (4) 

Que  desde  luego  nos  dice  que  p  será  positivo  o  negativo,  según  sea  el  va- 
lor del  ángulo  cp;  es  decir,  que  habrá  secciones  normales  situadas  unas 
debajo  y  otras  encima  del  plano  tanjente  XMY;  y  así  la  sección  será  no 
convexa  o  de  curbas  opuestas.  Para  determinar  los  límites  de  estas  di-* 
versas  secciones,  indaguemos  el  valor  particular  eo  del  ángulo  (^  que  cum- 
pla con  la  equacion 

=■  cos'cü —  ^  8en^üi)=0,  de  la  cual  sacaremos  que  tanj  <ü=  ±:  V  -- ; 

en  seguida  tracemos  sobre  el  plano  tanjente  XMY,  o  sobre  el  plano  ho- 
rizontal (*)  que  le  es  paralelo,  dos  rectas  M'P  y  M'Q,  que  cada  una  for- 


(*)  Para  mayor  claridad,  empleamos  también  aqui  una  perspectiva 
sobre  un  plano  vertical j  y  una  proyección  sobre  otro  plano  horizontal;  si 


.V)2  T  inno  vni.  crnr.ATrRA  df.  i.a55  lineas  y  de  las  siterficies. 

ino  ron  M'X'  nn  ángulo  ignal  cü.  Kn  cuyo  caso  hallaremos  para  todos  los 
valores  comprohoncüdos  entre  tf= — cd  y  (¡>=+ctí,  y  también  para  todos 
los  que  so  hallen  entre  9=180" — cay  cp=  180°+ctí  que  la  fórmula  (4)  nos 
dará  manifiestamente  valores  de  p  que  serán  positivos;  esdccir,  que  to- 
das las  secciones  normales  comprehendidas  en  los  ángulos  diedro» 
PM'Q  y  jyM'Qj  estarán  situadas  debajo  del  plano  tanjentc  horizontal 
XMY.  Por  el  contrario,  cuando  el  valor  de  v  caiga  entre  w  y  180° — eo, 
o  bioii  entre  180°+ctíy  360° — qú,  la  fórmula  (4)  nos  dará  para  p  un  valor 
negativo:  lo  cual  prueba  que  todas  las  secciones  normales  comprehendi- 
das (íu  los  dos  ángulos  diedros  PM'g^  y  QM'/?,  estarán  situadas  en- 
cima del  plano  tanjentc  XMY,  por  lo  menos  en  los  alrededores  del 
punto  M, 

094.  Finalmente,  cuando  a  cp  se  le  dé  uno  de  los  valores  (p=±:w,  o 
Y==  180°  ±1.(1),  como  según  la  fórmula  (4)  p  es  infinito^  sigúese  de  aquí 
que  lüs  dos  planos  normales  límites  PM'/?,  y  QM'j,  cortaran  a  la  super- 
ficie según  curbas  que  sin  ser  rectilíneas,  como  sucedia  en  el  hiperboloide 
(núm.  f387)  serán  a  lo  menos  mui  aplanadas  en  las  cercanías  del  punto 
M,  y  presentarán  en  él  una  curhatura  nula;  es  decir,  que  cada  una  ten- 
drá en  este  sitio  dos  elementos  comunes  con  su  tanjente  que  será  preci- 
samente la  traza  MT  o  M'Q  del  plano  normal  límite  sobre  el  plano 
tanjente  XMY.  Y  así  podemos  decir  que  los  dos  planos  normales  Pií/Vp 
y  QM'/jr  dividen  a  la  superfícia  en  cuatro  rejiones  distintas  qne  alternati- 
vamente son  convexas  y  cóncavas. 

095.  Supuesto  que  en  las  superficies  no  convexas,  los  radios  de  curba- 
turapositivos  varían,  según  la  formula(4,)  desde  p=  -|-  K  hasta  =p  -|- 
co  ,  y  los  radios  negativos  desde  p= — R'  hasta  p= — zo  ,  sigúese  de  aquí 
que  R  seríi  en  este  caso  un  vimimo  con  relación  a  los  radios  de  primera 
clase,   y  —  R'    un  máximo  analítico   para  los  de   segunda,   teniendo 


ademas^  queremos  fijar  nuestras  ideas  j)or  medio  de  un  ejemplo  j  podremos 
mirar  a  la  superficie  (pie  nos  ocupa  como  que  es  la  garganta  de  una  polea j 
cuyo  eje  es  horizontal  y  está  proyectado  según  (B'L',  G).  El  punto  que 
consideramos  (M,  M')  se  halla  entonces  sobre  el  círculo  de  la  garganta 
(EMA,  E'M'A')  y  la  sección  (BML,  B'M'L')  es  un  semi-círculo  que 
sirve  de  meridiano  al  toro  de  esta  polea. 
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signos;  pero  si  solo  quisiéramos  hablar  de  sos  magnitudes  absolutas,  R' 
sería  también  un  mínimo. 

En  cuanto  a  la  construcción  gráfica  de  las  secciones  principales  y  de 
sus  radios  de  curbatura,  esperamos  para  citar  ejemplos  sobre  este  asunto, 
a  que  hayamos  hablado  de  las  líneas  de  curbatura;  porque  estas  darán 
a  la  Jeometría  resultados  mui  útiles  (*). 

696.  En  cada  punto  M  de  una  superficie  cualquiera  Sy  puede  com^riQ.  135. 
truirse  una  superficie  de  segundo  grado  S  que  sea  osculadora  de  S 
(num.  684)  al  rededor  de  dicho  punto.  Supongamos  en  primer  lugar  que 
la  superficie  dada  S  sea  convexa  en  M ,  y  que  MA  y  MB  representen 
sus  dos  secciones  principales,  o  las  secciones  normales  de  curhutura 
máxima  o  mínima^  que  tengan  por  radios  a  M Gr=R  y  MH=R'.  Tome- 
mos sobre  la  normal  MZ  una  distancia  arbitraria  MO=¿r,  que  adopta- 
remos por  uno  de  los  ejes  de  una  elipse  M A'  que,  trazada  en  él  plano  de 
la  sección  MA,  deberá  serle  osculadora;  para  cumplir  con  esta  condición, 
basta  elejir  el  segundo  eje  OA'=a,  de  modo  que  el  radio  de  curbatura 
de  la  elipse  en  el  vértice  M,  sea  igual  a  R,  lo  cual  nos  da  la  relación 


(*)  Para  completar  las  nociones  precedentes^  añadiremos  que  si  por 
la  tanjente  MV  (fig.  133)  damos  una  sección  oblicua  cuyo  plano  forme 
un  ángulo  Q  con  la  sección  normal  MD  que  pasa  por  la  misma  tanjente 
M  V,  el  radio  de  curbatura  p  ^  déla  sección  oblicua  tendrá  con  el  radio  p 
de  M D  la  relación  siguiente: 

Pi  =  p  eos  9, 

que  espresa  que  pi  es  la  proyección  de  p  sobre  el  plano  de  la  secdon  obli- 
cua; o  bien  que  la  esfera  descrita  con  el  radio  p  quedará  cortada^  por  el 
plano  de  la  sección  oblicua,  según  un  cicvZo  menor  qu^  precisamente  se^ 
rá  el  círculo  osculador  de  esta  sección.  Este  teorema  es  debido  a  Meunier, 
y  para  su  demostración  puede  verse  nuestra  Análisis  aplicada,  cap.  XVII; 
solo  haremos  observar  aquí,  que  según  la  Jórmula  precedente,  las  seccio- 
nes oblicuas  ejecutadas  en  una  superficie  cualquiera,  serán  siempre 
convexas  o  cóncavas  auna  con  la  sección  normal  que  pase  por  la  misma 
tanjente. 
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a^  

—  =R,    y  de  aquí  a  =  I^Rc; 
c 

y  así  el  seini-ejeOA'=a  se  determinará  hallando  una  media  proporcio- 
nal a  R  y  r.  Así  mismo^  construyamos  en  el  plano  de  la  sección  MB  una 
elipse  MB'  que  le  sea  osculadora,  y  que  tenga  por  semi-ejes  a  OM=c 
y  OB'=i;  este  último  se  determinará  también  por  medio  de  la  re- 
lación 

-=R'  y  de  aquí  b=yW7. 

Sentado  csto^  las  dos  elipses  MA'  y  MB'  determinarán  completamente 
a  un  elipsoide  S  que  tendrá  por  semi-ejes  a  OM,  OA'  y  OB',  en 
atención  a  que  el  plano  de  la  curba  MB  es  perpendicular  sobre  el  de 
MA;  decimos  que  este  elipsoide  seréi  osculadar  de  la  superficie  S,  lo  que 
se  reduce  a  probar  (núm.  684)  que  todo  plano  normal  MOD  corta  a  S 
y  S  según  dos  curbas  MD  y  MD'  que  tienen  el  mismo  radio  de  curbatu- 
ra.  Pero  llamando  p  y  p'  a  los  radios  de  estas  dos  secciones,  hallaremos 
sus  valores  (números  690  y  685)  por  medio  de  las  fórmulas 

p  =  j^cos^cp+gT-sen^?,  y        =  ^cos^?+ |-,sen*íp, 

las  cuales  nos  prueban  que  p=p',  en  virtud  de  los  valores  precedentes 
de  a  y  de  h. 

G97.  Dcbemes  observar  que  no  es  uno  solo  el  elipsoide  2  osculador 
de  S  respecto  al  punto  M,  porque  hemos  tomado  arbitrariamente  la  lon- 
jitud  del  eje  c;  y  así  haciendo  a  c=a=K  o  a  c=b=K\  haríamos  que 
tnese  de  revolución,  pero  no  al  rededor  de  la  normal  MZ.  Ademas,  hu- 
biéramos podido  emplear  por  curbas  osculadoras  de  las  secciones  prin- 
cipales MA  y  MB  a  dos  hipérbolas  o  dos  parábolas,  y  la  superficie  oscu- 
ladora  de  S  se  habria  convertido  en  un  hiperboloide  de  dos  napas,  o  en 
un  paraboloide  elíptico,  que  ambas  son  superficies  convexas. 
nc.  136  69C.  Sea  ahora  una  superficie  S  no  convexa,  cuyas  secciones  prin- 
cipales MA  y  MB  tengan  radios  de  curbatura  en  sentido  opuesto, 
MG=R,  MII=R'.  Construyamos,  como  arriba,  una  elipse  MA',  que  sea 
osculadora  de  MA  en  el  punto  M,  y  cuyos  semi-ejes  sean  MO=£:,  lonji- 
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tuíl  arbitraria  tomada  sobre  la  normal,  y  OA'=a  línea  determinada  por 

la  relación  a=  FRc;  pero  para  curba  osculadora  de  la  sección  MB,  no 
podemos  ya  adoptar  a  una  elipse,  porque  no  existe  superficie  de  segundo 
grado  que  admita  dos  secciones  de  este  jénero,  situadas  una  encima  y 
la  otra  debajo  del  plano  tanjente.  Por  consiguiente,  construiremos  una 
hipérbola  B'ML',  que  tenga  por  semi-eje  real  a  la  línea  MO=c,  y  por 
semi-eje  imajinarío  a  una  recta  OB"=¿  perpendicular  al  plano  de  la  elip- 
se, y  de  tal  naturaleza  que  el  radio  de  curbatura  de  esta  hipérbola  (num. 
200)  verifique  la  relación. 

— =R',  y  de  aquí  h  =f^R'c  ', 

En  este  caso,  la  elipse  MA'  y  la  hipérbola  MB'  determinarán  comple- 
tamente un  hiperboloide  de  una  napa  S,  que  será  osculador  de  S  en  el 
punto  M  (núm.  684);  porque  todo  plano  normal  que  forme  un  ángulo  9 
con  MA,  cortará  a  S  y  S  según  dos  curbas,  cuyos  radios  de  curbatura 
p  y  p'  los  conoceremos  (números  693  y  686)  por  medio  de  las  fórmulas 

11  1  le  c 

-=  ^  cos^'t—  g^  sen^cp,    y  -  =  ~  cos^?— ^  sen"? , 

que  prueban  que  p=p',  en  virtud  de  los  valores  precedentes  de  ay  b. 
Hubiéramos  tenido  también  un  hiperboloide  osculador  de  S,  pero  vuelto 
en  sentido  contrario,  si  hubiésemos  colocado  la  elipse  en  el  lugar  de  la 
hipérdola,  y  recíprocamente;  no  debemos  tampoco  olvidarnos  de  que  el 
eje  c  que  está  dirijido  según  la  normal  MG  o  MH,  puede  recibir  una 
lonjitud  arbitraria.  Por  último,  si  hubiésemos  adoptado  por  curbas  oscu- 
ladoras  de  las  secciones  MA  y  MB  a  dos  parábolas,  hubiéramos  obteni- 
do por  superficie  osculadora  de  S,  a  un  paraboloide  hiperbólico. 

699.  Lineas  de  curbatura  de  una  superficie  cualquiera.  Monge  ha^,^  135 
llamado  así  a  la  serie  de  puntos  en  que  las  normales  de  la  super- 
ficie S  van  a  encontrarse  consecutivamente,  y  vamos  a  demostrar 
que  partiendo  de  cada  punto  M  dado  sobre  S,  no  existen  en  jeneral  sino 
dos  líneas  de  curbatura  MaU  y  Mg  V,  las  cuales  se  cortan  formando  án- 
gulo recto,  y  son  tanjentes  a  las  secciones  principales  MA  y  MB  (núm. 
690)  de  las  que  sin  embargóse  diferencian,  porque  comunmente  no  son 
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planas  como  estas  ultimas.  Principiemos  por  estudiar  estas  líneas  de 
curbatura  en  la  cúspide  de  nna  superficie  de  segundo  grado. 

riG  131.  700.  Sean  CA  y  CB  las  dos  secciones  principales  que  se  cortan  en 
la  cúspide  C  de  un  elipsoide,  en  cuya  cúspide  es  CO  la  normal  de  la  so* 
porfíele;  tirando  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente  XCY,  a  nna  distan* 
cía  infínitamente  pequeña,  nos  dará  una  sección  elíptica  a§£  cuyos  rér- 
tices  ot  y  g  están  colocados  sobre  CA  y  CB;  y  si  tomamos  sobre  esta 
curba  un  punto  cualquiera  N  diferente  de  a  y  g,  decimos  que  la  normal 
NK  del  elipsoide  no  encontrará  a  la  normal  CO  relativa  a  la  cúspide. 
Con  efecto>  esta  última  está  proyectada  eñ  el  centro  ta  de  la  elipse  me- 
ñor,  mientras  que  NK,  que  debe  ser  perpendicular  ala  tanjente  NT,  se 
proyectará  sobre  el  plano  de  esta  misma  elipse  según  una  recta  NK' 
perpendicular  también  a  NT:  pero  sabemos  que  una  normal  NK'  de  la 
elipse  ag£  no  va  a  pasar  por  el  C4mtro  (a;  luego  la  normal  NK  de  la  su- 
perficie no  encontrará  nunca  a  Ccü,  por  mas  próximo  a  C,  que  se  tome  el 
punto  N;  a  no  ser  que  se  elija  en  a  o  g,  sobre  una  de  las  dos  secciones 
principales  CA  o  CB,  porque  entonces  la  normal  del  helizoide  estará 
pioyectada  según  uno  de  los  ejes  ata  o  gctí,  que  van  a  pasar  por  el 
centro  w. 

De  aquí  resulta  que  para  la  cúspide  de  un  elipsoide  G,  no  haí  sino 
dos  líneas  de  curbatura  que  estén  dirijidas  según  los  elementos  Ca  y 
Cg  do  las  dos  secciones  principales.  Ademas,  para  este  punto  particular, 
las  dos  línaas  de  curbatura  coincidirán  totalmente  con  las  secciones  CAF 
y  CliF;  porque  las  normales  del  elipsoide  tiradas  por  todos  los  puntos 
de  la  curba  CA,  estarán  situados  en  el  plano  de  esta  curba,  y  Jas  tan- 
jentcs  de  las  secciones  horizontales  en  los  vértices  a,  A,...  serán  todas 
perpendiculares  al  plano  de  la  elipse  CAF.  Los  mismos  motivos  se  apli- 
can a  la  sección  CBF. 

r;rí.  ir.2.  "01.  En  el  hiperboloide  de  una  napa  de  la  Jig.  132,  veremos  con 
facilidad  que  una  sección  paralela  al  plano  tanjente  XCY,  dada  de- 
bajo de  él  a  una  distancia  infinitamente  pequeña,  nos  dará  una  hi- 
pérbola cuyos  dos  vértices  reales  a  y  e  se  hallarán  sobre  ACE;  en  tanto 
que  si  esta  sección  estuviese  encima  de  XCY,  sería  una  hipérbola  trans- 
tornada cuyos  vértices  reales  g  y  >l  se  hallarian  sobre  BCL.  Y  como  la 
normal  de  la  superficie  se  proyectaria  sobre  la  normal  de  una  u  otra 
de  las  dos  hipérbolas,  y  esta  última  recta  no  va  a  pasar  por  el  centro, 
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sino  cuando  el  punto  de  contacto  coincida  con  una  de  las  cúspides,  con- 
cluiremos de  aquí,  como  lo  hemos  hecho  arriba,  que  la  normal  OCH  del 
hiperboloide  en  C,  no  puede  ser  encontrada  por  una  normal  infinita- 
mente próxima,  sino  cuando  esta  última  parte  de  un  punto  de  la  sección 
principal  CA  o  CB.  Por  consiguiente,  queda  demostrado  que  en  la  cús- 
pide C  del  hiperboloide,  no  hai  tampoco  sino  dos  líneas  de  curbatura, 
que  coincidan  enteramente  con  ACE  y  BCL,  por  las  mismas  razones 
que  en  el  elipsoide. 

702.  Volvamos  ahora  a  examinar  una  superficie  jenernl  S  quOpio.  135^ 
desde  luego  supondremos  ser  convexa,  al  rededor  del  punto  arbitrario 
M  que  es  el  que  se  considera.  Hai  siempre  (núm.  696)  un  elipsoide  S 
que  es  osculador  de  S  en  M;  y  si  cortamos  a  estas  dos  superficies  con 
un  plano  paralelo  al  plano  tanjente,  e  infinitamente  próximo  a  él,  no  so- 
lo todos  los  puntos  de  le  sección  aNg  obtenida  de  este  modo,  serán  co- 
munes a  S  y  S9  sino  que  también  las  normales  de  estas  dos  superficies, 
respecto  a  cada  uno  de  los  puntos  a,  N,  g,..,.  serán  las  mismas.  Con 
efecto,  hemos  visto  que  dos  secciones  MD  y  M D',  contenidas  en  un  mis- 
mo plano  normal  cualquiera,  eran  osculadoras;  es  decir,  que  tenian  dos 
tanjentes  consecutivas  comunes,  una  en  M  y  la  otra  en  N;  y  como  esta 
última  tanjente  unida  con  la  tanjente  NT  deja  curba  aNg  determina 
un  plano  que  tocará  al  mismo  tiempo  a  S  y  S  en  el  punto  N,  sígne- 
se que,  la  perpendicular  a  este  plano  será  una  normal  común  a 
las  superficies  S  y  S«  Sentado  esto,  hemos  probado  (núm.  700)  que  so- 
bre el  elipsoide  S,  ninguna  normal,  por  mas  próxima  que  esté,  puede  en- 
contrar a  la  normal  M O  de  la  cúspide,  sino  cuando  la  primera  salga  del 
punto  a  situado  sobre  M A',  o  de  un  punto  g  situado  sobre  M B';  luego 
tampoco,  sobre  la  superficie  S,  hai  sino  las  dos  normales  aG  y  gH 
que  vayan  a  cortar  a  la  normal  MO;  y  por  consiguiente  no  hai,  partien- 
do desde  el  punto  M,  sino  dos  líneas  de  curbatura  cuyos  primeros  ele- 
mentos Ma  y  Mg  sean  comunes  a  las  secciones  principales  MA  y  MB. 
Si  ahora,  partiendo  de  a,  quisiéramos  hallar  un  punto  infinitamente 
próximo  a'  cuya  normal  fuese  a  cortar  a  la  precedente  aG,  sería  preci- 
so elejir  este  nuevo  punto  sobre  una  de  las  dos  secciones  principales  re- 
lativas a  a;  pero,  en  jeneral,  ninguna  de  estas  dos  últimas  estará  en  el  pla- 
no MA;  por  consiguiente,  la  primera  línea  de  curbatura  Mcea'Userá  co- 
munmente gau^a,  y  solo  será  tanjente  a  la  secdon  principal  MaA.  Una 
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consecuencia  análoga  tiene  Ingar  respecto  a  la  línea  de  curbatoraMgV 
que  tocará  a  la  sección  principal  MgB,  pero  jeneralmente  se  diferencia- 
rá de  esta  en  el  resto  de  su  curso;  y  adornas,  estas  dos  líneas  de  curbatu- 
ra  MU  y  MV  se  cortarán  fonnando  ángulo  recto  en  M,  como  sucede  a 
las  dos  secciones  principales  a  quien  son  tanjentes. 
FIO.  135.  703,  Ademas,  las  porciones  MG  y  MH  de  la  normal  primitiva  MO, 
determinadas  por  su  encuentro  con  las  dos  normales  vecinas»  y  que 
MoNGK  ha  llamado  radios  de  curhatura  de  la  superficie  en  el  punto  M» 
no  son  otra  cosa  que  los  dos  radios  principales  definidos  en  el  nám. 
490.  Con  efecto,  siendo  las  rectas  MG  y  aG  normales  a  la  superficie  B» 
precisamente  lo  son  a  la  curba  MA;  y  como  ademas  se  hallan  en  su  pla- 
no, su  encuentro  G  es  ciertamente  el  centro  del  círculo  osculador  (núni. 
650)  de  la  sección  MA  :  así  mismo,  II  es  el  centro  de  curbatura  de  la 
sección  MB;  pero  la  denominación  adoptada  por  Monge  se  funda  en 
una  propiedad  que  importa  hagamos  conocer. 

Si  desde  un  punto  G  como  centro,  y  con  una  de  las  normales  GM  o 
Ga,  que  son  iguales  (núm.  650),  describimos  una  esfera,  esta  tocará  a 
la  superficie  S  en  dos  puntos  consecutivos  M  y  a,  supuesto  que  doi»  de 
BUS  radios  son  normales  a  S;  y  esto  mismo  sucederá  a  la  esfera  descri- 
ta desde  el  punto  H,  con  el  radio  HM=H3.  Mientras  que  si  con  el  radio 
de  curbatura  MI=NI  de  otra  sección  normal  MND,  describimos  una 
esfera,  esta  tocará  solo  a  la  superficie  S  en  M,  y  no  en  N;  porque  el  ra- 
dio NI  no  serla  normal  a  la  superficie  S,  pues  acabamos  de  probar  qne 
la  verdadera  normal  NK  no  puede  ir  a  cortar  a  MO.  Y  así  es  que  las 
porciones  MG  y  MU  de  la  normal  en  M,  son  los  radios  de  dos  esferas 
únicas  que  pueden  tener  dos  planos  tanjentes  consecutivos  comunes  con 
S,  y  cuya  curbatura  espresa  el  máximo  y  el  mínimo  de  curbatura  que  pre- 
sentan las  diversas  secciones  normales  dadas  al  rededor  del  punto  M. 
Sin  embargo,  no  podemos  decir  qne  estas  dos  esferas  son  osculadaras 
de  S;  porque  el  doble  contacto  que  cada  una  de  ellas  tiene  con  esta 
superficie,  no  tiene  lugar  sino  en  una  dirección,  y  no  en  todos  los  alrede- 
dores del  punto  M,  como  lo  requeriría  el  verdadero  carácter  de  la  oscu- 
lación (nLim.684). 

704.  Es  también  preciso  que  nos  guardemos  de  creer  qiie  MG  sea 
el  radio  de  curbatura  de  la  linea  MaU,  es  decir,  el  radio  del  círculo  que 
tenga  con  esta  línea  dos  elementos  comunes.  Con  efecto,  es  muí  cierto 
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qae  siendo  las  dos  rectas  MG  y  aG  normales  a  la  superficie,  lo  son  tam- 
bién respecto  a  la  curba  Malí;  pero  para  que  sn  encuentro  G  dé  el  cen- 
tro de  carbatura  de  MaU,  es  preciso  que  estas  normales  estén  ambas 
situadas  en  el  plano  osculador  de  esta  cnrba  (níim.  650);  lo  que 
no  sucederá  sino  en  el  caso  particular  en  que  MU  coincida  con  MA,  o 
a  lo   menos  cuando  MU  y  MA  tengan  un  contacto  de  segundo  orden. 

705*  Respecto  a  una  superficie  no  convexa,  desmostrarémos  de  un  fio.  136. 
modo  enteramente  semejante  la  existencia  y  propiedades  de  las  dos 
líneas  de  curhatura  relativas  a  un  punto  culaquicra  M,  construyendo 
(núm,  698)  el  hiperboloide  osculador  de  esta  supeficie  en  M,  y  aplican- 
do lo  que  hemos  probado  para  el  encuentro  de  las  normales  en  la 
cúspide  de  un  hiperboloide  (núm.  701).  Solo  que  en  el  caso  presente, 
los  dos  centros  de  curhatura  G  y  H,  estarán  colocados  uno  debajo  y 
otro  encima  del  plano  tanjente;  pero  todas  las  demás  relaciones  prece- 
dentes serkn  así  mismo  ciertas. 

706.  Cuando  el  punto  M  que  consideramos  sobre  una  superficie 
cualquiera,  sea  un  ombligo  (692),  llegará  a  ser  infinito  el  número  de  lí- 
neas de  curhatura,  lo  mismo  que  el  número  de  secciones  principales  a 
quienes  deben  ser  tanjentes;  pero  esta  circunstancia  particular  no  se 
presenta  nunca  en  las  superficies  no  convexas,  porque  aun  cuando  los 
raflios  principales  sean  iguales  en  magnitud  absoluta,  no  serian  idénticos 
en  cuanto  a  su  posición. 

707.  Después  de  haber  demostrado  de  este  modo  jcneral  la  existen- 
cia de  dos  líneas  de  curhatura  para  cada  punto  de  una  superficie  cual- 
quiera, está  bien  citemos  varios  ejemplos  en  que  se  efectúe  inmediata- 
mente la  determinación  de  estas  líneas 

En  una  superficie  de  revolucíion  descrita  per  un  meridiano  cualquiera  p^^  139 
AME,  este  mismo  meridiano  es  la  primera  línea  de  curhatura  para  ca-  y  140. 
da  uno  desús  puntos,  tal  como  el  M;  porque  como  las  normales  M6, 
aG,  a'G*,....  de  la  superficie,  se  hallan  todas  contenidas  en  el  plano  me- 
ridiano (núm.  130),  irán  a  cortarse  consecutivamente  sobre  la  evoluta 
GG'G''.*..  de  la  curba  MA.  Como  la  segunda  línea  de  curhatura  pasa 
por  el  punto  M,  es  evidentemente  el  paralelo  MjV,  supuesto  que  todas 
las  normales  de  la  superficie  que  salen  de  los  puntos  M,  S,  V,....  van  a 
terminar  (núm,  130)  en  el  mismo  punto  H  del  eje.  Agreguemos  que  en 
el  caso  presente  los  dos  radios  de  curhatura  de  la  superficie  son  el  radio 
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de  curbatura  MG  del  meridiano,  y  la  porción  MH  de  la  normal  compre- 
hendida  entre  el  punto  considerado  M  y  el  eje  de  revolución. 

708.  En  cuanto  a  las  dos  secciones  principales  de  la  superficie  (núm. 
G90)  relativas  a  un  punto  cualquiera  M,  la  primera  es  también  el  meri- 
diano MA;  porque  el  plano  de  esta  sección  debe  contener  a  la  nornial 
MG  de  la  superficie,  y  al  elemento  Ma  de  la  línea  de  curbatura  que  le 
es  tanjente  (uúm«  702);  y  esta  coincidencia  completa  entre  la  sección  prin- 
cipal y  la  línea  de  curbatura,  manifiestamente  se  reproducirá  siempre 
que  esta  última  sea  plana,  y  que  su  plano  contenga  a  la  normal  de  la 
superfi-cie.  La  segunda  sección  principal  respecto  al  punto  M,  no  coinci- 
de con  la  otra  línea  de  curbatura  MS  V,  porque  esta,  aunque  es  plana,  no 
contiene  a  la  normal  M H;  pero  esta  segunda  sección  principal  MAB  la 
obtendremos  fácilmente,  tirando  según  MHG  un  plano  secante  per- 
pendicular al  plano  de  la  primera  sección  MA,  y  la  curba  MgB  tendrá 
un  elemento  Mg  común  con  el  paralelo  MgV.  Ademas,  los  dos  radios  de 
curbatura  de  las  seccciones  normales  MA  y  MB«  serán  (núm.  703)  los 
radios  do  curbatura  MG  y  MH  de  la  superficie. 

709.  £n  un  cilindro  cuya  base  sea  cualquiera,  la  jeneratriz  rectilí- 
nea que  pase  por  el  punto  que  se  considera,  será  evidentemente  la  pri- 
mera línea  de  curbatura;  porque  como  el  plano  tanjente  es  común  en  to- 
do el  largo  de  la  jeneratriz,  las  diversas  normales  serán  paralelas  entre 
sí,  y  desde  luego  estarán  contenidas  en  un  mismo  plano,  aunque  en  el 
caso  presente  no  vayan  a  encontrarse  sino  al  infinito.  Esta  jeneratriz 
será  al  mismo  tiempo  la  primera  secciou  principal,  por  la  razón  jeneral 
citada  611  el  número  precedente;  y  la  curbatura  de  la  superficie  será  nu- 
la cu  el  sentido  de  la  jeneratriz,  porque  el  radio  de  curbatura  produci- 
do por  el  encuentro  de  dos  normales  vecinas,  se  hallará  al  infinito.  Si 
en  seguida  tiramos,  por  el  punto  considerado,  un  plano  perpendicular 
a  la  jeneratriz,  la  sección  ortogonal  producida  por  este  medio  será  la  se- 
gunda línea  de  curbatura,  supuesto  que  las  normales  del  cilindro  relati- 
vas a  los  diversos  puntos  de  esta  curba,  se  hallarán  evidentemente  en  su 
plano,  c  irán  a  cortarse  sobre  la  evoluta  de  esta  sección  ortogonal  cuyo 
radio  de  curbatura  es  según  esto  el  radio  mínimo  de  la  superficie;  es 
decir,  ^\\q  la  curbatura  máxima  áe\  cWmár o  úewe  lugar  en  sentido  de 
la  sección  ortogonal,  la  cual  manifiestamente  es  también  (núm.  708)  la 
segunda  sección  principal. 
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710.  Del  mismo  modo  veremos  que  en  un  cono  cuya  base  sea  cual- 
quiera, cada  jeneratriz  rectilínea  es  a  un  mismo  tiempo  una  línea  de  cur- 
batura  y  una  sección  prncipal,  en  cuyo  sentido  presenta  la  superficie 
una  curbatura  nuia;  }*  como  todas  estas  jeneratrices  deben  ser  cortadas 
formando  ángulo  recto  por  las  líneas  de  la  segunda  curbatura,  estas  úl- 
timas serán  las  intersecciones  del  cono  con  esferas  cuyo  centro  común 
estará  colocado  en  la  cúspide.  En  cuanto  a  la  segunda  sección  princi- 
pal relativa  aun  punto  dado  sobre  una  jeneratriz,  la  obtendremos  tiran- 
do por  la  normal  del  cono  en  este  punto,  un  plano  secante  perpendicular 
a  la  jeneratriz. 

711.  Si  se  trata  de  cualquiera  superficie  desarrollable,  la  jeneratriz 
rectilínea  será  siempre  una  línea  de  curbatura  y  una  sección  principal  al 
mismo  tiempo,  y  su  radio  de  curbatura  se  hallará  al  infinito,  a  causa  de 
que  el  plano  tanjcnte  de  la  superficie  es  común  en  todo  el  largo  de  esta 
jeneratriz.  La  segunda  sección  principal  relativa  a  un  punto  dado  M, 
se  obtiene  tirando  por  la  normal  a  este  punto  un  plano  secante  perpendi- 
cular a  la  jeneratriz  que  pasa  por  él,  y  la  segunda  línea  de  curbatura  que 
debo  cortar  formando  ángulos  rectos  a  todas  las  jeneratrices  será  una 
voluta  de  la  arista  de  retroceso  de  la  superficie.  Y  así,  en  el  helizoide  de- 
sarrollable de  laj^^.  96,  las  jeneratrices  rectilíneas  son  las  lineas  de  pri- 
mera curbatura,  y  las  de  segunda  son  las  secciones  horizontales,  como 
ABCDLMPQ....;  porque  esta  espiral  corta  formando  ángulo  recto  a  to- 
das las  jeneratrices,  y  es  también  una  voluta  (núm.  661)  de  la  hélice 

(ASycí...,  A'S'y'd'..-.)- 

712.  Cuando  la  superficie  propuesta  S  sea   gausa,   la  jeneratriz  pio.  143, 
GMP  no  será  ya  una  línea  de  curbatura,  porque  las  normales  al  largo 

de  esta  recta,  lejos  de  encontrarse,  forman  un  paraboloide  hiperbólico 
(núm.  595);  pero  como  GMP  se  halla  en  el  plano  tanjcnte  tirado  por  M, 
precisamente  será  la  sección  de  uno  de  los  dos  planos  normales  límites 
(núm.  694)  que  soparan  las  secciones  normales  colocadas  debajo  del 
plano  tanjcnte,  de  las  que  están  situadas  encima  de  éi.  Y  como  el  plano 
tanjente  en  M  cortará  a  la  superficie  gausa  según  otra  segunda  rama 
Ma,  si  le  tiramos  su  tanjente  MQ  que  será  la  traza  del  segundo  plano 
normal  límite,  y  si  se  divide  por  mitad  al  ángulo  PM Q  y  a  su  suplemen- 
to, por  medio  de  las  rectas  MA  y  MB,  estas  últimas  serán  las  trazas 
de  las  dos  secciones  principales  sobre  el  plano  tanjente,  y  cambien 

51 


•502  LIliRO  VIH.    CURB ATURA  DE1.AS  LIXRAS  Y  PE  LAS  SUPERFICIKS. 

jrán  las  taiijontes  a  las  dos  líneas  de  curbatura  que  parten  desde  M. 

713.  Hallaríamos  resultados  enteramente  semejantes  a  éste,  en  una 
;iperfic¡e  S  que,  sin  ser  gausa,  fuese  no.  convexa,  porque  el  plano  tan- 
ente  de  semejante  superfície,  precisamente  la  cortaría  segundos  ramas 

<^uo  pasarían  por  el  pnnto  de  contacto,  y  cuyas  tanjentes  indicarian  tam- 
bién la  posición  de  los  planos  normales  límites;  y  de  aquí  concluiría- 
mos, lo  mismo  que  arriba,  la  dirección  délas  secciones  principales  y  de 
!as  líneas  de  curbatura  en  este  punto. 

714.  Después  de  estos  varios  ejemplos,  volvamos  a  la  teoría  jeneral, 
y  concibamos  que  partiendo  desde  un  punto  M,  tomado  a  discreción  so- 
bro una  superficie  cualquiera  S,  se  tratan  de  hallar,  entre  los  puntos  in- 
finitamente próximos  al  punto  de  partida,  solos  los  dos  M'  y  K,  cuyas 
normales  vayan  a  cortar  a  la  de  M:  hecho  esto,  y  partiendo  de  M.\  haga- 
:nos  la  misma  indagación  respecto  alos  dos  puntos  M"  y  K',  y  continué- 
mos  operando  del  mismo  modo  con  los  puntos  M".-.,  K,  K'...,,  R,  R'....; 
Y  haüaremos  por  este  medio  dos  series  de  líneas  de  curbatura , 

MM'U,  KK'Ü',  RR'U",....  y  MKV,  M'K'V',  M"K"V',,... 

que  divididiríiu  a  la  superficie  propuesta  en  cuadriláteros  curbilíneos 
cuyos  lados  se  cortarán  siempre  formando  ángulos  rectos  (núm.  702)  e 
indicarán  las  direcciones  de  Xfisdos  curhaturas  de  la  superficiey  es  decir, 
las  direcciones  al  rededor  de  cada  punto,  en  que  presentará  una  curba- 
tura máxima  o  mínima  (núm.  703). 

715.  Si  ahora  concebimos  tiradas  por  todos  los  puntos  de  una  de 
las  líneas  de  la  primera  curbatura  MU,  las  diversas  normales  de  la  su- 
perficie S,  estas  rectas  que  consecutivamente  se  encontrarán,  formarán 
u;í  jl  superficie  desarrollable  cuya  arista  de  retroceso  GG'G"  que  es  tan- 
jcnte  a  tedas  estas  normales,  será  la  serie  de  centros  de  la  primera  cur- 
batura de  S,  relativos  a  la  línea  MU.  Observemos  ademas,  que  esta  arista 
de  retroceso  será  una  evoluta  (núm.  658)  déla  línea  MU,  y  hallarémus 
tan)bien  que  esta  última  es  una  línea  de  curbatura  (núm.  711)  respec- 
to a  la  superficie  desarrollable  formada  por  las  normales  de  que  estamos 
tratando.  Operando  lo  mismo  con  cada  línea  KU',  RU",  TU"',.—  de  la 
primera  curbatura,  obtendremos  una  serie  de  superficies  desarrollobles, 
que  cada  una  será  normal  a  S,  y  cuyas  aristas  de  retroceso  GG'G  ,...., 
GiG/G/',...,  formarán,  por  medio  de  su  reunión,  una  superficie  2  lugar 
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de  los  centros  de  la  primera  curhatura  de  S,  y  a  Ja  que  serán  tanjentes 
las  normales  de  esta  última.  Así  mismo,  existirá  también  otra  segunda 
superficie  S'  lugar  de  los  centros  de  la  segunda  curhatura  de  S,  que  se 
formará  por  las  aristas  de  retroceso,  tales  como  HH'H'\...,  de  todas  las 
superficies  desarrollables  producidas  por  las  normales  tiradas  al  largo  de 
cada  línea  de  segunda  curhatura  MV,  M'V,  M"V",.-.  y  tocarán  también 
a  esta  superficie  S'  las  mismas  normales  que  a  S- 

716.  De  ordinario,  los  lugares  E  y  S'  de  todos  los  centros  de  curba- 
tura,  no  serán  otra  cosa  que  dos  napas  distintas  de  una  misma  superficie 
curba,  sujetas  a  una  jeneracion  común,  y  representadas  por  una  equa- 
cion  sola.  Pero  algunas  veces,  serán  también  dos  superficies  independien- 
tes, como  sucede  en  las  superficies  de  revolución,  en  que  la  napa  E'  de 
los  centros  de  curbatura  relativos  a  los  paralelos,  se  reduce  al  mismo  eje 
de  revolución  (num.  707),  y  la  napa  S  de  los  centros  de  curbatura  rela- 
tivos a  los  diversos  meridianos,  es  una  nueva  superficie  de  revolución 
enjendradapor  la  rotación  de  la  evoluta  plana  del  meridiano  (num.  707) 
al  rededor  del  mismo  eje.  Por  lo  demás,  las  dos  napas  de  los  centros 
de  curbatura  de  la  superficie  S  son,  con  respecto  a  esta,  lo  que  las  evo- 
lutas  son  relativamente  a  las  líneas  curbas; 

717.  Es  preciso  observemos  bien  que  las  superficies  desarrollables,  fig.  421. 
normales  a  S  al  largo  de  las  líneas  de  primera  curbatura  MU,  KU', 
RU'\....  son  tanjentes  a  la  segunda  napa  de  los  centros  E';  en  tanto  que 

a  la  primera  napa  S  la  tocan  las  superficies  desarrollables  que  pasan 
por  las  líneas  de  segunda  curbatura  MV,  M'V,  M"V"...,  Con  efecto,  las 
normales  que  parten  de  M,  M^y  W\  se  cortan  sobre  la  primera  napa  S  en 
G,  y  G',  lo  mismo  que  las  normales  que  salen  de  K,  K,'y  K",  que  se  cor- 
tan en  Gi,  y  G^';  pero  el  encuentro  de  las  normales  desde  M  a  K,  desde 
M'a  K',  y  desde  M"  a  K",  tiene  lugar  en  H,  H|,  y  H^,  sobre  la  segunda 
napa  S':  luego  esta  napa  es  el  lugar  de  las  intersecciones  consecutivas  de 
todas  las  superficies  desarrollables  de  la  primera  serie,  o  bien  es  su  invo- 
lucro (num.  190),  y  por  consiguiente,  es  tanjente  a  cada  una  de  ellas.  Del 
mismo  modo  veremos  que  la  napa  ^  es  el  involucro  de  todas  las  superfi-^ 
cies  desarrollables  relativas  a  las  líneas  de  la  segunda  curbatura. 

718.  Lo  que  precede  nos  enseña  que  dos  superficies  desarrollables 
normales  a  S,  y  que  pertenecen  a  la  misma  serie,  o  que  pasan  por  dos  lí- 
neas de  curbatura  de  la  misma  especie,  como  MU  y  KU',  se  cortan  según 
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una  curba  HH1H3  que  está  situada  en  la  napa  de  los  centros  de  la  espade 
opuesta.  Pero  si  comparamos  las  superficies  desarrollables  de  series  dife- 
rentes^ veremos  que  se  cortan  de  dos  en  dos  según  nna  normal  de  S,  co^ 
roo  sucede  con  GMM'U  y  6MKV  que  tienen  por  intersección  a  la  recta 
MG.  Ademas,  esta  intersección  se  efectúa  siempre  formando  ángulo 
rectOf  poi'que  los  planos  MM'Gy  KMG  que  manifiestamente  son  tanjen'- 
tes  a  estas  dos  superficies  desarrollables,  son  perpendiculares  uno  a  otro» 
en  virtud  de  que  los  elementos  MM'  y  MK  de  las  dos  líneas  de  curba- 
tura  son  perpendiculares  entre  sí  y  a  la  normal  MG. 

719.  Pero  el  plano  M'MG  tanjente  a  una  superficie  desarrollflble 
do  la  primera  sériei  debe  tocar  (uám.  717)  a  la  segunda  napa  de  los  cen- 
tros S';  y  así  misriio,  el  plano  KMG  será  tanjente  a  la  primera  napa  S : 
luego,  supuesto  que  estos  planos  son  rectangulares»  siempre  que  conm- 
derémos  a  estas  dos  napas  desde  un  punto  de  vista  M  tomado  arbitraria- 
mente sobre  S,  veremos  los  contornos  aparentes  de  estas  dos  napas 
como  cortados  siempre  formando  ángulos  rectos. 

720.  Observemos  también  que  el  plano  M'MG  es  el  plano  osculndor 
de  la  arista  do  retroceso  GG'G^'....  situado  sobre  la  napa  S;  y  comoeste 
plano  es  perpcndiciilar  al  KMG  que  toca  a  esta  napa  (num.  717),  s%ne- 
se  que  la  curba  GG'G'\...  tiene  todos  sus  planos  osculadores  n^^tf/^ 
a  la  napa  S;  y  por  consiguiente  (núm.  189)  esta  curba  es  la  línea  mi- 
nima  entre  dos  de  sus  puntos  sobre  la  sapcrfície  S«  La  misma  conse- 
cuencia tiene  lugar  en  todas  las  domas  aristas  de  retroceso  situadas  so- 
bre esta  napa,  así  como  también  respecto  a  todas  las  que  componen  la 
napa  2'. 

721.  Si  las  dos  napas  2 y  2'  se  cortan  en  alguna  parte,  lo  efectua- 
rán en  virtud  de  lo  que  acabamos  de  decir,  formando  ángulos  rectos» 
y  su  intersección  $  se  llama  el  lugar  de  los  centros  de  curbatura  esférica^ 
porque  cada  tanjente  a  la  curba  f>  será  una  normal  de  S,  que  irá  a  pene- 
trar a  esta  superficie  an  un  punto  A  en  el  cual  las  dos  curbaturas  ten- 
drán evidentemente  el  mismo  radio  y  el  mismo  centro:  de  suerte  que 
serán  iguales,  que  es  lo  mismo  que  sucede  en  cada  punto  de  una  esfera. 
El  conjunto  de  todas  las  tanjentes  a  la  intersección  ^  irá  también  a  pe- 
netrar a  la  superficie  S  según  una  curba  AXA^^^^^t  que  se  llama  línea  de 
las  curbaturas  esféricas^  y  que  necesariamente  corta  a  todas  las  líneas 
de  curbatura  de  la  primera  y  de  segunda  especio. 
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<^  Es  mui  evideDte, "  dice  MongCy  "  que  la  línea  de  las  cnrbaturas  es- 
féricas  sobre  la  superficie  S»  os  uaa  voluta  de  la  línea  de  los  centros  de 
curbatura  esférica  §.  Y  así,  después  de  haber  .fijado  un  hilo,  en  uno  de 
los  puntos  de  esta  intersección  de  las  dos  napas  de  los  centros,  si  al  es- 
tenderle,  le  hacemos  mover  de  modo  que  se  envuelva  sobre  esta  inter- 
sección, y  que  la  parte  rectilínea  del  hilo  sea  siempre  tanjente  a  esta 
curba,  uno  do  los  puntos  de  este  hilo  recorrerá  la  línea  de  las  curbatu- 
ras  esféricas.  Pero  si  al  estender  el  hilo,  no  nos  sujetamos  a  ninguna 
condición,  y  suponemos  que  no  ejerce  ningún  razonamiento  en  la  napa 
de  los  centros,  cualquiera  que  sea  la  posición  en  que  se  le  considere, 
estará  dividido  en  tres  partes  :  la  primera  estará  envuelta  en  una  parte 
de  la  iuterseccion  de  las  dos  napas;  la  segunda  estará  doblada  y  tirante 
sobre  la  napa  de  los  centros  a  que  el  hjjo  se  haya  aproximado,  y  se  halla- 
rá aplicada  sobre  una  de  las  aristas  de  retroceso  {*)  cuyo  lugar  es  esta 
napa,  y  estas  dos  partes  de  curba  se  tocarán  en  su  punto  común;  la 
tercera  parte  del  hilo  en  línea  recta  será  tanjente  a  esta  arista  de  retro- 
ceso, y  normal  a  la  superficie  S;  por  último,  la  estremidad  del  hilo  se 
hallará  sobre  esta  misma  superficie.  Así  es  que,  ajitando  el  hilo  cons- 
tantemente tendido,  podremos  transportar  el  mismo  punto  de  él  a  todos 
los  puntos  subcesivos  de  la  superficie.  Por  consiguiente,  vemos  que 
puede  enjendrarse  una  superficie  cualquiera  por  los  dos  movimien- 
tos continuos  del  punto  de  un  hilo  tendido  que  se  envuelve  sobre 
la  napa  de  los  centros,  lo  mismo  que  puede  enjendrarse  una  curba  pla- 
na, por  el  punto  de  un  hilo  estirado  que  se  envuelve  sobre  la  evoluta  de 
la  curba. 

723.  **  Presentemos  ahora, ''  continua  MongCj  ^'  algunos  ejemplos  de 
la  utilidad  que  estas  jeneralidades  pueden  presentar  a  ciertas  artes.  £1 
primer  ejemplo  le  tomaremos  de  la  arquitectura. 

'^  Las  bóvedas  que  se  construyen  de  piedra  sillar  se  componen  de 
diferentes  piezas,  a  las  cuales  se  les  da  el  nombre  jenérico  de  dote- 
la$n  Cada  dovela  tiene  varias  -caras  cuya  ejecución  requiere  el  ma- 
yor cuidado :  1,^  la  cara  que  debe  formar  el  paramento,  y  debe  ser 


(*)    Porque  esta  arista  es  la  curba  mínima  entre  dos  de  sus  puntos, 
según  lo  hemos  demostrado  núm.  720. 
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una  parte  visible  de  la  bóveda  debe  también  ejecutarse  con  la  mayor 
exactitud,  esta  cara  Be  Wataa  intradós;  2.^  las  caras  en  que  las  dovelas  se 
aplican  unas  a  otras  se  llaman  jeneralmente juntos.  Las  juntas  requieren 
también  la  mayor  exactitud  en  su  ejecucioni  porque  la  presión  se  trans- 
mite de  una  dovela  a  la  otra  perpendicularmente  a  la  superficie  de  la  jun- 
ta, y  es  necesario  que  las  dos  piedras  se  toquen  en  el  mayor  numero  posi- 
ble de  puntos,  con  el  fin  de  que  cada  punto  de  contacto  sufra  la  menor 
presión,  y  que  en  todos  ellos  se  aproxime  cuanto  se  pueda  a  la  igual- 
dad. Por  consiguiente,  es  preciso  qu3  en  cada  dovela  se  acerquen  tas 
juntas  lo  mas  que  so  pueda  a  la  verdadera  superficie,  de  que  deben  for- 
mar parte;  y  para  que  este  objeto  quede  mas  fácilmente  satisfecho,  es  in- 
dispensable que  la  superficie  de  las  juntas  sea  de  la  naturaleza  mas  senci- 
lla y  de  la  ejecución  mas  susceptible  de  precisión.  Por  esto  es  por  lo  que 
de  ordinario  se  hacen  las  juntas  planas,  pero  no  todas  las  superficies  de 
las  bóvedas  admiten  esta  disposición,  y  en  algunas  de  ellas  chocaríamos 
con  lo  mas  conveniente  deque  luego  hablaremos,  si  no  diésemos  a  las 
juntas  una  superficie  curba.  En  este  caso,  es  preciso  elejir  entre  todas 
las  superficies  curbas  que  puedan  cumplir  exactamcncon  las  demás  con- 
diciones, aquellas  cuya  jeneracion  sea  la  mas  sencilla,  y  su  ejecución 
maja  susceptible  de  exactitud.  Y  como  entre  todas  las  superficies  curbas, 
lasque  son  mas  fáciles  de  ejecutar  son  las  enjondradas  por  el  movimiento 
de  una  línea  recta,  y  sobre  todo  las  superficies  desarroUables;  sígnese 
que  cuando  se  necesite  que  las  juntas  de  las  dovelas  sean  superficies  cur- 
bas, las  compondremos  en  cuanto  sea  posible  de  superficies  desarro- 
Uables". 

'^Una  de  las  principales  condiciones  con  que  debe  cumplir  la  fornxa 
de  las  juntas  do  las  dovelas,  es  la  de  ser,  en  todas  partes,  perpendicu-* 
lares  a  la  superficie  do  la  bóveda  que  forman  estas  dovelas.  Porque  si 
los  dos  ángulos  que  forma  una  misma  junta  con  la  superficie  de  la  bó- 
veda, fuesen  sensiblemente  desiguales,  el  que  entre  estos  ángulos  exce- 
diese al  ángulo  recto,  sería  capaz  de  una  resistencia  mayor  que  el  otro, 
y  en  la  acción  que  dos  dovelas  consecutivas  ejerciesen  una  sobre  otra, 
el  ángulo  menor  que  el  recto  estaría  espuesto  a  romperse,  o  por  lo 
menos  esto  deformaría  la  bóveda  y  aun  podría  alterar  su  solidez,  y  dis- 
minuir la  duración  del  edificio.  Aun  cuando  la  superficie  de  una  junta 
deba  ser  curba,  conviene  enjendrarla  por   una  recta  que  siempre  sea 
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perpendicular  a  la  superfície  de  la  bóveda;  y  si  ademas,  queremos  que 
la  superficie  de  junta  sea  desarrollablc;  es  preciso  que  todas  las  norma- 
les a  la  superfície  do  la  bóveda,  que  componen,  por  decirlo  así,  la  junta, 
estén  consecutivamente  de  dos  en  dos  en  un  mismo  plano.  Y  como  aca- 
bamos de  ver  que  no  puede  quedar  satisfecha  esta  condición,  a  no  ser 
que  todas  las  normales  pasen  poruña  misma  línea  de  curbatura  de  la  su- 
perficie de  la  bóveda;  sígnese  que  si  las  superficies  de  las  juntas  de  las 
dovelas  de  una  bóveda  deben  serde3arroliables,'es  precisamente  necesa- 
rio que  estas  superficies  encuentren  a  la  de  la  bóveda  en  sus  líneas  de 
curbutura. 

'^  Ademas,  cualquiera  que  sea  la  exactitud  con  que  se  hayan  ejecutado 
las  dovelas  de  una  bóveda,  su  división  es  siempre  aparente  en  la  super- 
ficie, y  trazan  en  ella  líneas  mui  sensibles,  estas  líneas  deben  estar  su- 
jetas a  leyes  jenerales,  y  cumplir  con  convenios  particulares,  según 
sea  la  naturaleza  de  la  superficie  de  la  bóveda.  Entre  las  leyes  jenera- 
les, unas  son  relativas  a  la  estabilidad,  y  otras  a  la  duración  del  edi- 
ficio; de  este  número  es  la  regla  que  prescribe  que  las  juntas  de  una 
misma  dovela  ssan  rectangulares  entre  sí,  por  la  razón  misma  de  que  de- 
ben estas  ser  pendiculares  a  la  superficie  de  la  bóveda.  Y  así,  las 
líneas  de  división  de  las  dovelas  deben  ser  de  tal  naturaleza  que  las  que 
dividan  a  la  bóveda  en  hiladas,  sean  todas  perpendiculares  a  las  que  di- 
sidan a  una  misma  hilada  en  dovelas.  En  cuanto  a  los  convenios 
particulares,  los  hai  de  muchas  clases,  nuestro  objeto  no  es  hacer  aquí 
su  enumeración;  pero  hai  uno  principal,  y  es  que  las  líneas  de  divi- 
sión do  las  dovelas,  que  según  acabamos  de  ver  son  de  dos  especies,  y 
que  todas  deben  encontrarse  perpendicularmentc,  deben  también  conte- 
ner el  caráter  de  la  superficie  a  que  pertenecen.  Y  como  no  existe  otra 
línea  sobre  la  superficie  curba,  que  pueda  a  un  mismo  tiempo  llenar  to- 
das estas  condiciones,  sino  las  dos  series  de  líneas  de  curbatura,  y  estas 
las  satisfíicen  completamente:  sigúese  que  la  división  de  una  bóveda  en 
dovelas  debe  siempre  hacerse  según  las  líneas  de  curbatura  de  la  superfi- 
cie de  la  bóveda,  y  las  juntas  deben  ser  porciones  de  superficies  desarro- 
llares formadas  por  las  normales  a  la  superfície  que,  consideradas  conse- 
cutivamente, estén  de  dos  en  dos  en  el  mismo  plano;  con  el  fín  de  que  en 
cada  dovela,  las  superficies  de  las  juntas  y  la  de  la  bóveda  sean  todas 
rectangulares. 


40t>  i.iimo  víii.  ri:nBATi;RA  he  las  lineas  y  de  lassuferficies. 

'*  Antes  del  descubrimiento  de  las  consideraciones  jeométricas  en  que 
está  fundado  todo  cuando  que  acabamos  de  decir,  teníanlos  artistas 
una  ¡dea  confusa  de  las  leyes  a  que  conducen,  y  jeneralmente  era  cos- 
tumbre el  conformarse  con  ellas.  Así  es  que,  por  ejemplo,  cuando  la  su- 
perficie de  la  bóveda,  era  de  revolución,  ya  sea  que  fuese  esférica,  o  ya 
en  lecho  jirante,  divldiansus  dovelas  por  medio  de  meridianos,  y  de  pa- 
ralelos, es  decir,  según  las  líneas  de  curbatura  de  la  superficie  de  la  bó- 
veda. Las  juntas  que  correspondían  a  los  meridianos  ,  eran  planos 
tirados  pos  el  eje  de  revolución;  las  que  correspondían  a  los  paralelosi 
eran  superficies  cónicas  de  revolución  al  rededor  del  mismo  eje:  y  estas 
dos  especies  de  juntas  eran  rectangulares  cutre  sí,  y  perpendiculares  a 
la  superficie  de  la  bóveda.  Pero,  cuando  las  superficies  de  las  bóvedas 
no  tenían  una  jeneracion  tan  sencilla,  y  cuando  sus  líneas  de  curbatura 
no  se  presentaban  de  un  modo  tan  marcado,  como  cu  las  bóvedas  de 
esferoides  alongados,  y  en  otro  gran  número  de  ellas,  no  podíanlos  ar- 
tistas satisfacer  a  todas  las  conveniencias,  y  sacrificaban,  en  cada  caso 
particular,  las  que  les  presentaban  mayores  dificultades. 

<<  Por  consiguiente,  convendría  que  en  cada  una  de  las  escuelas  de 
Jeometría  descriptiva  establecidas  en  los  departamentos,  se  ocupase  el 
profesor  en  la  determinación  y  construcción  de  las  líneas  de  curbatura  de 
las  superficies  de  que  con  mas  jenoralidad  se  hace  uso  en  las  artes,  con 
el  objeto,  de  que  en  caso  necesario,  los  artistas  que  no  pueden  consa- 
grar muclio  tiempo  a  esta  clase  de  investigaciones,  pudiesen  consultar- 
las con  fruto  y  aprovecharse  sus  resultados. 

724.  "  El  segundo  ejemplo  que  indicamos,  lo  tomaremos  del  arte 
del  gravado 

"  En  el  gravado,  se  espresan  las  tintas  de  las  diversas  partes  de  las 
superficies  de  los  objetos  representados,  por  medio  de  raitas  que  se  ha- 
cen tanto  mas  próximas  y  fuertes  cuanto  mas  oscura  deba  ser  la  tinta. 
Cuando  la  distancia  a  que  debe  verse  el  gravado,  es  bastante  grande  pa- 
ra que  los  trazos  individuales  de  las  raitas  puedan  percibirse,  el  jénero 
de  estas  raitas  es  casi  indiferente;  y  cualquiera  que  sea  el  contorno  de 
estos  trazos,  puede  el  artista  variarlos  y  multiplicarlos,  hasta  que  obten- 
ga la  tinta  que  desea  para  producir  el  efecto  pedido.  Pero,  y  esto  es  lo 
que  mas  jeneralmente  sucede,  cuando  el  gravado  está  destinado  a  ver- 
se de  bastante  cerca  para  que  los  contornos  de  los  trazos  de  las  raitas 
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Bo  perciban,  no  aon  entonces  indiferentes  estos  contornos.  Para  cada 
objotOi  y  para  cada  parte  de  la  superficie  de  un  objeto,  hai  contornos  de 
raitas  mas  propios  unos  que  todos  los  otros,  de  dar  una  idea  de 
la  curbatura  de  la  siiporficie;  estos  contornos  particulares  son  siempre 
dos  en  número,  y  algunas  veces  los  gravadorés  emplean  al  mismo  tiem- 
po los  dos,  cuando  para  recargar  con  mas  facilidad  las  tintas,  cruzan  las 
raitas.  Estos  contornos,  de  que  no  tienen  aun  los  artistas  sino  un  senti- 
miento confuso,  son  las  proyecciones  de  las  líneas  de  curbatura  de  la 
superficie  que  quieren  espresar.  Gomo  la  superficie  de  la  mayor  parte 
de  ios  objetos  no  son  susceptibles  dé  definición  rigurosa,  no  son  tampo- 
co sus  líneas  de  curbatura  de  naturaleza  adecuada  a  poderse  determi- 
nar ni  por  el  cálculo  ni  tampoco  por  medio  de  construcciones  gráficas. 
Pero,  si  desde  su  tierna  edad,  se  hubiese  ejercitado  a  los  artistas  en  di- 
ferentes superficies  susceptibles  de  definiciones  exactas,  serian  mas  sen- 
sibles a  la  formación  de  estas  líneas,  y  a  su  posición,  aun  respecto  a  los 
objetos  menos  determinados;  los  ejecutarían  con  mas  precisión,  y  sus 
obras  tendrían  mas  espresíon. 

'^No  insistiremos  mas  sobre  este  objeto,  que  quizás  no  presenta  sino 
las  menores  ve^itajas  que  las  artes  e  industria  pueden  sacar  del  esta^ble- 
cimiento  de  las  escuelas  de  Jeometría  descriptiva  en  cada  una  de  las 
villas  principales  de  Francia". 

725.  Determinación  gráfica  de  las  líneas  de  curbatura.  Hemos  fio.  135. 
citado  ya  (números  707,  708,....)  varios  jéneros  de  superficies  en  qne 
es  fácil  percibir  inmediatamente  la  forma  de  estas  líneas;  pero  si  qui- 
siésemos hallar  sus  direccionse  en  un  punto  M  dado  sobre  una  superficie 
cualquiera  S,  ved  aquí  la  marcha  que  sería  preciso  seguir,  suponiendo 
que  esta  superficie  es  convexa.  Figurémonos,  sin  construirle,  el  elipsoide 
osculador  S  en  el  punto  M,  que  es  el  mismo  que  hemos  representado 
ya  en  la  jf^.  135;  y  en  seguida,  recordemos  (núm.  696)  que  todo  plano 
normal  corta  a  estas  dos  superficies  según  las  curbas  MD  y  MD',  que 
tienen  en  M  el  mismo  radio  de  curbatura  p,  y  que  ademas,  este  radio  es- 
tá unido  a  los  serai-ejes  MO=£:,  OD'=d  de  la  elipse  MD',  por  la  rela- 
ja   j 

cion  p  = — ,  o  d  =:f  rp.  De  aquí  se  sigue  que,  conociendo  apy  c 

que  tiene  una  lonjitud  arbitraria,  podremos  hallar  a  OD  =¿jpor  una  me- 
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dia  proporcional;  ademasy  esta  última  línea  será  siempre,  respecto  a 
cada  plano  normal,  un  semi-diámetro  de  la  elipse  A'B^E',  cayos  ejeis^ 
desconocidos  aqaí  de  magnitud  y  posición,  evidentemente  serán  suft-* 
cientes  para  hallar  la  curbatnra  y  posición  de  las  secciones  prihcipa- 
les  MA  y  M B  de  la  superficie  S  en  M;  por  esta  razón,  llamaremos  indi- 
catriz  a  esta  elipse  A'B'E'  que  es  la  sección  dada  al  elipsoide. oséalas 
dor,  con  un  plano  tirado  por  el  centro,,  paralelamente  al  plano  tan* 
jente  del  punto  M. 
FiG.  135  726.  Para  construir  esta  indicatriz  (*),  dirijirémos  por  el  plano  iror** 
mal  en  M  diversos  planos  secantes  bastante  próximos  ünos'dé^otros^  y 
después  de  haber  construido  en  su  verdadera  magnitud  huí  secciones 
que  de  este  modo  resulten  en  S,  indagaremos  por  el  método  del  núra; 
666,  sus  radíos  de  curbatnra  p, p',  p*V—  relativos  al  punto  M;  ensegui- 
da, sobre  un  plano  cualquiera  y  partiendo  del  punto  arbitrario  m,  traza*- 
remos  los  radios  vectores  md,  nkf ,  mif ',...«  qne  formen  entre  sí  los  mis- 
mos ángulos  que  los  que  comprehendian  entre  sí  los  planos  secantes,  y 
que  sus  lonjitudos  sean  iguales  a  las  medias  proporcionales  sigaientese 


md=  V^p,  md'  =  Vcp*,   nuP'  =  Vrp", 


en  cuyas  fórmulas  c  espresa  una  lonjitud  arbitraria,  poro  constante. 
Hecho  esto,  la  curba  que  pase  por  todos  los  puntos  d,  d*,  €f  *,.—  será  la 
indicatriz  de  que  acabamos  de  hablar  arriba;  y  si  después  de  haber  tra- 
zado esta  elipse,  describimos  con  el  radio  md"  un  arco  de  círculo  que 
la  corto  en/,  la  recta  ma  tirada  por  el  medio  de  este  arco,  y  la  perpen- 
dicular vtb,  serán  los  dos  serai-ejes  de  la  indicatriz,  los  cuales  son  tam- 
bién los  del  elipsoide  osculador  que  tiene  por  tercer  eje,  según  la  nor- 
mal, a  la  línea  2c.  De  aquí  resulta  (numeres  696  y  703)  que  los  radios  d^ 
curbatura  de  la  superficie  S  en  M,  tendrán  por  magnitudes  A 


■8 


c      -^  c 


(*)     Esta  marcha  la  ha  empleado  antes  M.  Dupin,  en  sus  Desarrollos 

de  Jeomctría. 
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y  será  también  conocida  la  posición  de  las  secciones  principales,  porque 
sus  planos  deberán  pasar  por  la  normal  en  M,  y  formar  con  el  plano  de  la 
sección  md  ángulos  iguales  a  dma  y  dmb\  o  mas  bien,  si  miramos  el  plano 
de  \^fig.  137  como  paralelo  al  plano  tanjente  de  S  en  M  {fig.  135),  las 
rectas  ma  y  mb  serán  las  trazas  de  los  planos  normales  que  contienen  ^ 
esas  secciones  principales;  y  también  serán  las  proyecciones  de  las  tan- 
jentes  a  las  dos  líneas  de  curbatura  que  parten  del  punto  M,  de  modo 
que  el  primer  elemento  de  cada  una  de  estas  líneas  estará  dirijido  se- 
gún ma  o  mh. 

727.  Cuando  la  superficie  propuesta  S,  sea  no  convexa  al  rededorpí».  136 

V  1  ^8 

del  punto  asignado  M,  nos  imajinarémos,  sin  necesidad  de  construirle, 
el  hiperboloide  osculador  que  hemos  representado  ya  en  X^Jig.  136,  y 
recordaremos  (nun^.  686)  que  los  radios  de  curbatura  de  las  secciones 
normales  dadas  por  la  cúspide  M  de  este  hiperboloide,  están  ligados  a 
os  diámetros  de  la  sección  paralela  al  plano  tanjente  que  pasa  por  el 

centro  O,  por  medio  de  la  relación  p  =  —  ;  y  en  seguida,  como  estas 

secciones  normales  tienen  la  misma  curbatura  que  las  producidas  por  los 
nismos  planos  en  la  superficie  S,  deduciremos  de  aquí  el  procedimiento 
gráfico  siguiente. 

Dirijirémos  por  la  normal  de  S  en  M,  varios  planos  secantes  bastante' 
próximos  unos  a  otros,  y  después  dé  haber  construido  en  su  verdadera 
»nagnitud  estas  secciones  y  sua  radios  de  curbatura  p,  p',  p",....  (núm, 
666)  relativos  al  punto  M,  determinaremos  las  medias  proporciónalas 
siguientes : 

d  =  V^,  d:  =  V¿^  d"  =  V^ 

en  las  cuales  c  representa  una  línea  arbitraria  pero  constante;  en  seguida' 
tomaremos  estas  lonjitudes  d,  d\  d'\....  según  las  rectas  md,  md",  md'\... 
trazadas  sobre  un  plano  cualquiera,  pero  de  modo  que  formen  entre  sí 
los  mismos  ángulos  que  comprehenden  los  planos  normales  de  que  nos 
hemos  servido;  y  la  indicatriz  que  pase  por  todos  los  puntos  d,.íf ,  á",.... 
determinados  de  este  modo,  será  la  hipérbola  que  producirá  en  el  hiper- 
boloide osculador,  un  plano  secante  tirado  por  el  centro  paralelamente 
al  plano  tanjente  del  punto  M, 

728.  Las  construcciones  precedentes  suponen  que  todos  los  radios 
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p,  p!f  p*\.....  80D  positivos;  porqae,  si  ano  de  los  planos  norm&tes  a  S  nos 
diese  una- sección  siiumda- encima  del  plano  tanjente,  como  el  radio;  efe 
eurbiatura  pj  de  esta  seccíoii  bbvíbl  negativa  (imm.  686,  iia¿a)rteiidríanros 

.qtié  la- media  proporcional  f^cp-^^^^i^  imajinaria,  cuyo  reí ultado  cierta- 
métote  está  en-  perfecta  armonra  con  la  naturaleza  de  los  diámetros  de 
la-hipérbola  á,- (f,  rf",.-- <jwe  ya  no  encuentran  a  esta  curba  cuando  se 
dieiáviail  mes  allá  dé  cietto  límite,  pero  que  exije  una  modificación  en 
las  o{>eráeÍóned  gráficas.  Aun  cuando  encontremos  secciones  normales 
situadas  encima  del  plano  tanjente  de  Sen  M,  no  haremos  cuenta  sino 
de  la  mognitttd  absoluta^  dé  sus  radios  decurbatura  p2,  pg',  Pa^i-.-  y  des- 
pués dé  haber'  construido  fos  medias  proporcronales 


FIG 


«endréhiós  cuidado  de  distinguir  esta  clase  de  radios  vectores,  para  reu- 
nir sus  estremidades  por  medio  de  una  hipérbola  particular  (^¿d'  que  se- 
rá una  nueva  luma  do  la  indiceUriz,  y  que  podemos  mirar  conao  k>dec- 
cion  que  produciria  en  el  hiperboloide  osculador,  un  plano  paralelo 
al  plano  tanjente,  pero  tirado  encima  del  punto  M,  y  a  una  distancia 
igual  a  c. 
.  138.  ^^^*  Sentado  esto,  construiremos  el  primer  eje  ma  de  la  indicatriz, 
tirándote  por  el  medio  del  arco  de  círculo  ¿¿/"descrito  con  uno  de  los  diá- 
metros fnd,  en  seguida,  el  segundo  eje  mb  que  es  perpendicular  al  pri- 
mero, y  de  aquí  concluiremos  las  asíntotas  mP  y  mCí  comunes  a  estas 
dos  hipérbolas  conjugadas.  £n  este  caso,  los  dos  radios  de  curbatura  de 
la  superficie  S  en  el  punto  M  (nám.  698)  tendrán  por  magnitudes  a 


2  2 


P       ma        ^,  _  7nb 
c  c 

y  tas  secciones  pnocipales  nos  las  darán  Jos  dos  planos  normales  que 
formen  con  e)  plano  ^mun  relativo  a  md,  los  ángulos  dfma  j  dmb;  o 
más  blen^  si  Micatno» at  phthia^ die' la /^.  1S&  como  paralelo  al  plano  tan- 
jente de  B  éo  M,  iBJsrMtas  ma  y  mb  serán  las  trazas  de  los  planos  nor- 
male9(j[nl8  contienen  a  esca&seiieibiiés  principales,  y  también  serán  las 
proyecciones  de  las  tanjentes  a  las  dos  líneas  de  curbatura  que  pár- 
tete- de  AL 
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730.  Efl  cuanto  a  los  planos  nomiaU$  limites  que  separan  las  seccio- 
lies  caneezas  o  situadas  debajo  del  plano  tanjente,  de  las  que  se  hallan 
encima  yque  llamaremos  concavast  sabemos  (num.  694)  que  cortaB  a  hi 
superficie  S  según  purbas  cuyos  radios  de  curbatura  son  infinitos  en  el 
punto  M;  luego  estos  planos  tendrán  por  trazas  sobre  el  plano  tanjente, 
a  los  diámetros  indefinidos  de  la  indícatriz,  es  decir,  a  las  dos  asíntotas 
niP  ymCi  que  se  determinarán  por  medio  del  rectángulo  construido  so- 
bre los  dos  ejes  may  mb;  de  aquí  resulta  que  estas  asíntotas  tendrán  ca- 
da una  un  contado  de  segundo  orden,  por  lo  menos,  con  las  dos  secciones 
normales  limites;  con  efocto,  es  fácil  ver  que  son  precisamente  las  inter- 
secciones del  plano  tanjente  en  M  con  ef  hiperboloide  osculador. 

731.  Como  ademas^  este  plano  tanjente  debe  cortar  a  la  superfi- 
cie S  no  convexa  según  una  curba  de  dos  ramas  que  pasan  por  el  pun- 
to M,  sucederá  también  que  las  rectas  mP  y  mQí  serán  taujentes  a  estas 
dos  ramas.  Con  efecto,  cada  una  de  estas  rectas  se  halla  en  el  plano  tan- 
jente, y  tiene  dos  elementos  comunes  con  S,  según  lo  que  se  ha  dicho 
en  el  número  precedente;  hiego  estos  dos  elementos  pertenecen  a  la  in- 
tersección de  la  superficie  por  su  plano  tanjente,  y  cada  rama  curba 
de  esta  ofrecerá  sogun  esto  un  contacto  de  segundo  orden  con  7«P  o  mQ. 
Ademas,  estas  son  dos  ramas  que  nos  darán  los  límites  precisos,  de  las 
cuatro  rejiones  alternativamente  convexas  o  cóncavas  (núm.  694)  que 
presenta  la  superfiaie  al  rededor  del  punto  M. 

732.  Las  condiciones  precedentes  nos  dan  el  modo  de  simplificar  el 
método  del  níim.  727  respecto  a  una  superficie  S  no  convexa,  admitiendo 
para  ello  que  sabemos  construir  las  tanjentos  en  un  punto  múltiplo  de  la 
intersección  de  esta  superficie  con  su  plano  tanjente;  o  limitándonos  a 
tirarlas  aproximadamente,  hipótesis  tanto  mas  plausible  cuanto  que  la 
dirección  de  estas  rectas  estará  aquí  mejor  indicada,  porque  cada  rama 
de  la  intersección  nos  presentará  un  arco  casi  rectilíneo  (núm«  731)  en 
los  alrededores  del  punto  considerado  M,  Con  efecto,  bastará  construir 
esta  intersección  sobre  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente  de  S  en  M, 
y  tirarle  las  tnnjentes  inF  y  tnCí  al  punto  múltiplo,  las  cuales  serán  las 
asíntotas  déla  indicatriz  que  no  tendremos  necesidad  de  trazar;  dividir 
en  seguida  en  dos  partes  iguales  a  los  ángulos  agudos  y  óbtuos  que  for- 
man estas  asíntotas;  y  hecho  esto,  las  rectas  bisectoras  ma  ymh  serán  las 
trazas  de  los  planos  noimúe»  principales,  y  también  las  taujentes  a  las 
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dos  líueas  de  ciirbatnra  que  parten  desde  M.  Enseguida,  nos  habrá  mas 
que  construir  las  secciones  causadas  en  la  superficie  S  por  cada  uno  de 
estos  planos  principales,  y  hallar  (nura.  666)  los  radios  de  curbatura  de 
estas  secciones  que  serán  los  de  la  superñcie  misma. 

Esta  marcha  se  emplearía  con  ventaja  en  un  punto  cualquiera  de  un 
hiperboloide  o  paraboloide  gauso,  porque  la  sección  del  plano  tanjente 
estaría  compuesta  de  dos  rectas  que  ocuparían  el  lugar  de  las  taujentes 
que  era  preciso  tirar  aquí  arriba  aproximadamente.  Respecto  a  una  su- 
perficie giusa  cualquiera  (/ío^.  143)  una  de  estas  tanjentes  sería  la  jene- 
ratriz  rectilínea  GMP,  y  la  segunda  rama  Ma  de  la  intersección,  se  ob- 
tendría por  la  marcha  jeneral  del  núm.  583, 

733.  Por  el  contrarío,  si  quisiésemos  construir  rigurosamente  las 
tanjentes  al  punto  múltiplo  déla  intersección  de  una  superficie  cualquie- 
ra no  convexa,  con  su  plano  tanjente,  no  habría  mas  que  determinar, 
como  en  el  níim.  727,  las  direcciones  y  los  radios  de  curbatura  de  las 
dos  secciones  principales  relativas  al  punto  de  contacto  asignado;  y  de- 
ducir en  seguida,  por  medio  del  núm.  730,  las  asíntotas  de  la  indicatriz, 
que  serian  las  tanjentes  que  busc£y;nos. 

jFiG.  45.  734.  Aplicación  al  toro.  A  este  toro,  representado  en  el  depurado 
45,  le  ha  cortado  su  plano  tanjente  M'T'T  relativo  al  punto  (M,  M'), 
según  una  curba  de  dos  ramas  MHRE.,..  y  Mkre  que  hemos  construido 
en  el  núm.  268,  Para  hallar  las  tanjentes  en  M  de  estas  ramas,  observa- 
remos que  en  el  caso  actual  en  que  la  superficie  es  de  revolución,  el  me- 
ridiano A'M'B'  es  a  un  mismo  tiempo  primera  línea  de  curbatura  y  se- 
gunda sección  príncipal  fnúm,  708J  cuyo  radio  de  curbatura  es  R=M'(tí; 
la  otra  sección  principal  estará  situada  en  el  plano  coM*^  perpendicular 
al  meridiano  precedente,  y  tendrá  por  radio  de  curbatura  aR'=M'5,  es 
decir,  a  la  porción  de  la  normal  comprehondida  entre  el  punto  M'  y  el 
eje  O'Z'  de  revolución  (núm.  708).  Para  deducir  de  aquí  el  hiperboloide 
osculador  en  el  punto  (M,  M'),  es  preciso  (núm.  698)  dar  al  eje  real  de  es- 
ta superficie,  dirijido  según  la  normal  (M'w,  MB),  una  lonjitud  arbitraría 
c  que  al  presente  elejirémos  precisamente  igual  al  radio  M'co,  porque  así 
jesuíta  para  el  segundo  eje  real  dirijido  según  (coa,  BC),  este  sencillo 

valor a=:  f  c.R=M'ci);  es  decir,  que  el  hiperboloide  será  de  revolución, 
y  tendrá  por  círculo  de  la  garganta  al  meridiano  dado  (A'M'B'a,  AC). 
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En   cuanto  al  eje  imajínario  que  sea  perpendicular  a  este  meridiano  y 

pase  por  su  centro  (ja,  B),  su  lonjitud  determinada  por  b=^c  .  R',  será 
la  recta  M'6  media  proporcional  entre  M'w  y  M'^,  Ahora  que  el  hiper- 
boloide osculador  está  completamente  determinado,  quedaremos  dispon*- 
sados  de  construir  la  indicatriz  por  puntos,  porque  esta  curbano  esotra 
cosa  (num.  727)  que  la  sección  dada  al  hiperboloide  por  el  plano  atae 
paralelo  al  plano  tanjente  M'T'T;por  consiguiente,  esta  será  una  hipér- 
bola que  tendrá  por  eje  real  a  ODa,  y  por  eje  imajinario,  a  una  recta  igual 
aM'g  levantada  en  el  centro  (cü,B)perpendicularmente  al  plano  vertical. 
Las  asíntotas  de  esta  indicatriz  serán  ahora  de  fácil  construcción; 
pero  como  en  seguida  sería  preciso  proyectarlas  sobre  el  plano  tanjen- 
te M'T'T,  lo  que  evidentemente  se  reduce  a  tomar  a  M.^$^=u)a  y  le- 
vantar desde  el  punto  &*  una  perpendicular  al  plano  vertical  que  ten-* 
ga  por  lonjitud  a  M'g;  la  hipotenusa  del  triángulo  rectángulo  formado 
de  este  modo,  será  la  proyección  de  la  asíntota  sobre  el  plano  tanjente, 
y  también  será  (núm.  731)  la  tanjente  misma  de  la  sección  causada  por 
este  plano  en  el  toro.  En  fín,  para  obtener  esta  tanjente  sobre  el 
plano  horizontal,  es  preciso  proyectar  el  lado  M^d'  de  este  triángulo  se- 
gún Md,  levantar  en  seguida  una  perpendicular  (í^=M'6,y  la  recta  ^M 
será  la  tanjente  de  la  rama  Mhre.  La  tanjente  ^"M  de  la  otra  rama 
MHRE  se  obtendrá  por  medio  de  la  segunda  asíntota,  y  como  esto  se  re- 
duce a  tomar  ají/l"=d>í,  vemos  que  en  cuanto  al  método  práctico,  la 
construcción  de  estas  dos  tanjentes  no  exije  sino  un  numero  corto  de 
operaciones  mui  sencillas. 

735.  Después  de  haber  determinado  por  los  métodos  precedentes, 
las  tanjentes  o  los  primeros  elementos  de  las  dos  líneas  de  curbatura  re- 
lativosa  un  punto  cualquiera  M  señalado  sobre  una  superficie  jeneral  S^ 
será  preciso  para  obtener  el  curso  entero  de  estas  líneas,  que  repitamos 
operaciones  semejantes  a  las  anteriores  en  un  pnnto  Mg  mui  próximo  a 
a  M,y  elejído  sobre  una  de  las  dos  tanjentes  halladas  ya;  operar  en  se- 
guida lo  mismo  con  un  punto  M3  próximo  a  M,  y  colocado  sobre  una  de 
las  dos  direcciones  que  siguen  las  líneas  de  curbatura  relativas  a  este  úl- 
timo punto;  y  así  subcesivamente.  Pero  la  complicación  e  incertidumbre 
de  semejante  marcha,  hace  ver  que  la  determinación  completa  de  las 
líneas  de  curbatura  es  un  problema  que  jeneralmente  es  insoluble  por 
medio  de  operaciones  puramente  gráficas;  por  consiguiente,  debemos  re- 


4-16  LIBRO  VIII.    CURBATURA  DE  LAS  LINEAB  Y  P£  JLAS  SUPERFICIES. 

cii^rir  al  Análisis  para  conseguir  datos  ciertos  sobre  esta  materia,  cuan* 
do  la  snperfícic  no  se  halle  entre  alguno  de  los  jéneros  examinados  en 
los  números  TO?,....  71 1;  y  ahora  vamos  a  esponer  los  bellos  resultado^ 
a  que  llegó  Monge  en  el  ejemplo  de  un  elipsoide  de  tres  ejes  desi- 
guales (*). 
FIO.  144.  736.  Sean  a^hy  c  los  tres  semi-ejes  del  elipsoide  dado,  entre  los 
cuales  suponemos  que  existe  la  relación  a>  h>  c.  Adoptemos  por  pla- 
no horizontal  de  proyección,  iin  plano  paralelo  a  los  dos  ejes  mas  gran- 
des, y  elijamos  el  plano  vertical  paralelo  al  eje  máximo  y  al  mínimo.  Si 
entonces  (O,  O')  es  el  centro  de  la  superficie,  y  describimos  sobre  los 
semi-ejes  OA=a  y  OB=¿,una  elipse  (ABDE,  A'D'),  este  será  el  contor- 
no aparente  del  elipsoide  sobre  el  plano  horizontal;  en  tanto  que  el  con- 
torno aparente  relativo  al  plano  vertical,  será  la  elipse  (A'C'D'F',  AD) 
descrita  con  los  semiejes  0'A'=íi  y  0*C'=c.  La  tercer  elipse  principal, 
que  tiene  por  semi-ejes  a  ¿  y  c,  se  halla  proyectada  sobre  BE  y  C*F';  y 
la  hemos  abatido  aquí  según  EC".  En  cuanto  a  las  excentricidades  dé 
estas  tres  elipses,  las  hallaremos  gráficamento  por  medio  de  las  relacio- 
nes conocidas 

y  así  será  fácil  construir,  con  el  ausilio  de  las  cuartas  proporcionales,  las 
dos  distancias 

^  d"i^—&      ae       ^^       ,    \í^^^^      be 

sobre  estas,  como  semi-ejes,  describiremos  una  elipse  ausiliar  aeS» 
y  §n  seguida  una  hipérbola  ausiliar  ady>  Hecho  esto,  tomaremos  sobre 
los  ejes  de  la  proyección  vertical,  dos  distancias 

con  tas  las  cuales,  como  semi-ejes,  describiremos  una  nueva  elipse  auH- 


if I .  . . i  -  ■ 


(*)     Véase  el  capitulo  XVI  de  nuetra  Análisis  aplicada  a  la  Jeome 
tría  de  tre^  dimeosionos. 
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liar  XMZ'  qne  se  hallará  siempre  fuera  del  .elipsoide»  por^e  ras  do» 
ejes  eon  eridentemente  iDayores  nuea  y  c. 

737.  Sentado  esto,  el  análisis  nos  enseüa  que  las  líneas  de  curbatura 
ds  la  primer  especie  Mtán  proyectadas  horizontalmente  según  las  hipér- 
bolas TU,  LS,  KR,....  y  verticálmente  según  las  elipses  T'U',  Xi'S^ 
K'R',....  que  con  los  datos  precedentes  se  construyen,  del  modo  siguien- 
te.  Después  de  haber  elejido  sobre  O  A  un  punto  arbitrario  T,  pero  si- 
tuado entre  O  y  a,  se  trazan  dos  coordenadas  Te  y  £&  de  la  elipse  ausi- 
liar  ag;  en  seguida,  con  la  abscisa  OT  como  eje  real,  y  con  la  ordena- 
da Od  como  ^e  imajinarío,  se  describíráuua  hipérbola  TU.  Hedió  esto, 
séproyecta  el  punto  U  en  que  esta  hipérbola  va  a  cortar  al  contorno  apa* 
rente  ABD,  a  U',  desde  el  cual  se  trazan  las  dos  condenadas  UV  y  n^  de 
la  elipse  ansiliar  X-Z';  en  seguida,  con  la  abscisa  O'U'  y  la  ordenada  O'^ 
como  semi-ejes,  se  describe  una  elipse  ^T'U'  que  es  la  proyección  vertical 
de  la  línea  de  curbatura  proyectada  ya  horizontalmente  según  TU.  Go* 
nocemos  mui  bien  que  esta  línea  de  curbatura  es^au^a,  pero  cerrada^  y 
que  presenta  partes  simétricas,  encima  y  debajo,  delante  y  detras  de  los 
planos  principales  del  elipsoidci  lo  que  motiva  que  sus  dos  proyecciones 
no  ocupen  sino  una  porción  limitada  de  la  hipérbola  o  de  la  elipse. 

738.  £n  cuanto  a  las  líneas  de  curbatura  de  la  segunda  especie, «s-  fig.  144. 
tas  se  proyectan  horizontal  y  verticálmente  sobre  las  elipses  (f  MV, 
<p*M'V*)  y  (^NI,  vi'Nl*),....  que  se  construyen  del  modo  siguiente.  Des* 

pues  de  haber  tomado  un  punto  arbitrario  V  entre  a  y  A,  se  trazan  las 
dos  coordenadas  Vd  y  d^^  de  la  hipérbola  ausiliar  ay:  y  en  seguida,  som- 
bre las  rectas  O  V  y  Of  como  semi-ejes,  se  describe  una  elipse  ^Y^.  He- 
cho esto,  se  proyecta  el  vértice  9  o  v{/  de  esta  curba,  sobre  la  elipse  prih- 
cipal  abatida  según  EC,  y  se  levanta  el  pnnto  9"  a  9'  sobre  el  plano 
vertical;  trazando  en  seguida  las  dos  coordenadas  9'fc  y  fzW  de  la  elipse 
ausiliar  X'Z\  obtendremos  los  dos  semi-ejes  O' W  y  Oy  de  la  elipsie 
que  buscamos  9' V  W,  y  solo  una  parte  de  ella  recibe  la  proyección  ver- 
tical de  la  línea  de  curbatura  que  es  también  cerrada  y  gausa. 

739.  Estudiemos  ahora  las  variaciones  de  forma  que  padecen  las 
lineas  de  curbatura  de  las  dos  especies,  cuando  los  puntos  T  y  Y  se 
alejan  o  aproximan  a  a.  Guando  el  punto  T  está  en  O,  y  el  punto  V  en 
A,  la  proyección  de  la  primera  línea  de  curbatura  se  reduce  evidente- 
mente a  la  recta  fiOE,y  la  segundase  convierte -en  la  elipse  ABD,  to 
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•  ^^^ 

que  nos  dice  que  las  mismas  dos  elipses  principales  EC*^  y  ABDE irfon  U- 
noas  de  ciirbatara;  con  efecto^.Ias  normales  del  elipsofide  tíradás  por  todos 
los  puntos  de  la  una  o  de  la  otra  de  estas  cnrbas,  están  sitoadaften'iAr  pla- 
no, y  no  pueden  dejar  de  -cortarse  consecutivamente.  Goando  los  pniitoli 
Ty  V  se  aproximah  a.  a/ Ja  hipérbola  TU  y  la  eíipse  YMf  se  estreobani 
cada  vez  mas,  y  cuando  estos  pontos  hayan  llegado  a  a;  la:8egandaá6¥e* 
duce  evidentemente  a  la  porción  de  recta  ato,  mientras  i^ae  la  primera  es 
reemplazada  pot  las  porciones  rectilíneas  oA  y  caD;  de  moda  que  en  teste 
caso  las  dos  líneas  de  corbatura  vienen  a  coincidir»  y  su  con|antO:Q«B  da 
Ja  elipse  principal  (AD,  A'C'D').  Vemos  pues^^ua  el  pwiíU>:€f(^jWt0^ 
mólogo  O)  determinan  sobre  el  elipsoide  cuatro  puntos  singulares  (a,  ¿x*)^ 
{a,  a''),  (w,  (ú')9  (tf),  tü'')f  en  los  cuales  las  líneas  de  curlmtnra'dl9  las  dos 
especies  vienen  a  confundirse,  así  también  nos  lo  onseSa  la  proyección 
vertical  en  la  que  las  elipses  CT^U^  yf'V'W  se  abrelí  cada  ves  masi  una. 
en  sentido  horizontaU  y  la  otra  dn  el  vertical;  o  mas  bien^^eti  estos  <cnB« 
tro  puntos,  la  dirección  de  las  líneas  de  cñrbatura  son  indetermioadM» . 
según  lo  prueba  el  análisis,  y  la  curbatura  de  lá  superficie  al  rededor  de 
cada  uno  de  ellos  es  uniforme\  de  modo  que  estos  4on  <inatro  omhüga$^ 
según  los  hornos  definido  en  el  núm.  692.  .  ^  -.^ 

740.  El  Análisis  prueba  también  que^  sobre  el  plano  rertícal^^liodas 
las  elipses  de  las  dos  series  estáte  iiMcritat  en  el  roiiibo  X'Z^X'|Z'^  que 
precisamente  es  tanjehte  a  la  elipse  principal  A'G'D'F'  en  los  cuatro 
ombligos;  y  para  manifestar  una  aplicación  de  esta  bella  teoría,  vamos  a 
citar  lo  que  Mon^e  ha  escrito  sobre  este  asunto. 

74 L  "  Si  se  tratase  de  embovedar  un  espacio  circunscripto  por  una. 
elipse  en  la  proyección  horizontal»  no  se  podría  dará  la  bóveda  una 
superficie  mas  acomodada  que  la  de  la  mitad  de  un  elipsoide,  en  el  cual 
una  de  las  elipses  principales  coincidiese  con  la  elipse  del  nacimiento; 
y  suponiendo  que  esta  bóveda  debiese  ejecutarse  con  piedras  sillares, 
sería  preciso  que  la  división  en  dovelas  se  ejecutase  por  medio  de  las 
líneas  de  curbatura  cuya  construcción  hemos  dado  ya,  y  que  las  juntas 
fuesen  las  superficies  desarrol labios  normales  a  la  bóveda.  Las  líneas 
de  división  en  dovelas,  trazarían  sobre  la  superficie  compartimiento» rec- 
tangulares susceptibles  de  decoración;  y  estos  mismos  compartimientos 
no  tendrían  nada  de  fantástico;  porque  no  serian  sino  una  consecne&cia 
necesaria  de  la  línea  que  se  nos  dio  primero,  que  fue  una  elipse;  pero  el 
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destino  d^l  local  podria  influir  en  la  elección  del  eje  que  entre  loe  tres 
fuese  preciso  colocar  vertical  mente. 

'^  Si  no  kabiese  ninguna  razón  para  hacer  al  eje  vertical  igual  a  uno 
de  los  ejes  horizontales;  los  tres  ejes  serian  desiguales.  En  esta  hipó- 
tesis, podria  el  eje  vertical  ser  mayor  que  los  otros  dos,  y  la  bóveda  se- 
ría entonces  peraltada;  dicho  eje  podria  ser  el  menor  de  los  tres,  y  en- 
tonces la  bóveda  sería  rebajada;  finalmente  podria  este  eje  estar  com- 
prehendido  entre  los  otros  dos,  y  entonces  la  bóveda  sería  media.  La  bó- 
veda peraltada  manifestará  en  jencral  mas  atrevimiento  y  mas  dignidad; 
y  si  el  arranque  estubiese  a  una  grande  altura,  Cualquiera  que  fuese  el 
destino  del  local,  la  bóveda  peraltada  sería  la  que  se  debía  emplear,  por- 
que su  gran  elevación  haría  aparecer  sus  dimensiones  verticales  meno- 
res que  lo  que  en  realidad  son;  una  bóveda  de  cualquiera  otra  especie 
quedaría  demasiado  achatada.  Como  en  la  bóveda  rebajada  se  disminuye 
mucho  el  volumen  de  aire  que  comprchende,  será  mas  favorable  a  la 
voz  de  un  orador.  Sí  el  local  debiese  ser  iluminado  por  dos  arañas 
suspendidas  de  la  bóveda,  sería  preciso  que  esta  fuese  o  peraltada 
o  rebajada,  porque  en  estos  dos  casos,  tendría  su  superficie  dos  om- 
bligos, colocados  simétricamente  encima  del  eje  mayor  de  la  eUpse 
horizontal,  y  estos  ombligos  que  se  hacen  mui  perceptibles  por  los 
compartimientos  distribuidos  al  rededor  de  ellof*,  serian  los  puntos  na- 
turales de  suspensión;  en  este  caso  podremos  disponer  de  la  razón  que 
deban  tener  los  ejes,  para  que  estos  puntos  estén  espaciados  de  un  modo 
conveniente. 

''  Por  el  contrarío,  si  el  local  debiese  tener  cuatro  aberturas  grandes, 
o  si  la  bóveda  debiese  estar  sostenida  por  cuatro  grupos  de  columnas,  o 
finalmente  si  en  la  decoración  interior,  se  empleasen  cuatro  soportes 
distribuidos  simétricamente,  sería  preciso  elejir  la  bóveda  media  en  la 
que  los  cuatro  ombligos  están  siempre  en  el  arranque,  y  colocar  loa  ma- 
cizos o  soportes  en  las  cuatro  estremidades  de  los  ejes,  porque  en  los 
alrededores  de  estos  cuatro  puntos,  y  lejos  de  los  ombligos,  es  donde 
las  líneas  de  curbatura,  aparentes  por  la  decoración  de  la  bóveda,  y  que 
ademas,  encuantran  todas  verticalmente  al  arranque,  se  desvian  mas 
lentamente  de  la  línea  de  mayor  pendiente  de  la  superficie. 

742.  <<  En  el  dia  se  ocupan  en  la  construcción  de  las  salas  para  los 
dos  consejos  de  la  lejislatura;  el  sitio  de  que  se  ha  podido  disponer  has- 


fá  el  i)^á^nté  párá  ééUI  ¿dtlüí,  llit  bínitOó  á  dar  áT  ia^ffifclM  IfftiMb 
profundidad  enfrente  al  orador  qae  ^  ld8  KdÓti;  f  étftto  M  WjpIMlimw 
«ía  liá  pMalÁó  ^  \Í  vSz  Wúmi  dé  ««111»  á  ftiü/tff  é\á»m^^' 
iece  qíib  está  d  nni  dfsik>a'éiüti  éfa'itJMm^nfé  boHtMrUf  Jl  iK^tté  •»  ihN 
Bia  aáo^tür.  Wa  fódlag  I6é  rórój^  jtfóldMgKtfatf^fil»  «é  f  iiliHlWlJlur'«  nt 
anhU^;  a6  ÍiMÍ  lüá^tía  éoyá  IMi  Jé^á  íáÜé  ikmXtik  f  hoü  ¿fiWi^  <qáa 
iaélíptióá; p'¿VbómtgiiÍéiit;e,  iiérla prBtísb ijtib  Id üalttñtM^ »)^ii<á,f  i|éÉ 
queéááé  ciiMéiíík  ^of  lí'áá  tóVedá  dé  lá  (briáú  dé  tth  .^lípM(id«'«iébiijádD2 

^<  É)  liénfMode  Ta¿  aáámi>)éiÍB  l^nlátWiü  bjt^é  t^ttiá  IMjrt  tt^lhio  fÍM 
íi  mesa',  íl¿l¿¿fó  tt'é  elía  e^á  tá  irlbiíiiá  tf«I  «iniifltfK  CdlSMMl»  Ih  inÍM| 
en  lino  cl^  \¿k  véitiééi  dé  Ik  tíñ^é,  {(odrífabMíÉ  diiséitttti^l^  '««  téif|»' 
«¡o  súfrciébté  ípár¿  lá  comodidad  del  tiérviéiói  y  «I  bMdér  Mi  tfldlátin 
tíátttratmé¿b  8óloéádb  'tíá)¡o  yibú  de  Ióé  i»fttbti¿)M  dé  lüt  My«dli;^  él.ftai- 
í^^trb  no  bé&partk  Úoo  lá  ]^rté  ^üé  ééttirHUie  délaaw.  Otttt  gkteníK  qm 
^iefae  yoeKá  i  ^tJbia  Ib  sala  y  li^é  élitttvíéitt  báiíaa'to  «létádl  ^araiiOT 
¿^iUvíésé  básiáhtlé'Éte^ráAi  tfél  áhfitéiÉtk^  éét^iiik  pHth^»  slf^büm 
JÉ^\Í0Í¿¿1áM.  Lá'vklá  q'ite  fabtnvié^é?tri'fifaiiaiii  tftu^ifá  obra  labj^ie  d« 
7rfóg%ítéitíaád,  j^íá  déiéttriiüráe  ic^ib  édábíMi^  h«tíeMte  qUe  ft  «UáviA 
tfé  iéstá^  ci»iréüponUréüé  nná  íhéidttVa  éhlü^Vé^diriSidtt  Begtm  Itüiibk 
Ule  ctírbaitttk^  tttééhd'ertté;TMái  ésMto  iüttldi»üiíÉ/t«tti««ÍM  en  »ú  ilnMqiMC 
«fe  ^b^rbhrSá  ál  TédédiMr''de  rña  k  éitlfb  otíSAig^,  '^páHk  VbVtéi  a  tajar  em 
sé'^aMá  'a  plóm& 'so'bk'é  las  bó^írÍDiiak  ópáésDail,  y  édOtfáfi  «raíádas  per- 
l^éhdícürái'méhi^  ^br  otras  mbldüraii  dbbladftÉ  ségM  láft  Ikk&m  dé  la  ótia 
curbatura.  Los  intervalos  de  estas  moldnras  podrán  estar  abiertos,  ya  sea 
para  dar  luz  a  lá  sala,  o  para  dar  salida  ed  aire^  y  formarán  TÍdrierás  ttié- 
kioa  fantásticas  qae  tos  rosetones  de  nuestras  iglesias  gótica*.  Fix  fin,  dos 
.itií^iifiaB  saupetididas  de  los  'ombligos  de  lá  bóveda,  á  cuya  suspensión 
jparederia  Concurrir  toda  la  bóveda,  servirían  para  ilníninar  lasaládiir 
i^áílite  ia  nocho. 

'<  No  entraremos  eáinaybvásiporiBenoires  sobre  este  asunto;  bástanos 
liíáiíbér  iüdicttdb  a  los  artistas  nn  objeto  simple,  cuya  deboracibn,'aah- 
'i¡iÉe  tam  rica,  fhiede  ^no  ten«^  viada  arbitrario,  porqde  principalnDientb 
-ébfisiiWe'én  Mi«fntítefara4a  Vista  de  todób  on  ornato  mui  gracioso*  saca- 
do de  lanat«ratb!aa  misÉHt  del  «üjeto. " 

748.  Pauta  <báéér  iqae  «1  depuraRlo  144  ñiese  aplicable  a  S&s  idtiSÉ  '<qae 
Haitití  de  'éi^(ii*«r  McNisK,  sería^reoÜo  Súttribtñl*  las  líneas  de  cnrbalafai 


M(»ndeBt#9,  d«  WQClft  fla^i  dividiesen  a  la  elipse  de  arranque  ABPJ^ 
w  part^  igpaie«i  US,  9R....  Dada  que  fuese  entonces  el  pquto  ü,  je 
prpywtarí»mpfl  «t  ü',  y  de  aquí  coucluinwes  loa  dps  semi^ejes  V'n  y 
Tit  de  la  elipse  5T'Ü\  y  aoa  ve?  trazada  esta^  nog  daría  el  punto  T'« 

que  proyectado  a  T  determinaría  los  vértices  y  los  ejes  Te,  eO  de  la 
hipérbola  pedida  TU.  En  cuanto  a  las  líneas  de  segunda  curbatura, 
las  haríamos  pasar  por  puntos  que  dividiesen  a  la  semi-elipse  EC"B 
en  un  numero  impar  de  partes  iguales;  y  proyectando  cada  punto  de 
división  cp"  a  v|/,  y  levantándolo  a  9',  nos  daria  a  conocer,  como  en  el 
núm.  738,  a  los  semi-ejes  y\^  y  ^V,  (p'/i  y  fíW,  de  las  elipses  v}.Vcp  y 
rp'V'W,  según  las  cuales  se  proyecta  una  línea  de  la  segunda  cur- 
batura. 

744.  HiPERfioLotDE  oscuTiADOR  al  largo  de  una  jeneratriz  de  t^nanoj 43, 
superficie  gausa  S.  Hemos  visto  (núm,  578)  que  si,  en  los  planos  tan- 
Jentes  relativos  a  tres  puntos  M,  M'  y  M",  tomados  sobre  la  misma  jene- 
ratriz G,  se  trazaban  las  rectas  arbitrarias  MQ,  M'Q',  M"Q",  y  las  adop- 
tábamos por  directrices  de  la  recta  móvil  G,  obtendríamos  de  este  modo 
nn  hiperboloide  de  una  napa  que  se  identificaría  con  la  superficie  S  eti 
todo  el  largo  de  la  recta  GMM'M^'^  ps  decir,  que  tendría  en  cada  punto 
de  esta  línea  el  mismo  plano  tanjente  que  S;  de  modo  que  el  elemento 
superficial  MM'M'Wm'm,  indefinido  en  lonjitud,  sería  común  a  las 
dos  superficies.  Pero  hai  una  infinidad  de  hiperboloides  que  gozan  de 
este  propiedad,  snpuesto  que  las  tres  directrices  MQ,  M'd',  M^'d^' 
pueden  trazarse  a  discreción  en  los  planos  tanjentes.  Pero  si  se  elije 
la  recta  CtM.  de  modo  que  sea  tanjente  a  la  cúrba  Ma  según  la  cual  es 
cortada  la  superficie  S  por  su  plano  tanjente  en  M,  sabemos  (núm.  731) 
que  esta  tanjente  tendrá  dos  elementos  Mm  y  mn  comunes  con  Ma,  y 
por  consiguiente  con  S:  lo  mismo  sucederá  con  las  rectas  M'Q'  y  M"Q", 
si  las  elej irnos  tanjentes  a  las  secciones  MV ,  M"a",.  que  trazan  en  la 
superficie  los  planos  tanjentes  relativos  a  los  puntos  M'  y  M";  por  con- 
siguiente, adoptando  estas  tres  tanjentes  particulares  por  directrices  del 
hiperboloide,  este  último  tendrá  también  dos  elementos  superficiales 
MM"?w"?n  y  mnC'rL^n  comunes  con  S,  y  se  llamará  hiperboloide  oscula- 
dar  de  esta  superficie,  al  largo  de  la  recta  asignada  GMM'M".  Como 
la  jeneracion  de  csie  hiperboloide  no  contiene  sino  datos  enteramente 
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fijos,  será  único  y  presentará  con  la  snpcrficic  S  un  contacto  mas  íntimo 
que  tOíJos  los  otros;  ademas,  respecto  a  cualquier  punto  de  la  recta  GM^ 
las  líneas  de  curbatura  de  S  serán  taiijentes  a  las  del  hiperboloide  os- 
culador,  y  estas  últimas  son  fáciles  de  determinar,  en  virtud  de  las  ob- 
servaciones del  núm-  732. 


»I4N0|^®^0I«U 


^SXm^D  SS^^ 


ADZozoanaa 


CAPITULO  PRIMERO. 


Teoremas  diversos. 


Reunimos  aquí  varias  proposiciones  relativas  a  las  teorías  anteriores,  que  entonces 
no  hubieran  tenido  una  aplicación  inmediata,  y  que  nos  serán  útiles  en  la  Pers- 
pectiva, las  Sombras  y  la  Estereotomía. 


745.  Cuando  un  cilindro  penetra  a  una  esfera  por  una  curba  pla- 
na, la  segunda  rama  de  la  intersección  es  asimismo  plana  :  ademas» 
esta  curha  de  salida^  que  es  un  circulo  igual  a  la  curba  de  entrada,  es 
perpendicular  al  plano  que  se  tire  formando  ángulo  recto  con  la  curba 
de  entrada  y  paralelamente  a  las  jeneratrices  del  cilindro. 

Conduzcamos  por  el  centro  de  la  esfera,  un  plano  de  proyección  qneTio.145. 
sea  paralelo  a  las  jeneratrices  del  cilindro  y  perpendicular  a  la  curba 
de  entrada :  esta  curba,  que  entonces  necesariamente  es  un  círculo,  es^ 
tara  representada  por  la  cuerda  AB  igual  a  su  diámetro,  y  las  jenera- 
trices CA  y  FÍB,  saldrán  de  la  esfera  por  los  puntos  A'  y  B'  que  están 
evidentemente  situados  sobre  el  mismo  círculo  máximo  que  A  y  B, 
mientras  que  una  arista  cualquiera  DM  saldrá  de  esta  superficie  por  un 
punto  cuya  proyección  M  caerá  sobre  la  retta  A'B\  Con  efecto,  todas 
las  cuerdas  paralelas  AA',  BB',  MiM',....  comprehendidas  en  la  esfera, 
estarán  divididas  en  dos  partes  iguales  por  el  plano  OR  tirado  del  cen-* 
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tro  perpeiidicularinente  a  su  dirección  común;  luego  las  ordenadas  EA, 
PM,  IB,  son  respectivamente  iguales  a  EA',TM',  IB';  y  en  virtud  de 
esto,  es  cierto  que  los  tres  puntos  A',  M'  y  B'  se  hallan  en  línea  recta; 
porque  A,  M  y  B  cumplen  con  esta  condición.  De  donde  resulta  que 
la  curba  de  salida  está  proyectada  sobre  la  recta  A'M'B',  y  que  según 
esto  w/?/awa;  ademas,  cumple  mui  bien  con  las  otras  condiciones  del 
enunciado,  según  la  elección  del  plano  de  proyección  de  que  nos  hemos 
servido,  y  en  virtud  de  que  el  diámetro  A'B'  es  evidentemente  igual  al  AB. 

Observemos  que  si  el  cilindro  penetrase  a  la  esfera  por  un  círculo 
máximo  como  el  a06,  la  curba  de  salida  sería  el  otro  círculo  máximo 
d'OV;  y  para  construir  mas  fácilmente  esta  última  curba,  que  la  encon- 
traremos en  el  depurado  de  las  Sombras  de  un  nicho,  bastará  emplear  ua 
plano  de  proyección  que  sea  paralelo  a  los  rayos  de  luz  y  perpendicular 
ala  curba  de  entrada,  porque  sobre  un  plano  situado  así,  se  proyectará 
la  curba  de  salida  según  una  recta. 

746.  Si  en  la  intersección  de  un  cono  con  7ina  esfera^  la  curba  de 
entrada  es  plana,  la  curba  de  salida  lo  e^  también. 
no.  146.  Adoptemos  por  plano  de  la  fígura  el  que  pase  por  el  centro  de  la  esfera 
y  la  cúspide  del  cono,  y  que  al  mismo  tiempo  sea  perpendicular  a  la  cur- 
ba de  entrada,  y  designémosle  con  el  nombre  de  plano  horizontal.  La 
curba  de  entrada  que  precisamente  es  un  círculo,  estará  proyectada  se- 
gún una  cuerda  AB  de  la  esfera,  y  si  S  es  la  cúspide  situada  en  el  plano 
horizontal  que  hemos  olejido,  las  dos  aristas  SA  y  SB  irán  manifiesta- 
mente a  salir  de  la  esfera  por  los  puntos  ayb;  pero  decimos  ademas  que 
hi  recta  ab  os  la  proyección  total  de  la  curba  de  salida.  Con  efecto,  sí 
por  el  punto  de  la  superficie  cónica  que  está  proyectado  en  m  tiremos  un 
plano  vertical  A'mB^  paralelo  a  AB,  dicho  plano  cortará  al  cono  «egun 
an  círculo  cuyo  diámetro  será  A^B\  el  mismo  que  abatiremos  segnn 
A*m^B^  y  como  la  ordenada  m^m  del  cono  es  media  proporcional  entre 
las  dos  partes  de  este  diámetro»  tendremos  que 


mm'=  A'w .  f/iB\ 

y  como  ademas  los  dos  triángulos  mA*a  y  mB*6  son  semejantes,  por  te- 
ner ^1  ángulo  A'  igual  al  SAB  que  tiene  por  medida  al  mismo  arco  qnc 
el  ángulo  oAB;  sígnese  que  estos  triángulos  nos  darán  la  igualdad 
siguiente: 
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A'm.  mh'=sam.7nb  y  de  aquí  mm'  tssam.  níb 

Esta  última  relación  prueba  que  la  ordenada  abatida  ségün  mm\  perte- 
nece también  al  círcalo  vertical  descrito  sobre  ab  como  diámetro,  y  ya 
qae  este  nuevo  círculo  está  evidentemente  sobre  la  esfera  propuesta, 
concluiremos  de  aquí  que  el  estremo  de  la  ordenada  mm\  o  el  punto  del 
cono  que  está  proyectado  en  m  se  halla  al  mismo  tiempo  sóbrela  esfera. 
Como  esto  mismo  diriamos  de  cualquiera  otro  punto  del  cono  proyecta- 
do en  n  sobre  ab,  es  cierto  que  el  plano  vertical  ab  corta  al  cono  y  a  Ta 
esfera  según  un  círculo  únicOf  que  iesla segunda  rama  de  su  intersección 
o  la  curba  de  salida;  con  lo  que  queda  demostrado  él  teorema  enun- 
ciado. 

747.  Observemos  que  el  círculo  vertical  ab  es  precisamente  el  que 
se  llama  sección  antiparalela  del  cono  SAB  de  base  circular;  porque  la 
primera  condición  con  que  debe  cumplir  esta  sección,  es  la  de  ser  per- 
pendicular al  plano  principal  del  cono,  es  decir,  al  que  pasando  por  ía 
cúspide  S  y  el  centro  C  de  la  base  circular  AB,  es  ademas^  perpen- 
dicular a  esta  base;  y  este  plano  coincide  evidentemente  con  el  de 
nuestro  depurado,  que  contiene  a  los  puntos  S,  O  y  al  radio  OC  Xiá 
sección  antiparalela  debe  en  seguida  formar,  sobre  el  plano  principal/ úñ 
triángulo  &ab  semejante  sin  ser  paralelo  a  SAB;  cuya  condición  queda 
también  satisfecha,  pues  acabamos  de  observar  que  los  ángulos  SAB  y 
Sba  tienen  la  misma  medida. 

748.  Cuando  dos  cilindros  de  segundo  grado  se  corlan  según  Idpru 
mera  curba  plana,  la  curba  de  salida  es  tafnbien  plana. 

Supongamos  que  la  elipse  EMM^FN^N  sea  la  curba  de  entrada,  co-^ur.  147, 
mun  a  tos  dos  cilindros  (el  mismo  razonamiento  es  también  aplicable  á 
una  hipérbola  o  a  una  parábola);  tirando  en  este  caso  varios  blanda  qtae 
sean  paralelos  a  un  mismo  tiempo  a  las  jeneratrices  de  los  dos  cilindrioíá, 
éátos  planos  trazarán  eti  la  elipse  cuerdas  MÑ,  M^NV...  qué  serán  pára< 
lelas  entre  sí,  y  ademas  cada  uno  de  estos  planos  cortará  a  los  cilindros 
según  cuatro  rectas;  las  que  correspondéh  al  plano  decanté  MN,  es  decir, 
las  MA  y  NB,  IVf^  y  N¿,  formarán  por  medio  Áe  sii  intéi^seécipn,  un  pára- 
lelógramo  MnNm  cuyos  dos  vértices  fnyn  pérteíieóerán  tñáhifléstáitidn^ 
te  a  la  curba  de  salida;  así  ínistno,  esta  curba  pagará  por  los  puntos  ni  y 
n'  en  que  se  cortan  las  cuatro  aristas  M' A'  y  N'B',  M V  y  PTJ*  cotítéáídav 
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en  el  plano  secante  M'N';  y  así  de  las  demás.  Y  como  todas  las  diago- 
nales mtij  m'n\....  son  evidentemente  paralelas;  pasarán  ademas  por  el 
medio  de  las  cuerdas  MN,  M'N',....  y  por  consiguiente,  encontrarán 
todas  al  diámetro  EF  conjugado  con  estas  cuerdas.  Luego  estas  dia- 
gonales formarán,  apoyándose  sobre  la  recta  EF,  una  superficie  preci- 
samente j^/ana,  que  contendrá  a  toda  la  curba  de  salida  min^Fn^n,  y  así 
esta  última  cumple  exactamente  con  el  enunciado  del  teorema. 

749.  Vemos  ademas,  que  la  curba  mm'Fn'n  será  de  la  misma  espe- 
cie que  la  curba  de  entrada;  porque  para  las  abscisas  comunes  OP,  OP',... 
las  ordenadas  MP  y  ?wP,  M'P'  y  m'P',....  serán  evidentemente  propor- 
cionales; de  modo  que  en  el  caso  actual  las  dos  ramas  de  intersección 
serán  dos  elipses  que  tendrán  un  diámetro  común  EF.  Es  también  claro 
que  en  las  estremidades  de  este  diámetro,  las  tanjentes  ET  y  FV  de  las 
dos  curbas,  así  como  también  las  aristas  de  los  dos  cilindros,  serán  todas 
paralelas  a  los  planos  secantes  empleados  aquí  arriba;  por  consiguiente, 
los  cilindros  propuestos  tendrán  dos  planos  tanjentes  comunes  y  pa- 
ralelos. 

750.  Cuando  dos  superficies  de  segundo  grado  tienen  un  eje  común 
en  magnitud  y  posición,  no  pueden  cortarse  sino  según  dos  curbas  pla- 
jeas que  ambas  pasan  por  el  eje  común. 

.  148.  36gQn  la  hipótesis  admitida,  las  dos  superficies  tendrán  el  mismo  cen- 
tro,  y  haciendo  pasar  por  este  punto  el  plano  horizontal  de  proyección 
que  ademas  elejirémos  perpendicular  al  eje  común  (O,  O'C),  este  cor- 
tará a  las  dos  superficies  dadas  según  dos  curbas  de  segundo  grado  y 
concéntricas  ABDE  y  abde.  Pero  si  estas  últimas  sp  encuentran  en  dos 
puntos  G  y  H,  habrá  precisamente  otros  dos  ly  K,  diametralmente 
opuestos  a  los  primeros,  que  también  serán  comunes  a  las  dos  curbas. 
Entonces  el  plano  vertical  GI  cortará  a  las  superficies  propuestas  según 
dos  curbas*que  coincidirán  completamente,  porque  tendrán  los  mismos 
semi-ejesOG  y  O'C;  luego  esta  sección  común  será  una  de  las  ramas 
de  la  intersección  total  de  las  dos  superficies,  y  la  otra  rama  será  la  sec- 
ción también  común,  producida  por  el  plano  vertical  HK, 

Estos  mismos  raciocinios  son  aplicables  a  todas  las  superficies  de  se- 
gundó grado  que  tienen  un  centro,  ya  sean  o  no  de  la  misma  especie, 
con  tal  que  el  eje  común  sea  a  un  mismo  tiempo  real  o  imajinario  en 
Ijás  dos  superficies. 
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751.  Si  la  primera  no  ta?iese  centro»  sa  eje  único  setía  infinito;  y 
por  consiguiente,  la  segunda  debia,  para  cumplir  con  el  enunciado  del 
teorema,  ser  también  un  paraboloide  que  tuviese  la  misma  cúspide.  En 
este  caso,  cortaríamos  a  estos  dos  paraboloides  con  un  plano  perpendicu- 
lar al  eje  común,  y  estas  dos  secciones  que  evidentemente  tendrían  el 
mismo  centro,  se  encontrarían  en  cuatro  puntos  diametralmente  opuestos, 
como  los  G  e  I,  H  y  K  en  la  figura  precedente;  de  donde  concluiríamos 
que  el  plano  conducido  por  la  recta  GI  o  IIK,  y  por  el  eje  común,  corta 
a  los  paraboloides  según  dos  parábolas  que  como  tienen  el  mismo  eje^ 
la  misma  cúspide  }'  un  punto  común  G  o  H,  se  confundirán  necesa- 
riamente. 

752.  Podremos  jeneralizar  el  teorema  del  núm.  750,  aplicándole  a 
dos  superficies  de  segundo  grado  que  tengan  dos  planos  tanjentes  comu- 
nes y  paralelos.  Con  efecto,  la  recta  que  una  los  puntos  de  contacto  de 
estos  planos  será  un  diámetro  común  a  las  dos  superficies,  y  como  el 
plano  diametral  conjugado  con  este  diámetro,  debe  ser  paralelo  a  los 
planos  tanjentes  dados,  sera  el  mismo  para  la  primera  y  segunda 
superficie,  y  cortará  a  estas  según  dos  curbas  concéntricas,  tales  como 
ABDE  y  abde\  de  modo  que  el  plano  tirado  por  GI  o  HK,  y  por  el  diá- 
metro común,  producirá  en  las  superficies  propuestas  dos  secciones  que 
deberán  también  coincidir,  en  virtud  de  que  tendrán  dos  diámetros  con- 
jugados comunes  en  dirección  y  lonjitud;Iuego  estas  superficies  se  corta- 
rán según  dos  curbas  planas. 

753.  Un  caso  particular  de  este  teorema  se  presenta  en  el  encuen*pio.  149. 
tro  de  dos  cañones  cilindricos  que  tienen  el  mi^mo  plano  de  arranque  y 

la  misma  montea.  Con  efecto,  si  el  círculo  AMNB  y  la  elipse  amn¿  cuyos 
ejes  verticales  son  iguales,  representan  las  bases  deestov  cilindros,  qne 
aquí  están  abatidas  al  rededor  de  los  ejes  AB  y  ah  situados  en  el  plano 
horizontal  del  arranque,  vemos  desde  luego  que  las  cuatro  jeneratrices 
AG,  BH,  aG  y  JK,  se  encontraráu  formando  el  rectángulo  GHIK,  Si  en 
seguida  cortamos  a  los  dos  cilindros  con  un  mismo  plano  horizontal,  ob- 
tendremos cuatro  aristas  que  saldrán  de  los  puntos  M,  N,  m  y  n,  y  qne 
necesariamente  se  encontrarán  en  puntos  cuyas  proyecciones  M',  N*, 
M"  y  N"  caerán  precisamente  sobre  las  diagonales  del  rectángulo 
GHIK;  poque  siendo  iguales  las  dos  ordenadas  jE?m  y  PM,  sabemos  que 
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las  nbacisss  ap  y  AP  seráa  eutre  sí  como  Ioh  dos  ejes  alf  y  Alt,  lo  cual 
nos  (Ja  la  proporción 

Ga  :  «M' : :  GK  :  Kí; 

de  donde  conclHimos  que  el  punto  M'  está  en  linea  recta  con  G  e  I.  De 
nn  modo  semejante  probarémus  que  N"  cae  sobre  la  misma  diagonal, 
en  tanto  que  N'  y  M"  están  sobre  la  recta  HK;  y  así  la  intersección  to- 
tal de  los  cilindros  propuestos,  se  compondrá  de  las  dos  elip3es  situadas 
en  los  planos  perlicales  Gl  y  HK. 

754.     ObseH"    iíiop     ^  iperficies  cualesquiera  S  y  8'  se 

tocan  en  un  punto,  y  t  i  según  una  cnrba  de  dos  ramas 

que  pasan  por  * "     i  i,  no  es  posible  hallar  las  tanjen- 

tes  de  estas  raí  <  por  el  método  de  los  planos  tan- 

jentes,  porque  <  se  sustituyen  a  las  superficies  S 

y  S',  dos  supe  Sy  ^'  qne  scaii  osculadoras  de 

las  primeras,  €  :cion  de  ^  con  S'  tendrá  las  mis- 

mas tenjentes         [a  mi'  con  S'.  Y  como  en  cada  superfi- 

cie £  o  S'  bai  h  :d  ea  arbitraria  (núm.  696),  aun-" 

que  siempre  esi       i        c  lal  al  punto  que  consideramos,  si 

tomamos  este  ido,  sucederá  que  las  superficies 

2y  S'se  con     li  laa  (núra.  750),  cuyas  proyeccio- 

nes sobre  un  plano  perpencttcular  u  lu  normal,  se  reducirán  a  dos  rectas 
fáciles  de  construir,  estas  dos  rectas  serán  manifiestamente  en  esteca- 
•^  so  las  tanjentee  de  las  dos  ramas  de  la  intersección  de  S  con  8',  para  eJ 
punto  múltiplo  de  que  tratamos.  Este  método  injenioso  lo  ha  dado  M . 
Th.  Olioer,  en  uaa  menorja  inserta  en  el  cuaderno  21  del  Diario  de  la 
Escuela  Politécnica;  y  el  autor  lu  ha  aplicado  al  conoide  de  la  bóveda 
por  aristas  en  cañoncicular,  cuyas  tanjentes  hemos  hallado  por  otro  me- 
ilio  (núm. €46).  >: 

sia.  150.  755.  De  las  tawjentés  comjugadas  o  recíprocas.  Cuando  un  cobq 
VMKN  está  circanscrito  a  una  superficie  de  segundo  grado,  una  arista 
cualquiera'VM  de  este  pono  y  la  íaíycníe  MT' tirada  a  lacurbade  con- 
tacto MKN  por  el  pie  de  esta  arista,  son  siempre  respevtivamenie  para- 
lelas a  dos  diámetros  conjugados  de  la  sección  producida,  en  la  superfi-. 
cié,  por  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente  VMT^'j  ,,i,,,,,  .  ,,  ^ ,il\{,} 
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Para  demostrar  este  teorema  (*),  adoptaremos  como  plano  de  la  figu- 
ra al  plano  diametral  que,  pasando,  por  la  arista  MV  y  el  diámetro  YO, 
corte  a  la  superficie  según  una  curba  NXMY  a  la  que  será  tanjente  VM. 
Si  ademas^  tiramos  el  plano  diametral  conjugado  de  YO,  la  sección  de 
este  plano  con  la  superficie  será  una  curba  EZY  paralela  y  semejante 
(núm.  354)  a  NKM,  y  por  consiguiente,  las  tanjentes  YT  y  MT'  serán 
paralelas;  luego  el  conjugado  de  OY  será  una  recta  OZ  paralela  a  MT*. 
Sentado  esto,  como  los  tres  diámetros  OX,  OY  y  OZ  son  conjugados 
entre  sí,  resulta  de  aquí  que  el  plano  XOY  de  la  figura  actual,  divide 
cu  dos  partes  iguales  a  todas  las  cuerdas  paralelas  a  OZ;  esto  mismo 
sucederá  con  el  diámetro  RY'  tirado  paralelamente  a  MY;  y  como  este 
diámetro  es  también  conjugado  de  OZ  en  la  sección  RZY',  que  es  tam- 
bién paralela  al  plano  tanjente  YMT',  queda  justificado  el  enunciado  de 
que  tratamos,  porque  OY'  y  OZ  son  respectivamente  paralelas  a  la  aris^ 
ta  YM  y  a  la  tanjente  MT\ 

756.  A  estas  dos  tanjentes  de  la  superficie  se  les  ha  dado  también 
el  nombre  de  recíprocas,  porque  si  colocásemos  sobre  MT'  la  cús- 
pide de  un  nuevo  cono  circunscrito  al  elipsoide,  la  curba  de  contacto  de 
este  cono  tendría  por  tanjente  a  la  recta  MY.  Con  efecto,  la  sección 
dada  en  la  superficie  propuesta  por  un  plano  paralelo  al  plano  tanjente 
en  M  sería  la  curba  RZY',  cuyo  diámetro  OZ  paralelo  a  MT'  tiene  por 
conjugado  a  OY':yasí  es  que  la  tanjente  a  la  nueva  curba  de  contacto, 
que  según  el  teorema  precedente,  debe  ser  paralela  a  OY',  no  podrá 
ser  sino  MY  que  es  la  que  cumple  con  esta  condición. 

757.  Esta  reciprocidad  y  el  teorema  del  núm.  755  en  que  está  fun-pio.151. 
dada,  se  estienden  con  fisicilidad  a  un  cono  circunscrito  a  una  superficie 
cualquiera  S.  Porque  sean  AMB  la  curba  de  contacto  de  estas  dos  su- 
perficies, MT  una  de  sus  tanjentes,  y  YM  la  arista  del  cono  que  termina 

en  el  punto  de  contacto;  puede  mirarse  a  esta  arista  (num.  182)  como 
la  intersección  de  dos  planos  tanjentes  infinitamente  próximos,  tirados 
desde  la  cúspide  Y  a  la  superficie,  y  cuyos  puntos  de  contacto  p  y  q  con 
S,  se  hallen  sobre  la  curba  AMB.  Figurémonos  ahora  el  elipsoide  o  el 


C*J     Se  le  debe  a  M.  Dupin,  ^i^ro  aquí  le  demostraffws  de  un  modo 
diferente,  sin  necesidad  de  pasar  por  el  intermedio  de  un  cilindro. 

54ft 
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liíperboloide  S  que  fuese  osculador  de  S  en  M;  en  los  alrededores  de 
este  punto,  las  superficies  S  y  S  tendrán  dos  planos  tanjentes  consecu- 
tivos comunes;  luego  los  puntos  j!?  y  q  pertenecerán  tambien'a  la  curba 
de  contacto  A'M'B'  del  cono  que,]  teniendo  su  cúspide  en  V,  estuviese 
circunscrito  a  S;  y  por  consiguiente,  esta  última  curba  tendrá  también 
por  tanjente  a  MT,  Pero  sabemos  (núm.  755)  la  relación  que  existe  en- 
tre MV  y  MT  en  la  superficie  S;  luego  también,  relativamente  a  una 
superficie  cualquiera  S,  la  arista  del  cono  circunscrito  y  la  tanjente  a 
la  curba  de  contacto^  son  respectivamente  paralelas  a  dos  diámetros  con- 
jugados de  la  sección  dada  paralelamente  al  plano  tanjente^  en  la  su- 
perjicie  de  segundo  grado  osculadora  de  S;  y  estas  dos  tanjentes  nos 
presentan  también  la  reciprocidad  enunciada  en  el  núm.  756. 

758.  Este  teorema,  que  nos  será  muí  útil  en  la  perspectiva  de  un 
toro  y  de  un  pedestal  de  estatua  o  vaso,  subsiste  también  en  un  cilindro 
circunscrito  a  una  superficie  cualquiera  S,  porque  podemos  suponer  que 
su  cúspide  y  está  colocada  a  una  distancia  infinita  sobre  MV;  y  será 
fácil  estenderle,  valiéndonos  de  consideraciones  semejantes,  a  cualquiera 
superficie  desarrollable  que  esté  circunscrita  a  la  superficie  dada  S. 


CAPITULO  11. 


•--  — y-n 


Método  de  los  planos  de  acotación  (*). 

759.     Para  representar  los  puntos  y  las  líneas,  hemos  visto  que  era 
suficiente  señalar  sus  proyecciones  sobre  dos  planos  fijos,  y  que  de  aquí 


(^)  La  mayor  parte  de  este  artículo  está,  en  sustancia,  sacado  de 
las  lecciones  redactadas  en  1831  para  la  Escuela  de  Aplicación  de  Metz, 
]for  el  capitán  de  Injenieros  Al.  Noizet,  que  ha  coordenado  y  pcrfeccio- 
7íado  de  este  modo  los  elementos  de  los  platios  de  acotación,  aun  citando 
sFhahian  empleado  ya  por  otros  injenieros. 


CAPITULO    II.    MÉTODO  DE  LOS  PLAPfOS  DE  ACOTACIÓN.  431 

podíamos  deducir  todo  cuanto  interesase  en  las  distancias  de  estos  pun- 
toS;  la  forma  de  estas  líneas  o  de  las  superficies  a  que  pertenecían^  &a. 
Pero  en  ciertos  casos,  como  en  los  dibujos  de  Fortificación  o  de  Topo- 
grafía,  es  mas  cómodo  definir  los  objetos  solo  par  su  proyección  horizon- 
talj  a  la  cual  se  agregan  las  acotaciones  que  indican  la  altura  de  los  di- 
versos puntos  sobre  un  plano  horizontal  fijo,  que*  siempre  se  supone 
mas  bajo  que  todos  los  objetos  de  que  se  trata.  Es  evidente  que  este 
método,  en  el  cual  no  se  emplea  sino  un  solo  plano  de  proyección,  es 
no  obstante  suficiente  para  determinar  completamente  la  posición  do 
cada  punto,  porque  la  acotación  de  este  reemplaza  a  su  proyección  ver- 
tical, y  aun  podrá  también  servir  para  hallar  esta  proyección,  si  así  se 
desease.  En  virtud  de  esto,  vamos  a  ver  que  según  esta  marcha,  se  re- 
suelven con  facilidad  todos  los  problemas  elementales  de  Jeometría  des- 
criptiva, y  de  un  modo  que  se  presta  mejor  a  las  traducciones  numéricas 
a  que  nos  vemos  obligados  a  recurrir  en  la  Fortificación;  porque  en  esta, 
los  datos  y  los  resultados  de  un  problenia  presentan  dimensiones  muí 
considerables  para  poderse  espresar  en  los  dibujos  de  otro  modo  que  por 
una  escala  de  reducción.  Agreguemos  a  esto,  que  en  la  Fortificación,  el 
poco  relieve  que  la  mayor  parte  de  los  objetos  tienen  sobre  el  terreno, 
comparado  con  sus  dimensiones  horizontales,  haría  que  fuese  incómodo 
el  emplear  un  plano  vertical  de  proyección,  sobre  el  cual  el  mayor  nú- 
mero de  rectas  qne  se  considerasen  serian  casi  horizontales,  e  irían  a 
encontrarse  mui  lejos. 

760.  Observemos,  ademas,  que  habiéndose  en  un  principio  hecho 
uso  de  este  método  de  descripción  para  las  acotaciones  submarinas  refe- 
ridas al  nivel  del  mar,  ha  prevalecido  el  uso  de  contar  las  ordenadas  ver- 
ticales de  arriba  a  bajo,  mirándolas  como  verdaderas  $¿?n¿¿a8  bajadas  de 
un  plano  de  comparación  horizontal  situado  encima  de  todos  los  objetos 
(]ue  se  consideran;  mientras  que  el  plano  do  proyección  sobre  el  cual  se 
opera,  lo  consideramos  horizontal  y  colocado  a  una  distancia  arbitraria 
debajo  de  estos  mismos  objetos.  Por  lo  demás,  estos  convenios  no  harán 
mas  difícil  la  evaluación  de  la  diferencia  de  nivel  de  dos  puntos  dados; 
pero  será  preciso  recordemos  que  el  punto  que  está  afectado  de  la  aco- 
tación mayor  está  mas  bajo  que  el  otro. 

761.  En  virtud  de  esto,  estará  representado  un  punto  por  su  pro-LAM.  62. 
yoccion  y  su  acotación,  como  el  que  está  indicado  por  (12"*,  5)  de  la  ^'®-  ^' 
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fig.  1.  Sin  embargo,  si  hubiese  muchos  puntos  notables  situados  sobre 
Ja  misma  vertical,  sería  preciso  escribir  la  acotación  de  cada  uno  de 
ellos  al  lado  de  esta  proyección  común. 
FiG.  1.  762.  Una  recta  queda  definida  por  su  proyección  y  las  acotaciones  de 
DOS  de  sus  puntos.  De  aquí  sería  fácil,  por  medio  de  un  trapecio  abatido, 
concluir  gráficamente  la  lonjitud  de  una  porción  de  esta  recta,  su  indi* 
nación  sobre  el  horizonte,  la  acotación  de  otro  tercer  punto  de  esta  línea, 
dado  por  su  proyección;  o  recíprocamente  la  proyección  de  un  popto 
definido  por  su  acotación;  pero  como  para  las  aplicaciones  que  aquí  nos 
hemos  propuesto,  sería  preciso  concluir  por  valuar  estos  rfssultados  en 
números,  será  mas  exacto  y  mas  cómodo  el  construir  desde  luego  la 
escala  de  pendiente  de  la  recta  propuesta.  Sean,  por  ejemplo  (14",  7)  y 
(12'°,  5)  loa  dos  puntos  dados;  principiaremos  por  indagar  el  intervalo 
L  que,  en  la  proyección  de  la  recta,  separa  dos  puntos  cuyas  acotacio- 
nes se  diferencien  un  metro,  esto  evidentemente  lo  conseguiremos  por 
la  proporción  siguiente,  en  la  que  D  representa  el  intervalo  de  las  dos 
proyecciones  dadas : 

(14-,  7— 12^5):  D  ::  I'"  :L  =  -^D. 

Y  así,  después  de  haber  valuado  a  D  en  partes  de  la  escala  horizoi^tal 
del  dibujo,  calcularemos  fácilmente  la  lonjitud  L;  y  si  tomamos  los 
JÓ  de  esta  lonjitud  por  la  parte  de  abajo  del  punto  (14™,  7)  obtendremos  el 
punto  que  tiene  la  acotación  15"".  En  seguida,  si  partiendo  de  este  íiltímo 
punto,  tomamos  la  lonjitud  L  muchas  veces  subcesivas,  hallaremos  los 
puntos  que  corresponderán  a  las  acotaciones  14"*,  13",  12",-.,  y  no  habrá 
mas  que  subdividir  uno  de  estos  intervalos  en  diez  partes  iguales,  para 
completar  la  escala  dependiente  de  la  recta  propuesta. 
FiG.  1.  763.  Sentado  esto,  representemos  por  A  la  proyección  asignada  a 
un  punto  situado  sobre  esta  recta,  y  cuya  acotación  se  nos  pide.  Si  A  cae 
entre  las  divisiones  13'"y  14°*,  por  ejemplo,  tomaremos  con  el  compás  la 
d'iBtdincxB,  horizontal  del  punto  A  al  punto  13"*,  y  trasladándola  en  segui- 
da sobre  la  parte  de  la  escala  de  pendiente  que  está  subdividida  en  decí- 
metros, veremos  cual  es  el  número  de  decímetros  que  es  preciso  agregar 
a  13"*,  para  obtener  la  acotación  del  punto  proyectado  en  A,  Los  cen- 
tímetros podrán  estimarse  a  ojo. 
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Oon  la  misina  facilidad  hallarécnas  la  proyección  de  an  pttnto  cxxjn, 
acotación  se  nos  dé 

764.  Para  obtener  la  verdadera  distancia  de  dos  puntos  de  la  tecta, 
dados  por  sas  proyeccionesi  hallaremos  en  primer  lugar  sus  acotacio- 
nes; en  segaida,  calcularemos  la  hipotenusa  de  un  triángulo  rectángulo 
cuya  altura  sea  la  diferencia  de  estas  acotaciones,  y  su  base  igual  a  los 
intervalos  délas  dos  proyecciones,  apreciada  en  metros  sobre  la  escala 
horizontal  del  dibujo. 

765.  En  cuanto  a  la  pendiente  de  la  recta,  entendemos  por  ella  la  fio.  i. 
táscenle  trigonométrica  del  ángulo  que  ^sta  línea  forma  "con  el  horizon- 
te; es  decir,  la  diferencia  de  nivel  de  dos  puntos  de  esta  recta,  dividida 

por  la  distancia  de  sus  proyecciones.  Y  así,  rejapecto  a  la  recta  citada 
num.  762>  su  pendiente  está  ospresada  por  la  fracción 

14,7—12,5        1 
— . —  o    — "  • 

D  L' 

si  nos  recordamos  que  L  representa  aquí  el  intervalo  que  separa  las 
proyecciones  de  los  dos  puntos  cuyas  acotaciones  se  diferencian  en  un 
metro,  y  que  es  preciso  estimar  esta  lonjitud  en  partes  de  la  escala  hori- 
zontal del  dibujo.  Esta  regla  se  enuncia  también,  diciendo  que  ia  pen* 
diente  de  nna  recta  es  la  razón  de  la  altura  a  la  base. 

766.  Recíprocamente,  si  se  nos  da  la  proyección  de  nna  recta  y  la  na.  i. 
acotación  14™,  7  do  uno  de  sus  puntos,  con  la  pendiente  ^  que  debe 
tener  esta  línea,  tomaremos  sobre  la  escala  horizontal  del  dibnjo,  una 
lonjitud  igual  a  3  metros,  que  aplicada  a  continuación  del  punto  (14"*,  7) 

nos  dará  por  resultado  el  punto  que  debe  tener  la  acotación  (13"*,  7).  En 
^te  caso,  conocemos  dos  puntos  de  acotación  de  la  recta,  y  por  con- 
«¡guíente,  conocerén^B  también  su  escala  de  pendiente  lo  mismo  que 
€fn  el  núm.  762. 

767.  Tirar  por  unpnnto  dado  (10°*,  6)  una  recta  paralela  a  una  fio.  i. 
recta  conocida  ya.  Tiraremos  por  el  punto  dado  una  paralela  a  la  pro^ 
yeccion  de  la  primora  recta,  y  esta  evidentemente  será  la  proyección  de 
laüegnnda.  En  seguida,  coma  estas  dos  rectas  deben  tener  la  misma  pen- 
diente, si  unimos  el  punto  (10"",  6)  déla  segunda  con  el  punto  afectado  de 

la  niis^ma  acotación  en  ia  primera,  y  si  en  seguida  tiramos  paralelas  a  esta 
Mnea  de  nnion,  por  las  divisioHes  enteras  de  la  primera  recta,  inmediata* 
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mente  formaremos  la  escala  de  pendiente  de  la  recta  pedida,  que  según 
esto  quedará  completamente  determinada. 
FIO.  1.  768.  Cuando  la  primera  recta  solo  se  nos  dé  por  medio  de  dos  de  sus 
puntos  de  acotación  (14"*,  7)  y  (12",  5),  tomaremos  el  intervalo  D  de  es- 
tas proyecciones  debajo  del  punto  (10°',6),  y  obtendremos  otro  segundo 
punto  de  la  nueva  recta,  que  evidentemente  tendrá  por  acotación  a 
(10"',6+2™,2)  o  (12"»,  8),  Hecho  esto,  acabaremos  la  escala  de  la  recta 
pedida,  como  en  el  núm,  762. 

769.     Una  guhba  aislada  se  representa  por  su  proyección  horizontal 
acompañada  de  las  acotaciones  de  cierto  número  de  puntos  de  ella,  toma- 
dos bastante  próximos  para  que  a  ojo  pueda  apreciarse  el  curso  ascen- 
dente o  descendente  de  esta  línea,  o  para  que  los  arcos  intermedios  pue- 
dan mirarse  como  rectas.  Pero  casi  siempre  las  curbas  están  relacionadas 
con  superficies  que  mui  pronto  enseñaremos  a  representar;  y  esta  es  la 
razón  porque  no  nos  detenemos  mas  sobre  este  asunto. 
LAM.62.      770.  Un  plano,  cuando  es  una  magnitud  que  realmente  existey  está, 
''®'  •  por  consiguiente,  limitado  por  todas  partes,  se  representa  por  la  proyec- 
ción de  su  contorno,  y  cada  ángulo  de  este  debe  tener  su  acotación,   se 
le  agregan  cierto  numero  de  secciones  de  nivel  que  en  el  caso  presente 
son  rectas  paralelas  a  su  traza  horizontal.  Estas  secciones  que  se  elijen 
equidistantes  y  separadas,  por  ejemplo,  un   metro  en  el  sentido  rer- 
ticaly  deben  estar  señaladas  en  sus  dos  estremos  con  una  acotación 
común;  si  en  seguida  trazamos  una  perpendicular  a  estas  horizontales, 
esta  evidentemente  será  la  proyección  de  la  línea  de  mayor  pendiente  del 
plano  propuesto;  y  acotando  los  puntos  en  que  la  encuentran  las  hori- 
zontales anteriores,  constituirá  lo  que  se  llama  escala  de  pendiente  del 
plano  de  que  tratamos,  la  cual  jeneralmente  se  indica  por  una  línea 
doble.  Este  modo  de  representar  estos  objetos,  equivale  a  mirar,  como  lo 
hemos  hecho  en  la  Jeometría  descriptiva,  aun  plano  como  enjendrado 
por  una  de  sus  horizontales  que  resbaba,  paralelamente  a  sí  misma  so- 
bre la  línea  de  mayor  pendiente  de  este  plano. 
FIO.  2      771.     Cuando  un  plano  es  ilimitado,  y  no  existe  realmente,  se  le  re- 
(6t8).  presenta  solo  por  una  de  sus  horizontales  acotada,  con  su  escala  de  pen- 
diente graduada;  asi  se  asigna  la  jeneratriz  y  la  directriz  de  esta  super- 
ficie para  determinarla  completamente.  Muchas  veces  nos  contentamos 
con  señalar  la  escala  de  pendiente  graduada,  porque  de  aquí  se  pueden 
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deducir  trazas  horizontales  acotadas  cuantas  se   quiera,  porque  estas 
son  siempre  perpendiculares  a  la  dirección  de  la  escala. 

772,  Cuando  un  plano  es  horizontal,  no  existe  su  escala  de  pen- 
diente, pero  todos  los  ángulos  de  su  contorno  tienen  la  misma  acotación; 
o  bien,  si  este  plano  es  indefinido,  se  le  espresa  por  el  plano  horizontal 
de  la  acotación  n.  Si  el  plano  dado  es  vertical,  le  representaremos  pprsu 
traza  horizontal  solamente. 

773,  Determinar  al  plano  que  pasa  por  tres  puntos  dados  (9",  4),  ^^^:^ 
(14")  y  (17"*).  Uniremos  por  medio  de  una  recta  el  primero  y  el  ultimo 

de  estos  puntos,  y  valiéndonos  de  una  proporción  análoga  a  laque  he- 
mos empleado  en  el  num.  762,  hallaremos  sobre  esta  recta  un  punto 
que  tenga  por  acotación  a  14°*, :  en  cuyo  caso  la  recta  que  reúna  este 
último  punto  con  el  segundo  de  los  puntos  dados,  será  evidentemente 
una  horizontal  del  plano  pedido;  y  una  paralela  tirada  por  el  punto 
(17°*)  será  otra  segunda  horizontal  de  este  plano,  cuya  escala  de  pen* 
diente  será  en  esto  estado  mui  fácil  de  señalar  y  graduar. 

£1  mismo  procedimiento  se  aplicará  también  al  caso  en  que  el  plano 
pedido  debiese  pasar  por  un  punto  y  una  recta  dada;  y  si  esta  recta  es- 
tuviese acompañada  de  su  escala  de  pendiente,  la  solución  sería  aun 
mas  sencilla. 

774,  Tirar  por  una  recta  dada  un  plano  cuya  pendiente  sea  -  .  De-  lam.62« 

w  Fia,  3. 

ben  conocerse  a  lo  menos  las  acotaciones  de  dos  puntos  de  esta  recta,  que 
aquí  son  10°*  y  12°*,  5;  mirando  en  este  estado  al  primer  punto  como 
la  cúspide  de  un  cono  recto  cuyas  jeneratrices  tuviesen  la  inclinación 

-  (num.  765),  sería  preciso  y  evidentemente  bastaría  tirar  un  plano 

tanjente  a  este  cono  que  pasase  por  el  segundo  punto.  Pero  si  describi- 
mos un  círculo  que  tenga  por  centro  a  la  proyección  del  punto  (10™),  y 
por  radio  una  lonjitud  tomada  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  e 
igual  a  n  veces  la  diferencia  2°*,  5  de  las  acotaciones  de  los  puntos  dados, 
este  círculo  será  la  traza  del  cono  en  cuestión  sobre  el  plano  horizontal 
quépase  por  el  punto  .inferior  (12°*,  5);  luego,  tirando  por  este  último 
punto  dos  tanjentes  a  este  círculo,  obtendremos  las  trazas  horizontales 
de  dos  planos  que  satisfarán  al  problema;  y  de  aquí  se  deducirán  con 
suma  facilidad  sus  escalas  de  pendiente,  porque  conoceremos  sus  direc- 
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clones  j  la  acotación  de  dos  puntos  de  cada  una  de  ellas.  También  ve^ 
remos  con  facilidad  que  el  problema  no  admitirá  sino  una  solución  o 
será  imposible,  según  la  pendiente  asignada  sea  igual  i^  la  de  la  recta 
dada»  o  menor  que  esta  última. 

775,  Cuando  la  recta  doñnida  por  los  dos  pantos  acotados,  esté  mui 
poco  inclinada,  el  métQÜo  precedente  nos  conducirla  a  trazar  «n  círculo 
mui  pequeño,  y  por  lo  tanto,  poco  cómodo  para  el  objeto.  Eu  este  caso» 
tomarémo¿(  un  plano  horizontal  inferior  a  los  dos  puntos,  y  acotado  en 
tiámejo  entero;  describiremos  en  seguida  sobre  este  plano  dos  círca- 
los  cuyos  centros  sean  las  proyecciones  de  los  dos  puntos  propuestos,  y 
que  los  radios  sean  n  veces  la  altura  de  cada  uno  de  estos  puntos  sobre 
este  plano  horizontaU   De  este  modo  tendremos  las  bases  de  dos  conos 

cuya  pendiente  será  -  ,  y  no  habrá  mas  que  tirar  una  íanyjente  común 

a  estos  dos  círculos. 

776.     SI  la  recta  dada  fuese  horizontal,  conoceríamos  imediatamente 
la  proyección  de  la  escala  de  pendiente  del  plano  que  buscamos;  y  en 

seguida,  como  nos  es  dada  la  inclinación  -  ,  no  habrá  mas  que  tomar 

ít 

sobre  esta  escala,  partiendo  de  la  recta  propuesta,  una  lonjitud  de  n  me- 
tros medidos  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  y  el  estremo  de  esta 
lonjitud  corresponderá  a  un  punto  de  la  escala  de  pendiente,  cuya  acota- 
ción será  un  metro  menor  que  el  punto  situado  sobre  la  recta  éada^  Go- 
mo de  este  modo  tenemos  dos  puntos  acotados  de  esta  escala  de  pen- 
diente, será  mui  fácil  concluir  su  graduación. 

FI0.4.  777,  Por  un  punto  10"*,  3  situado  sobre  un  plano  dado^  trazar  so- 
bre este  plano  una  recta  cuya  pendiente  sea  -.  Trazaremos  una  hori- 
zontal de  este  plano  cuya  acotación  S3  diferencie  de  la  del  pnnto  dad^o, 
en  4"*,  por  ejemplo;  en  seguida,  con  un  radio  igual  a  4  veces  la  base  n  de 
la  pendiente  asignada,  y  desde  el  punto  dado  como  centro,  descrrbiri- 
raos  un  arco  de  círculo  que  al  cortar  a  la  horizontal  elejida,  nos  daráit 
conocer  el  punto  que  se  debe  unir  con  el  punto  dado,  para  obtener 
la  recta  pedida.  Conocemos  que  en  jeneral  esto  problema  tenflrl^  dos 
soluciones,  pero  se  reducirán  a  una  sola,  o  serán  imposibles,  si  la  pen- 
diente asignada  a  la  recta,  iguala  o  excede  a  la  del  plano  dado. 
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7784  Duéa* la  proyeacMn  d^  UH'punto. situado- sobare  un,  pían^. epwn 
cidoi  hMartái  apotacwm  de  esUpmUp.  T;¡raréii[ii99  por;  eíHta  ,pi;i)(yQ$M9% 
waip^rpendícular  a  la  escaJa^dd  plapo^  y  la  aicpfAcioa.  del  puPtQ  di^  enrr^ 
cuentro  será  la  del  punto  propuesto. 

Sí flo  estuviese  coosiruida  la  escala  del  pliaiM),  y^  e^tei  eiitqvi^se  e^lft- 
raante  represontado  por  varias  horizontalea,  podríaiosos: aplicar^  aJ.  pufttti, 
propüie3to  iiaa.TQgladíi^i<iida  en  mi  límetroa colocándola  (le  modo  q]ii9.4<#i 
divkiíooesi  cmteras.  cay  aseo  sobre  las.horizontales  vecíoas;  d^  ecu^  mpdft; 
apreciaríaáaos  iomediactaoiento  1&  fracción  de.metro  que  esiprecvisQ  &gF%T 
gar  a  la  otcotacioa  de  la .  hprkojital  suiperiorcpara  qhten^r;  l^i  a^q^giQni 
del  punto  de  que  se  trata. 

779.    íiaUlm-  la,  inters^cdark  d^í  dos^  ploina^  d^dos,*  ^,c^da  j^l^io  pj^^^ 
trazaréav)6  dos  horiz^oi^talea  q<;ie  teagap  re^pe^tivaineqOJg^tiniftqi^^qcor 
tacipaes;  y  q1  eaci^eatra  dQ  estas^  cuatro  rpcta^  noa  d«LF^  i^  qojoqp^^  djgia^ 
panto»  woi<a(ioa  de  la  intersección  pfldid^,  Iq  cuftl  detpTWJRftra  &(u  pro-: 
yMcioa  y  peadieote. 

780].    Cuando  las  horizon tajes,  de  Iq»  doa  plaao^^  propil^fpff,  s^  efír  fig  6. 
cumtf^a  deiiia»ado  l^o^»  a«  hace  viso  ^q  ^09  ^qftp^  q^fi^1^fis^  qvj^ 
cortando  a  cada  uno  de  los  planos  dados  según  dos  rect€(i^  i^fí^  4f  i¡^. 
a<  conocer  doa  puntoa  de  1#  iaters^qcioa  que  basc^niof^ 

Am\  vmmÑ»  «i  Ipa  dpÉ»  pl^nps  d^doa  tuyieíaiem  ^^^  h^q^\z<fffffi\^9^  Xfi^S^r 
tíjranMiit^  paralela»,  Iw^taria  ur  solp  plaiw  aM^iljar,  poRqsn^  ^ÍQPc.9a  Ift 
ijMeffS(eccÍMi  padÁda  debia^  ta^q^l^eu  ser  paralela  a  1^  borÍ2^on.t^qa,p^^ 
mitiíjraa. 

761.    Hallar  la  intersección  de  una  wcta  y  de  un^pl^m?,  4^dP!*  V<Hífig  7. 
la  recta  propuesta  conduciremos  un  plano  ausiliar  cuyaa  bprizQaiiAlQa 
aeiáa  doa  pai;alela8  tiradaa  arbitrariamente  ppr  dos.  puntos  dq  e^^U^r^qtSi 
en  seguida^  indagando  la  intersección  de  este  plano  auaiUou:  cpn  el«  (4ft- 
no  dadq,  esta  iotecaeccíon  cortará  a  la  recta  piíopaesta  ea  al  P9nfe9  apm 
se  nos  pedia. 

782.  Del  mismo  modo  halfacéoioa  el  punto  de  mc^tíVQ  ^  doB  ^i^*  ^• 
rectas  dadas,  que  estavienen  situadaa  en  el  miamo  plaAp  veü^al  P,or- 

qoe  dinijiando  por  cada  una  de.eUa^  on  plano  adbitrario,  ir/l  W  iott^n^Qr 
cÍDu  de  eitoa  doa  planus  a  pasar  por  el  punto  qn^  buwamofc  cpyi»  «qq- 
taoíoa  se  estimará  ea  seguida,  cokio  eo  el  núm,  7Q3- 

783.  Por  un  medio  análogo,  podremos  recoAQQW  ú,  4p9  i(^9t%9  4^: 
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(Ja8,  cuyas  proyecciones  son  diferentesi  se  cortan  efoctivamente;  porqney 
en  Mte  caso,  será  preciso  que  la  iatersecciou  de  los  dos  planos  arbi- 
trarios conducidos  pir  estaa  rectas,  vaya  a  pmr  por  el  punto- común  a 
las  dos  proyecciones  dadas. 

tAM.  63.  784.  Tirar  por  un  punto  dado  (10™,  4)  un  plano  paralelo  a  un 
'  plano  dado.  La  escala  de  pendiente  del  plano  que  buscamos,  será  pa- 
^  ralela  a  la  del  pío  no  conocido,  y  pasará  por  el  punto  dado.  Ademas,  como 
la  inclinación  debe  ser  igual,  bastará  unir  el  punto  (10™,  4)  con  el  qae 
tiene  la  misma  acotación  en  la  escala  dada,  y  en  seguida,  tirar  a  esta 
línea  de  unión,  paralelas  por  las  otras  divisiones  de  la  escala  del  plano 
conocido. 

FIO.  101  785.  Tirar  por  dos  rectas  dadas,  dos  planos  que  sean  paralelos  entre 
sí.  Por  un  punto  de  la  primera  recta,  tiraremos  una  paralela  a  la  según* 
da;  y  por  un  punto  de  esta,  una  paralela  a  la  primera  recta.  Hecho  esto, 
y  conduciendo  un  plano  por  la  primera  y  la  tercera  recta,  y  en  seguida, 
otro  por  la  segunda  y  la  cuarta,  maniñestamente  hallaremos  los  dos 
planos  pedidos.  Conocemos  bien  que  estos  se  reducirían  a  uno  solo,  si 
las  rectas  primitivas  se  cortasen;  e  que  serian  indeterminados,  si  fue* 
sen  paralelas. 

786.  Bajar  desde  un  punto  dado  (8™,  2),  una  perpendicular  a  un 
plano  conocido.  La  proyección  de  esta  perpendicular  ser&  evidente- 
mente paralela  a  la  proyección  de  la  escala  del  plano,  pero  sus  inclina- 
ciones serán  inversas  una  de  otra;  es  decir,  que  si  la  pendiente  del  plano 
dado  es  5^,  por  ejemplo,  la  de  la  recta  que  buscamos  será  §- •  Tomando 
entonces,  sobre  la  escala  horizontal  del  dibujo,  una  lonjitnd  igual  a  3 
metros,  y  trasladando  este  intervalo  sobre  la  perpendicular  indefinida 
debajo  del  punto  dado  (8™,  2),  obtendremos  otro  segnndo  punto  de  esta 
perpendicular  que  tendrá  por  acotación  a  (8™,  2+5™)  o  a  (13™,  2).  Y  así, 
esta  perpendicular  quedará  completamente  determinada;  dejaremos 
al  lector  el  cuidado  de  ejecutar  estas  construcciones,  así  como  también 
las  que  se  indican  en  los  dos  números  siguientes. 

787.  Si  ademas,  hallamos  (num.  781)  el  punto  de  encuntro  de  esta 
perpendicular  con  el  plano  propuesto,  y  en  seguida,  calculamos  la  ver^ 
dadera  distancia  que  hai  de  este  punto  de  sección  al  punto  dado  (nüm. 
764),  conoceremos  la  distancia  mas  corta  que  medía  entre  este  último 
punto  y  i^ano  propuesto. 
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788.  Así  mismo,  si  se  nos  pidiese  la  menor  distancia  de  un  punto  a 
una  recta,  tiraríamos  por  este  pnnto  un  plano  perpendicular  a  esta  recta, 
y  la  escala  de  este  plano  se  cojistrniria  por  un  procedimiento  inverso  de 
el  del  num,  786.  En  seguida,  determinaríamos  el  punto  de  encuentro 
de  este  plano  y  de  la  recta  propuesta,  y  hecho  esto,  hallaríamos  U  verda- 
dera distancia  de  este  punto  de  sección  al  punto  dado.. 

Las  cuestiones'que  preceden  son,  sin  duda  ninguna,  suficientes  para 
enseñar  el  modo  de  resolver  todos  los  problemas  en  que  no  haya  que 
combinar  sino  rectas  y  planos. 

789.  L\s  SUPERFICIES  CURRAS,  sobro  todo  cuando  no  son  suscepti- 1^^^- 63 
bles  de  una  definición  rigurosa,  como  sucede  con  la  superficie  del  suelo, 

se  representan  por  las  proyecciones  de  cierto  numero  de  curbas  de  nivel 
que  son  las  secciones  que  producirían  en  esta  superficie  los  planos  hori- 
zontales, equulistantes  en  sentido  vertical;  miraremos  en  seguida,  a  cada 
zona  comprehendida  entre  dos  curbas  cousecutívás  de  nivel,  como  en. 
jendrada  por  una  recta  que,  resbalando  sobre  estas  dos  curbas,  perma- 
neciese constantemente  normal  a  una  de  ellas,  a  la  curba  inferior,  por 
ejemplo.  Por  consiguiente,  es  una  superficie gausaXtí  que  de  este  modo 
sustituimos  a  la  superficie  real  del  terreno,  cuya  forma  rigurosa  no  nos 
sería  conocida  mientras  no  hubiésemos  asignado  la  lei  jeomátrica  que 
une  entre  sí  a  las  diversas  secciones  de  nivel;  pero  en  el  caso  actual  es 
mui  suficiente  esta  aproximación. 

790.  Por  lo  común,  las  curbas  horizontales  están  bastante  próximas 
y  se  diferencian  mui  poco  en  su  cnrbatura,  y  por  lo  tanto  podremos  mirar 
a  lajeneratríz  rectilínea  como  que  sensiblemente  es  normal  ^nn  mismo 
tiempo  a  las  dos  curbas.  Según  esta  hipótesis,  la  superficie  que  susti- 
tuimos a  la  zona  del  suelo,  es  desarrollable  (num.  180);  porque  para 
pasar  cada  jeneratriz  auna  posición  infinitamente  próxima,  debe  moverse 
sobre  dos  tanjentes  que  evidentemente  son  paralelas,  y  por  lo  tanto  están 
situadas  en  un  mismo  plano. 

791.  Cuando  la  distancia  de  las  secciones  de  nivel  se  halla,  en  fio.  1 1, 
ciertas  rejioned,   mui  considerable  para  que  las   rectas  jeneratrices 
sean  sensiblemente  normales  a  las  dos  curbas  vecinas,  se  sustituye  a 
estas  rectas  arcos  de  curba  que  llenen  esta  condición,  y  no  por  esto, 

se  varia  el  modo  de  jeneracion,  porque  esto  se  reduce  a  suponer  otras 
secciones  de  nivel  intercaladas  entre  las  primeras,  y  bastante  próximas 
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el  conjunto  de  estíos  /íive|]|^8  ^oj[;^l,^  f([^^-^,íí»,^í¿5^  ^^mmpm' 

..11.  793.  fii:ailar  la  acotación  d^  uf»  gupfg  ^g^pgr  ,f » J!^^<^(^  ^r. 
zoníaíy  situado  iohre  una  super^  con^cid^.  ^}  ^  i^^!^¡ffjit  sjf^ 
éntrelas  curbas  de  nivel  qae  tienen  las  acotacionM  1|^  j  í^*  tíñii^ 
moa  por  .este  punto  una  jenejratriz  normal  cayos  eitremps  tensan  cstaB 
misnitis  acotaciones;  y  por  medio  de  ana  simple  proporción,  hallaremos 
la  acotación  dql  paiito  propaesto  (12",  6}. 

794  La  caestion  rcicíptoca,  qae  tavLeae  por  objeto  hallar  todos  IcM 
puntos  de  la  superficie  qae  tienen  ui^  acotación  dada  ílA^,  5)f  es  asi  mis- 
mo  fácil  de  resolver;  y  por  este  medio  es  por  el  qae  intercalarénios  pnor 
vas  curbqs  de  nivel  entre  las  primeras,  según  lo  vemos  en  la  fiffára 
,  I  795.  Construir  fl  plano  íanjente  para  un  punto  dado  boütc  una  ¿u- 
perficie  conocida.  Guando  el  puntó  dado  M  esté  joolocadq  sobre  una  de 


longandó  esta  normal  hasta  la  curba  superior,  la  parto  interceptada  nos 
dará  a  conocer:  1.^  Iql  direcpion  de  IgL  escala  de  pendiente  Ae\  fXtii^o  J^^ 
dido;  2.^  la^  acotaciones  de  dos  puntos  de  esta  escala,  cuja  jgra^i^acion 
será  fácil  concluir.  Si  admitimqs  la  hipótesis  del  nupaero  79(y,  este  pja- 
1^0  tocará  a  la  zona  en  todo  ej  largo  de  la  jpneri^riz  interceptada  LM; 
mientras  que  no  sería  tanjeqte  pino  en  elpun^  JM[,  pi  conservi^emos  la 
jeneracion  del  nüm.  789. 

796.  Cuando  el  pqn^o  de  contacto  se  np^  dé  entre  dos  curbas  cpn- 
secutivas,  de  nivel  tiraremos  también  por  este  punto  una  normóla  la 
curba  inferior;  y  si  esta  rectci  es  sensiblemente  nqrmal  a  .la  cpirba  supe- 
rior, la  parce  interceptada  nos  dará  la  dirección  y  magnitud  de  una  de 
las  divisiones  de  la  escala  del  píaqo  tanjente.  En  el  caso  coptrario,  tra- 
zaremos (nüm.  794)  la  sección  horizontal  quQ  pase  por  el  punto  dado; 
y  entonces  la  tanjente  y  ía  normal  de  esta  curba  determiparáu  el  plano 
tangente  como  en  eí  número  precedente. 
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797*  Elir  las  aplicaciones  del  método  presente,  es  mui  importante 
saber  discernir  con  anticipación  cual  será  la  posición  del  plano  tanjente 
e&ú  fféspecto  a  la  superficie^  en  los  alrededores  del  punto  de  contacto. 
Pero  en  virtud  de  lo  que  hemos  dicho  sobre  la  curbatura  de  las  super- 
ficies, y  de  la  nota  del  núm.  695,  podemos  sentar,  como  jeneralmentc 
cierta,  la  regla  siguiente:  Cuando  dos  curbas  trazadas  sobre  una  super- 
ficie, se  cortan  formando  ángulos  rectos,  y  ambas  son  convexa9f  es  de^ 
cir,  situadas  debajo  del  plano  tanjente  relativo  atl  punto  común,  la  super-^ 
fície  al  rededor  de  este  punto  es  así  mismo  convexa.  Esta  consecuen* 
cia  no  padecerá  excepción,  sino  cuando  las  tanjentes  a  las  dos  curbas 
peetangúlares  se  hallasen  comprehendidas  en  el  mismo  ángulo  obtuso 
PMg  o  QMp  {fig.  134)  formado  por  los  dos  planos  normales  límites  de 
<]ue  hemos  hablado  en  el  núm.  694;  pero  este  caso  excepcional  no  se  pre. 
sentaráüqm  respecto  a  la  sección  de  nivel  y  la  linca  de  mayor  pendien- 
te, a  \o  meaos  mientras  exista  la  hipótesis  de  una  zona  desarrollable  ad- 
mitida en  el  pum.  790;  porque  entonces  esta  línea  de  mayor  pendiente 
será  tanjente  a  una  de  las  dos  secciones  principales.  Y  así,  para  cercio- 
rarnos de  que  la  superficie  del  suelo  es  convexa  en  los  alrededores  de 
un  punto,  será  suficiente  reconozcamos  que  la  curba  de  nivel  y  la  línea 
de  mayor  pendiente,  son  ambas  convexas  en  la  proximidad  de  este 
punto;  para  esto  se  nos  ha  dado  la  primera  de  estas  líneas  en  su  verda-* 
dora  BMignitud  sobre  el  plano  horizontal,  y  en  cuanto  a  la  segunda,  ved 
aquí  nn  carácter  fácil  de  comprender. 

798.     Rcpiesentando  por  h  la  distincia  vertical  de  dos  secciones  dena.  ii; 
nivel  consecutivas,  y  por  /  suj  distancia  LM  en  la  proyección  horizontal, 
os'claro  que  la  inclinación  a  de  la  tanjente  a  la  línea  de  mayor  pendien- 
te en  eí  punto  M,  la  conoceremos  por  la  relación  tanj  a  =  j-.  Luego,  si 

queremos  qae  esta  eurba  sea  eonveza^  o  esté  situada  debajo  de  su  tan- 
jente en  la  proximidad  del  punto  que  consideramos,  es  evidentemente 
preciso  que  el  ángu-lo-  a  vaya  aumentando  a  medida  que  descendemos 
de  La  M,  N,  P,....,y  consiguientemente  que  las  distancias  horizontales 
Z  o  LM,  MN,  NP,....  vayan  disminuyendo,  supuesto  que  h  es  constante. 
En  virtud  de  estas  observaciones,  podremos  sentar  las  reglas  siguientes; 
1?  La  superficie  es  convexa^  es  decir  inferior  al  plano  tanjente  en  to- 
do el  alrededor  del  punto  de  contacto,  cuando  todas  las  curbas  de  nivel 
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vecinas  son  convexas,  y  sus  distancias  horizontales  disminuyen  bajando, 
o  por  lo  menos  permanecen  constante. 

2?  La  superficie  es  cóncava,  o  superior  al  plano  tanjente,  cuando  to^ 
das  las  curbas  de  nivel  son  cóncavas,  y  su  distancia  horizontal  aumenta 
bajando,  o  a  lo  menos  permanece  constante. 

3?  Cuando  las  curbas  de  nivel  son  convezas,  y  su  distancia  horizon- 
tal aumenta  bajando,  es  convexa  la  superficie  en  el  sentido  horizontal; 
pero  es  cóncava  según  la  línea  de  mayor  pendiente,  como  la  garganta 
de  una  polca  cuyo  eje  fuese  vertical. 

4?  Cuando  las  curbas  de  nivel  son  cóncavas,  y  su  distancia  horizontal 
disminuye  bajando,  es  cóncava  también  la  superficie  en  sentido  horizon- 
tal, y  convexa  en  sentido  do  la  línea  de  mayor  pendiente,  como  la  gar* 
gantade  una  polea  cuyo  eje  fuese  horizontal. 

Pero  en  estos  dos  últimos  casos,  y  en  las  otras  variedades  de  forma 
que  pueden  presentar  las  curbas  de  nivel,  el  plano  tanjente  se  halla  eii 
parte  encima  y  en  parte  debajo  de  lasuperficie;  por  consiguiente,  corta 
al  tolueno,  y  no  podemos  hacer  uso  de  él  con  utilidad  para  resolver  los  pro* 
blemas  de  desenfilamiento.  Este  mismo  inconveniente  tiene  lugar  en  el 
segundo  de  los  casos  citados  arriba. 

799.     De  las  consideraciones  precedentes,  resulta  también  que  la 
pendiente  del  suelo  es  tanto  mas  áspera,  cuanto  mas  próximas  estéu 
unas  de  otras  las  curbas  en  proyección  horizontal;  y  si  dos  de  estas  cur- 
bas llegasen  a  tocarse,  la  forma  del  terreno  sería  vertical  en  este  sitio. 
LAM.  63.     800.     Hallar  la  intersección  de  un  plano  dado  con  una  superficie  ce- 
'^'     '  nocida.  Trazaremos  las  horizontales  del  plano  que  tengan  las  mismas 
acotaciones  que  las  curbas  de  nivel  de  la  superficie  propuesta;  y  sus  en- 
cuentros mutuos  nos  darán  a  conocer  los  puntos  de  la  intersección  pedi- 
da. Será  preciso  tengamos  cuidado  en  no  confundir  los  puntos  de  entrada 
con  los  de  salida,  e  intercalemos  nuevas  curbas  de  nivel  en  las  partes  en 
que  los  datos  no  estén  bastante  próximos.  Para  obtener  el  punto  culmi-' 
nanteáe  la  sección,  será  preciso  que  determinemos  aproximadamenteuna 
jeneratriz  normal  a  dos  curbas  de  nivel  vecinas,  y  que  en  su  proyección 
sea  paralela  a  la  escala  de  pendiente  del  plano  secante;  porque  el  plano 
tanjente  que  toque  a  la  superficie  en  todo  el  largo  de   esta  jeneratriz 
(núm.  790),  no  podrá  cortar  al  plano  secante  sino  según  una  horizontal 
que  será  la  tanjente  al  punto  culminante,  Eti  seguida,  no  tendremos 
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mas  que  hallar  el  punto  de  encuentro  de  estajeneratriz  con  el  plano  se- 
cante dado;  lo  que  efectuaremos  por  el  método  del  núra.  781,  que  es 
como  se  vé  en  la^.  12. 

801.  Cuando  el  plano  propuesto  es  vertical,  la  sección  esté  proyecta- 
da sobre  su  traza;  pero  como  entonces  conoceremos  las  acotaciones  de 
los  puntos  en  que  corta  a  las  curbas  de  nivel,  podremos  ejecutar  un 
perfil  abatido. 

802.  Hallar  la  intersección  de  una  recta  y  de  una  superficie  dada.  ríe.  15. 
Tiraremos  por  esta  recta  un  plano  arbitrario;  e  indagaremos  la  sección 

que  produzca  en  la  superficie;  esta  curba  irá  a  encontrar  a  la  recta  pri- 
mitiva en  el  punto  pedido; 

•803.  La  intersección  de  dos  superficies  conocidas,  la  hallaremos 
combinando  las  curbas  de  nivel  que  tengan  acotaciones  repectivamente 
iguales  en  las  dos  superficies. 

804.  Si  se  tratase  de  conocer  el  punto  de  encuentro  de  una  superficie 
con  una  curba,  nos  imajinaríamos,  por  esta  última,  un  cilindro  horizon- 
tal, y  hallaríamos  la  intersección  de  este  con  la  superficie  dada  esta  ope- 
ración la  ejecutaríamos  como  en  el  núm.  800;  y  esta  intersección  iría  a 
cortar  a  le  curba  dada,  en  los  puntos  que  fuesen  comunes  a  esta  última  y 
a  la  superficie  propuesta. 

Nos  limitaremos  aquí  a  estas  indicaciones  suscintas,  porque  las  otras 
cuestiones  que  podíamos  tratar  por  estos  métodos,  no  tendrían  interés 
sino  presentándolas  bajo  una  forma  que  principalmente  harían  relación 
a  la  Fortificación  f 
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jyocianes  preliminares  sobre  los  Engargantes. 

805,     Cuando  un  cuerpo  sólido,  cualquiera  que  sea  su  forma,  jira  al 
rededor  de  un  eje  fijo,  todos  los  puntos  de  este  cuerpo  describirán  en  un 
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misiao  lienvpo,  arcos  de  círculo  correspondientes  a  ángulos  q&e  nccem- 
ñámente  son  igualesj  porque  el  sistema  e»  de  forma  inraríalde;  htego 
estos  arcos  serán  proporcionales  a  sus  radios  qae  son  lais  distancias  de 
estos  Tarios  pnntos  al  eje  fijo,  y  por  consigniente,  las  velocidades  a5sa- 
lutas  Vj  v\  i^"v..,  de  todos  estos  pnntos  son  también  proporcionafes  a  h» 
radios  r,  r\  r'\.r.;  de  modo  que  si  representamos  por  tú  la  tetocidad  abso- 
luta comnn  a  todos  los  puntos  que  están  colocados  a  una  distancia  del 
eje  igual  a  la  unidadj  tendremos  constantemente  fas  relaciones 

-=  -y  =  -y,=: =u>;  y  de  aquí  i^asfw,  !>'===  rV^  

T         T  T 


La  cantidad  tú  es  la  que  se  llama  velocidad  angular  o  túlotidad  de  ro- 
tación del  sistema,  ya  sea  que  permanezca  constante  o  que  tarie  con 
el  tiempo. 
LAM.  64  806.  Sentado  esto,  el  objeto  que  nos  proponemos  en  nn  engargante 
''^'  '  cilindrico,  es  establecer  entre  dos  ejes  paralelos,  proyectados  en  O  y 
O',  una  dependencia  tal  que  cuando  al  primero  se  le  imptíma  nna  velo- 
cidad de  rotación  eo,  el  segundo  reciba  también  una  velocidad  de  ro* 
tacion  t$)*  que  tenga  con  oj  una  razón  constante  y  asignada  en  cada  cues- 
tión particular.  Pero  ^i  dividimos  el  intervalo  00'  en  doM  partes  OA  =» 
R  y  O'A  =3  R',  que  estén  en  razón  inversa  con  las  velocidades  cu  y  oo*,  o 
de  modo  que  tengamos  que 

R  :  H'  : :  ctí'  :  (tí ; 

y  si  en  seguida,  con  estas  distancias  como  radios,  describimos  dos  cír- 
culos tanjentes  en  A,  y  que  cada  uno  esté  unido  de  un  modo  invariable 
a  su  eje,  conseguiremos  evidentemente  el  fin  que  nos  habíamos  pro- 
puesto, haciendo  jirar  estos  dos  círculos  primitivos  de  modo  que  los 
puntos  de  una  y  otra  circunferencia  adquieran  velocidades  absolutas  que 
sean  iguales.  Porque,  representándolas  por  V  y  Y\  resultarán  las  velo- 
cidades angulares  dadas  por  la  fórmula 

V  V 

^      R'^^         R^' 

y  si  V  =  \\  tendremos  también  que 

W  :  W  : :  R'  :  R  : :  O) :  co\ 
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Pero  para  que  las  velocidades  absolmas  de  las  dos  circaofereücias 
OA  y  O'A  sean  igualesi  es  manifiestamente  necesario  qne  los  dos 
pantos  A  y  a,  colocados  en  la  actualidad  en  contacto  sobre  la  Knea  de 
los  centros,  recorran  en  nn  mismo  tiempo  los  arcos  AA'  y  ací  qne  sea» 
iguales  en  lonjitud  absoluta;  esta  es  pues  definitivamente  la  condición 
esencial  con  que  todo  engarganto  deberá  cumplir. 

807.  Para  que  el  movimiento  de  rotación  impreso  a  la  rueda  O  se  fig.  i; 
transmita  a  la  rueda  O'  de  un  modo  eficaz  y  capaz  de  vencer  resistencias 
considerables,  se  arman  estas  dos  ruedas  de  cuerpos  salientes  o  dientes, 
terminados  por  superficies  cilindricas  proyectadas  sobre  curbas,  tales  co- 
mo AB  y  ab.  Pero  si  uno  de  estos  perfiles  ab  lo  podemos  trazar  a  núes-* 

tro  arbitrio,  no  sucede  así  con  el  otro;  porque  de  no  ser  así  no  quedaría 
satisfecha  la  condición  esencial  del  núm.  806;  y  para  enunciar  mas  cla- 
ramente laíbrma  que  conviene  al  perfil  AB,  propondremos  la  cuestión  en 
términos  nn  poco  diferentes. 

808,  Imajinémonos  que  el  círculo  O  permanece  enteramente  inmó- i^am.  64. 
vil  y  que  el  círculo  O'  rueda,  sin  resbalar,  sobre  él,  llevando  consigo  a  ^'°*  ^' 
la  curba  ab  que  forma  un  cuerpo  con  éK  Tomando  sobre  las  variad  posi- 
ciones 0*i,  O'a,  0*3,....  de  este  círculo  móvil,  los  arcos 

Ajai  ==  AjA,  AjúTj  =  AsA,  A^^=  AjA, 

obtendremos  desde  luego  la  epicicloide  aa^a^a^^  (nüm.  471);  si  en  se- 
guida trazamos  las  curbas  a^^^ajb^,  «Av—  idénticas  con  ab  en  cuanto 
a  la  forma  y  situación  relativa,  estas  curbas  se  cortarán  consecntiva- 
mente  en  los  puntos  ¿,¿',  {\  $'",....  que  darán  oríjen  a  un  polígono  cuf- 
bilíneo;  pero  aproximando  indefinidamente  los  centros  O',,  O'^,  0\,  este 
polígono  se  convertirá,  en  el  estado  de  límite,  en  una  curba  continua 
A.eie^^j¡jÁ  qne  se  llama  la  envolvente  de  todas  las  curbas  individuales  a^ 
Oifei,  ajb^y....  porque  evidentemente  es  tanjente  a  cada  una  de  estas  otras 
que  se  llaman  involutas  (números  190  y  192). 

Sentado  esto,  decimos  que  esta  envolvente  Ae4B  es  el  perfil  que  es 
preciso  adoptar  para  el  diente  de  la  rueda  O,  Con  efecto,  si  hacemos 
jirar  al  rededor  del  centro  O  el  sistema  invariable  de  los  dos  círculos 
O  y  0*4,  sin  alterar  en  nada  su  situación  relativa,  basta  que  la  recta 
OA40'4  haya  tomado  la  posición  vertical  OAO',  estos  dos  círculos  se 
hallarán   entonces   auna  con  las  curbas  A^4B  y  aj}^  en  una  posición 

56¿ 


446  LIBRO  IX.    ADICIONES. 

{fig-  3)  que  evidcutemente  será  idéntica  con  la  que  hubieran  tomado  los 
círculos  O  y  O'  de  laj/í«^.  2,  sí  estos  hubiesen  solo  jirado  al  rededor  de 
sus  centros  inmovibles^  y  de  modo  que  imprimiesen  a  las  circunferencias 
ctSj  oc*S\  velocidades  absolutas  iguales;  porque  vemos  mui  bien  en 
lajig.  3,  que  los  puntos  A  y  ¿24  que  en  un  principio  se  hallaban  en  contac- 
to sobre  la  linca  de  los  centros,  habrán  recorrido  los  arcos  A4A  y  A^a^ 
iguales  en  lonjitud  absoluta,  supuesto  que  son  los  mismos  que  los  arcos 
A4Ay  A4a4de  \difig*  %  y  que  así  mismo  estos  son  también  iguales  por 
la  deñnicion  de  la  rodadura  dada  en  el  núm.  469.  Y  como  otro  tanto  su- 
cedería con  los  círculos  O  y  0*3,0  y  O'^,....  podemos  asegurar  que  la 
condición  esencial  de  los  engargartes  (núm  806)  quedará  completamen- 
te satisfecha,  si  adoptamos  por  perfil  conjugado  de  ab  la  envolvente 
Xefi  definida  como  lo  hemos  hecho  aquí  arriba. 

809.  De  aquí  podemos  concluir  este  principio  jeneral:  hacer  jirar  que 
simultáneamente  los  dos  círculos  O  y  O'  al  rededor  de  sus  centros  inmó- 
viles, de  modo  que  las  circunferencias  aS  y  oC^'  adquieran  velocidades 
iguales^es  lo  mismo  que  hacer  rodar  a  la  circunferencia  a'g*  sobre  la  cir- 
cunferencia aS,  permaneciendo  esta  enteramente  inmóvil,  salvo  que  en 
seguida  se  vuelva  ol  sistema  de  estos  dos  círculos,  considerados  invaria- 
bles a  la  situación  en  que  la  línea  de  los  centros  adquiera  de  nuevo  la  po- 
sición primitiva  OO'.  Debemos  conocer  que  este  segundo  modo  de  movi- 
miento es  mas  cómodo  para  las  operaciones  gráficas,  porque  podemos 
efectuarlo  sobre  el  plano  del  círculo  O  luego  de  quedar  este  inmóvil. 

Así  mismo,  si  en  la  primera  hipótesis,  tuviésemos  necesidad  de  hallar 
lacurba  ggigz'^*  descrita  sobre  el  plano  móvil  del  círculo  O,  por  un 
punto  cualquiera  g  unido  invariablemente  con  la  circunferencia  a'g',  bas- 
taría hacer  rodar  a  esta  última  sobre  la  circunferencia  aS  enteramen- 
te fija;  y  entonces  el  punto  g  describiría  una  epicicloide  alongada 
ggig2g9^*''  que  ya  hemos  enseñado  a  construir  (núm.  473),  y  que  sería 
la  curba  que  buscábamos, 
pifl.^.  810.  Vemos  pues  que  para  la  teoría  de  los  engargantes,  es  necesa- 
rio saber  construir  la  envolvente  de  las  posiciones  que  toma  una  curba  ab 
arrastrada  por  un  círculo  móvil  O'  que  rueda  sobre  otro  círculo  O  en- 
teramente  jijo.  Es  cierto  que  podríamos  contentarnos  con  trazar  esta 
envolvente  keiC^^fi  haciándola  sensiblemente  tanjente  a  las  curbas  in- 
dividuales a¿,ai¿i,  ag^^,....  construidas  como  en  el  núm«  808;  pero   ob- 
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tendremos  mas  precisión,  inquiriendo  directamente  la  posición  de  los 
puntos  de  contacto  por  medio  del  teorema  siguiente: 

Si  consideramos  el  círculo  individual  O'a  con  la  involuta  correspon- 
diente ajb^y  y  tiramos  a  esta  una  normal  A^^  que  salga  del  punto  de  con- 
tacto del  círculo  móvil,  decimos  que  e^  será  el  punto  de  contacto  de  la 
envolvente  AB  con  la  curba  a^s-  Con  efecto,  mientras  dura  la  rotación 
del  círculo  O*,  para  pasar  a  una  posición  infinitamente  próxima,  el  punto 
^3  describe  (num.  470)  un  arco  pequeño  circular  ^3^  que  tiene  por  radio 
ala  distancia  As^at  y  como  hemos  elejido  esta  recta  normal  a  la  curba 
^3^3,  el  arco  e^e  se  hallará  todo  él  en  la  involuta  aj^^;  luego  el  punto  £  será 
común  a  la  involuta  a^b^  ya  la  que  inmediatamente  la  sigue,  y  en  vir- 
tud de  esto,  este  punto  pertenecerá  a  la  envolvente  AB  que  buscamos. 
Pero  esta  envolvente  pasaria  también  por  un  punto  análogo  e^  situado  a 
la  izquierda  de  e^  que  será  la  intersección  de  la  curba  aj^^  con  la  involuta 
que  la  precede  inmediatamente;  luego  el  elemento  eV^e,  es  común  a  la 
involuta  ^363  y  a  la  envolvente  jeneral  AB;  por  consiguiente,  el  contacto 
de  estas  dos  líneas  está  ciertamente  en  ^3,  y  su  normal  común  es  As^s* 

811.  Sentado  esto,  cuando  la  involuta  ab  esté  definida  jeométrica- 
mente,  sabremos  tirar  normales  que  salgan  de  As,  A,,....  a  sus  diversas 
posiciones,  las  cuales  nos  darán  a  conocer  otros  tantos  puntos  f^,  e^...j  de 
la  envolvente  jeneraK  Si  solo  se  nos  da  gráficamente  la  involuta  ab,  des- 
pués de  haberla  transportado  a  la  posición  ^3(3,  por  ejemplo,  determi- 
naríamos una  abertura  de  compás  tal,  que  describiendo  desde  el  centro 
A3  un  arco  de  círculo,  este  toque  sencillamente  a  la  curba  ajf¿  ^^^  P^' 
quena  porción  de  este  arco  sensiblemente  'pertenecerá  a  la  envolvente, 
y  casando  en  seguida  todos  los  arcos  semejantes  por  medio  de  un  trazo 
continuo,  obtendremos  la  envolvente  que  buscamos  con  una  exactitud  su- 
ficiente en  la  práctica.  Sin  embargo,  este  trazo  presentaría  mas  precisión 
aun,  si  le  efectuásemos  con  los  radios  de  los  círculos  escaladores  de 
la  envolvente;  por  esta  razón  vamos  a  dar  el  medio  de  hallar  estos 
últimos. 

812.  Observemos  antes  de  esto,  que  si  por  e!  contrario  hacemos 
rodar  sobre  el  círculo  O'  permaneciendo  este  fijo,  al  círculo  O  que  consi- 
deraremos móvil,  y  que  arrastra  consigo  a  la  curba  A^iVs^iB»  la  envol- 
vente de  todas  las  posiciones  de  esta  última  curba  será  precisamente  la 
línea  ab.  Con  efecto,  cuando  un  punto  del  círculo  O,  por  ejemplo  el  A„ 
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bttya  Regado  a  tocar  a  la  circanferencia  0\  la  curba  a^hf  que  en  la  ac- 
tualidad toca  a  la  línea  A^sB,  evidentemente  coincidirá  con  4zkj  y  por 
consiguiente,  esta  última  será  tanjente  a  la  posición  qne  habrá  to- 
mado entonces  la  linea  Ae^fi. 
LAM.  64.     81S.     Centros  de  curhatura  de  lu  involuta.  Sea  O'  nna  posición 
"®*  *•  cxmlt]trtera  del  círculo  móvil  que  toque  al  círculo  fijo  O  en  un  punto'  a; 
sean  ab  la  involuta  correspondiente  a  esta  situación,  AniB  la  envolvente 
jenerali  C  y  C  los  centros  de  cnrbatorade  estas  líneas  para  el  pnntode 
contacto  m^  cuyos^  centros  deben  hallarse  sobre  la  normal  cumnn  otm, 
al  primero  dé  estos  le  consideramos  como  conocido  por  la  definición 
dé  la  curba  ambé  Si  sobre  tos  círculos  primitivos  tomamos  dos  arcos 
acti  eta^  que  sean  iguales  en  magnitud  absoluta,  e  infinitamente  peque-» 
fios,  ta  recta  CúCiíHif  será  (núm»   810)  una  normal  de  la  envolvente  y 
CTmV  nna  normal  de  la  in voluta;  pero  cuando  la  rotación  del  círculo 
O'  haya  llevado  al  punto  a-  al  contado  con  «x,  necesariamente  se  halla^ 
túu-  lasdos  normales  Coi  y  O'o*  en  línea  recta,  así  como  también  los  dos 
mdáos  Ooi  y  O^a';  de  donde  concluiremos  que  los  ángulos  OftiC  y 
O^aH^'  debeá  en  la  actualidad  ser  iguales,  porque  durante   la  rodadura 
deleíronlo  O^  no  habrán  variado  de  magnitud.  Sentado  esto,  y  repre- 
sentando por  7  el  ángulo  OaC^sO'aC,  tendremos  evidentemente  que 

• 

Oa,C=cp  +  0  — C  y  OVC  =  r^  +  C  — O' ; 
de  donde,  igualando  estas  espresiones,  resulta  que 

(a)  0  +  0'=^C  +  C\ 

Para  estimar  estos  últimos  ángulos,  es  preciso  emplear  los  arcos  de  cír- 
Qulo  deseritos  desde^sus  vértices  con  un  radio  igual  a  la  unidad,  y  conoi- 
jMüir-e^as  arcos  con  aoi  y  aa\  que  deberemos  mirar  como  una  sola 
Unea  vaeta;  perpendiealar  a  OaO'.  En  seguida,  haciendo  a 

Oits=íR,  Cm=í=p,  0*flP=R\  Cm=p',  OLm^=^p,  (tOí^t^oLot^^^dBf 
iMlUaréinoa  £ácüm!eiite  que 

I    V\       ^^     r\i       dlS      ^        dk  .  COTO     ^,        ds .  coscp 

y/  qivsUtuyendQ  estos^  valores  eu  la  igualdad  precedente  (a),  nos  resultará 
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fórmula  mui  «encilla  qae  nos  d^rá  a  conocer  al  radio  de  ourbatora  p  de 
la  envolvente^  j  por  consiguientei  a  su  centro  de  curbatura  C,  cuando 
se  conozca  el  radio  p'  de  la  involuta 

814«  Podemos  proveer  con  facilidad  y  pin  necesidad  de  trazar  una 
nueva  figura  que  deberemos  cambiar  en  esta  fórmula  el  signo  de  p\  cuan- 
do el  centro  C  caiga  al  mismo  lado  que  C  respecto  al  punto  7n;  lo  mismo 
será  preciso  hacer  con  R',  si  el  centro  O'  se  halla  al  mismo  lado  que  O 
relativamente  al  punto  de  contacto  a  de  los  dos  círculos.  Y  así,  en  el  ca« 
Bo  de  la^^.  5|  la  equacion  (A)  tomará  la  forma 


(Bj 


/I  1     \  11 


que  es  mui  simétrica  en  todas  sus  partes.  Bajo  este  punto  de  vista,  hubie- 
ra sido  mas  racional  fundar  la  demostración  en  lajig'  5,  en  que  los  cen- 
tros están  colocados  al  mismo  lado  de  la  tanjente;  pero  como  este  últi- 
mo caso  se  presenta  menos  veces  en  los  engargantes,  hemos  querido 
fijar  la  atención  en  los  datos  mas  habituales. 

Somos  deudores  de  las  fórmulas  (A)  y  (B)  a  M.  Savartfj  así  como  tam- 
bién de  la  construcción  gráfica  que  vamos  a  esponer.  . 

815.  Unamos  por  medio  de  rectas  los  centros  O  y  C,  O'  y  C;  pro*  fig.6. 
longando  en  seguida  estas  rectas,  indaguemos  los  puntos  D  y  D' en'que 
van  a  cortar  a  la  perpendicular  aD  levantada  a  la  normal  común  CáC; 
y  sucederá  que  estos  dos  puntos  se  confundirán.  Con  efecto,  si  desde 
los  centros  O  y  O*  bajamos  perpendiculares  a  la  normal  CaC^  formare- 
mos triángulos  semejantes  con  Cal)  y  C'aD\  de  los  cuales  con  suma  fa- 
cilidad sacaremos  que 

^p  _  (P— P)  R  se»y    y  ^p>_  (p^+;?)R^senv 
R  cos'f — (p — p)  (P*+P) — R'coscp* 

Pero  la  fórmula  (A)  nos  da,  transportando  el  segundo  y  tercer  término^ 

R  coscp--^(p— /?) (p'-h/?)— R'cos^  ^ 


(p_p)  R  (p'+p)  R' 


f  mi 

5/ 
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que  uos  prueba  que  los  valores  precedentes  de  aD  y  aD^  son  ciertamen- 
te iguales. 

816    Y  así|  cuando  se  conozca  el  centro  de  curbatura  C  del  punto  m 
de  la  involuta  amft,  tiraremos  la  recta  C'O'  que  prolongaremos  liasta  que 
encuentre  en  un  punto  D  ala  perpendicular  aD  levantada  a  la  normal 
amC:  y  en  seguida,  uniendo  este  punto  D  con  O,  la  recta  OD  irá  a  cor- 
tar a  la  normal  prolongada  C'a  en  el  punto  C  que  será  el  centro  de  cur- 
batura de  la  envolvente  AwB  respecto  al  punto  m.  Cuando  la  involuta 
amby  en  lugar  de  estar  definida  por  sus  propiedades  jeométricas,  solo  se 
nos  dé  gráficamente,  trazaremos  muchos  círculos  tanjentes   en  m    a 
esta  curba,  y  elijícndo  entre  ellos  el  que  se  aproxime  mas  a  confundirse 
con  ab  en  los  alrededores  de  m,  podremos  tomar  su  centro  como  si 
fuese  el  punto  C\ 

En  todos  los  casos,  si  con  radios  como  Cm  describimos  arcos  pequeños 
de  círculo,  y  los  casamos  por  medio  de  un  trazo  continuo,  obtendremos 
el  trazado  do  la  envolvente  Amb  del  modo  gráfico  mas  exacto. 

FIO.  4.  817.  Antes  de  aplicar  estos  resultados  a  varios  ejemplos,  colocare- 
mos en  este  lugar  una  observación  importante  relativa  a  la  teoría  de  los 
engargantes;  tal  es  la  de  que  durante  la  rotación  del  círculo  O'  sobre  el 
círculo  fijo  O,  la  curba  amb  no  solo  rueda  sencillamente  sobre  AmB, 
sino  que  al  mismo  tiempo  resbala  sobre  ella  (nám.  469),  de  lo  cual 
•  resulta  un  rozamiento  entre  los  dientes  de  las  dos  ruedas  que  consume 
una  parte  de  la  fuerza  motriz.  Con  efecto,  cuando  en  una  época  cual- 
quiera se  tocan  los  círculos  O  y  O*  en  a,  el  contacto  mde  la  envolvente 
con  la  involuta  se  conoce  por  la  normal  CocmC  tirada  por  este  punto  a; 
luego,  cuando  un  desvío  infinitamente  pequeño  haya  hecho  que  los  cír- 
culos se  toquen  en  los  puntosa'  y  ax,  las  normales  correspondientes  se- 
rán las  rectas  C  a'  y  Ca^,  que  van  a  determinar  los  puntos  m'  y  mi  en 
que  la  involuta  y  la  envolvente  se  tocan  en  esta  segunda  época  del  movi- 
miento. Pefo  si  los  arcos  mm*  y  mm^  no  son  íguiries,  y  dirijidos  en  el 
mismo  sentido,  es  claro  que  habrá  resbalamiento  de  una  de  las  curbas 
sobre  la  otra;  calculemos  pues  estos  arcos. 
Evidentemente  tenemos  que 

p  coscp  .  ds             ,      p'coscp .  ds 
mmi=:- y  mm=:- — r-^ : 
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luego. 

mm.-mm'=(^  _  -fLJ  eos?  .  ds=(l  +  ¿¡)pd., 

reduciéndolaen  virtud  déla  fórmula  (A).  Ademas^  si  consideramos  un 
desvío  de  magnitud  finita,  representado  sobre  el  círculo  fijo  por  5" — $\ 
la  diferenciado  los  arcos  recorridos  sobre  la  envolvente  y  la  involuta  por 
el  punto  de  contacto,  nos  la  dará  a  conocer  la  integral  definida 


•^^Q+f)/!'^^'- 


luego,  excluyendo  los  casos  inusitados  en  que  la  porción  de  normal 
am=p  cambiasen  de  signo  en  el  intervalo  de  s^  a  9'^  es  cierto  que  esta 
integral,  compuesta  toda  de  elementos  positivos,  no  será  nunca  nula;  y 
por  consiguiente,  habrá  siempre  un  resbalamiento  entre  las  curbas 
amb  y  AmB. 

.  818.  No  nos  detendremos  en  el  caso  mui  particular  que  supusiese 
ap  constantemente  nula;  porque  esto  exijiria  que  la  involuta  y  la  en- 
volvente se  confundiesen  con  las  circunferencias  O'  y  O.  Si  uno  de  los 
dos  centros  C  o  C  estuviese  situado  entre  u  y  m,  debíamos  notar,  en  la 
Jig.  4,  que  los  puntos  nti  y  m'  estarían  colocados  uno  a  la  izquierda  y  otro 
a  la  derecha  de  m;  y  como  entonces  uno  de  los  arcos  mmi  o  mnC  sería 
negativo,  su  diferencia  analítica  sería  también  la  que  nos  diese  a  conocer 
el  desvió  de  los  puntos  m^  y  m',  de  modo  que  la  integral  ^  se  aplica  tam- 
bién a  este  caso.  Finalmente,  cuando  el  resbalamiento  es  interior,  como 
sucede  en  laj/í^.  5,  esta  integral  tomará  la  forma 


'^=(r-¿)/I'V«' 


y  supuesto  que  en  este  caso,  son  precisamente  desiguales  los  radios  R 
y  R',  la  diferencia  d  de  los  arcos  recorridos  por  el  contacto,  será  también 
diferente  de  cero,  y  habrá  siempre  resbalamiento  entre  la  envolvente  y 
la  involuta,  con  tal  que^  no  cambie  de  signo  en  el  intervalo  que  se  con- 
sidera. 

Volvamos  ahora  a  la  construcción  gráfica  de  los  centros  de  curbatura 
de  una  envolvente,  tomando  por  ejemplo  los  casos  que  mas  comunmente 
se  usan  en  los  engargantes. 
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I.AM.65.  819.  Envolvente  de  un  punto  móvil.  Si  la  involuta  se  reduce  a  un 
^'^'^'  solo  punto  A  colocadp  sobre  la  músimadrcun%eDciadel  círculo  móvil, 
la  envolvente  no  será  otra  cosa  qu^  lacprba  descrita  por  este  punto,  es 
decir,  la  epicicloide  sencilla  AMB;  sería  una  epicicloide  i^longada  A'M'B', 
si  el  punto  jencrador  estuviese  colocado  en  A'  esterior  al  círculo  mó- 
vil; y  si  estuviese  colocado  ipteriormente  en  A",  daría  oríjen  a  la  epi^ 
cicloide  acortada  A"M"B'*.  Hemos  visto  precedentemente  (pumeros  471, 
y  473)  cuan  fácil  es  hallar  los  puqtos  M,  W  y  M"  de  estas  curbas,  co- 
rrespondientes a  cada  punto  de  contacto  a  del  círculo  móvil  O';  y  que 
las  normales  correspondientes  son  las  rectas  aM,  ailí\  y  oM".  Para  obte- 
ner ahora  los  centros  de  curbatura,  es  precisoí  según  la  regla  del  num- 
816,  levantar  una  perpendicular  aD,  ctD'  o  aD''  a  cada  normalf  y  prolon- 
garla hasta  que  corte  al  diámetro  MO';  y  uniendo  en  seguida  el  punta 
de  sección  D,  D'  o  D'',  con  el  centro  O  por  una  recta»  esta  ultima  encou- 
traráa  la  prolongación  de  la  normal  en  el  centro  C,  C*  o  C*'  que  buscamos. 
FIO.  9;  820.  Para  la  epicicloide  sencilla  AMB,  vemos  claramente  que,  sin 
trazar  la  perpendicular  aD,  el  punto  de  encuentro  eon  MO*  estará  siem- 
pre en  el  estremo  D  de  este  diámetro;  ademas,  la  serie  de  los  centros  de 
curbatura  análogos  a  C,  formará  una  involuta  ACE  que  será  ella  mis-^ 
ma  una  nueva  epicicloide  y  que  podemos  determinar  a  priori  del  modo 
siguiente.  Después  de  haber  levantado  la  perpendicular  C6  a  la  normal» 
describiremos  un  círculo  que  tenga  por  diámetro  el  intervalo  aS,  y  olro 
círculo  que  tenga  por  radio  a  03;  haciendo  en  seguida  rodar  el  primero 
sobre  el  segundo,  el  punto  C  enjendrará  la  evoluta  ACG.  Para  justifi- 
car esta  aserción,  adoptemos  las  anotaciones  siguientes: 

Oa=R,  0'a=R',  OS=r  y  a8=2r'; 

observemos  en  seguida,   que  con  motivo  de  ser  aD=MT,  tendremos 
evidentemente  que 

06  :Oa::6C  :aD  ::  aS  :  aT; 

lo  cual  nos  da  la  relación 

r  :  R  : :  r'  :  R';  y  ademas   R=r+2r' ; 

de  donde  concluimos  que 

_      R^  ,_     RR^ 

^      R+2R'  '  y   ^  —  K+2R' ' 
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Estos  valores  constantes  prueban  desde  luego  que  los  dos  círculos 
descritos  c<mi  Og  y  ceS  permanecerán  invariables  en  magnitud,  cual- 
quiera que  sea  la  posición  del  contacto  a  del  círculo  primitivo  O';  según 
€Sto,  después  de  haber  tomado  el  arco  AF  igual  a  la  semi-circunferencia 
MaD,  y  de  haber  tirado  el  radio  OEF,  no  habrá  mas  que  demostrar  que 
el  arco  6C  es  igual  a  SE.  Pero  como  los  arcos  semejantes  &C  y  MT  son 
proporcionales  a  sus  radios^  y  como  el  segundo  de  estos  arcos  es  igual 
aD=  aF,  tendremos  que 

arco  6C=  =-,  .  aF,  y  arco  6E=~  .  aF, 

de  donde  resulta  qne  los  arcos  6C  y  SE  son  efectivamente  iguales  en  lon- 
jitud  absoluta,  en  virtud  de  la  proporción  hallada  mas  arriba  entre  los 
cuatro  radios. 

821.  Para  el  vértice  B  de  la  epicicloide  primitiva,  el  centro  de  cur- 
batura  se  halla  en  el  oríjen  E  de  la  evoluta  ACE;  y  como  la  regla  jene- 
ral  del  núm.  816  es  en  este  caso  insuficiente  para  obtener  este  centro 
particular  E,  es  útil  saberlo  hallar  directamente.  Pero  el  valor  de  r 
sentado  arriba  nos  dice  que  si  sobre  OB  como  diámetro,  describimos 
una  semi-circunferencia,  esta  cortará  al  círculo  primitivo  descrito  con 
el  radio  OA  en  un  punto  G,  desde  el  cual,  bajando  una  perpendicular 
GE  al  diámetro,  nos  dará  a  conocer  al  punto  E  que  buscamos. 

822.  Debemos  observar  que  la  epicicloide  es  una  curba  rectificable; 
porque  un  arco  de  una  evolnta  es  siempre  igual  a  la  diferencia  de  los 
radios  de  curbatura  que  terminan  en  los  estremos  de  este  arco,  de  aquí 
resulta  que  el  arco  AC  es  igual  a  la  recta  CaM.  La  mitad  de  la  rama 
ACE  tendrá  por  lonjitud  a  EB=2r'+2R';  y  si  queremos  espresarla  solo 
por  medio  de  los  elementos  de  esta  epicicloide,  bastará  que  sustituya- 
mos aquí  por  R'  su  valor  en  funciones  de  r  y  r\ 

823.  Envolvente  de  un  círculo.  Sea  O  el  círculo  fijo,  y  O'  el  móvil  lam.  65, 
que  rudando  sobre  el  otro,  arrastre  consigo  a  un  pequeño  círculo  amb  ''°' 
cuyo  centro  M  esté  colocado  sobre  la  circunferencia  O'.  Este  punto  M 

ha  descrito  la  epicicloide  AM;  y  para  obtener  la  envolvente  ew,  es  pre- 
ciso, según  la  regla  del  núm.  811,  tirar  de  cada  punto  de  contacto  a, 
una  normal  a  la  involuta  amb,  es  decir,  tirar  la  recta  aM .  Esta  última 
encuentra  a  la  involuta  en  dos  puntos  m  y  7ji*;  luego  aquí  habrá  dos 
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envolventes^  una  efu  interior,  y  la  otra  e'ni'  esterior,  las  cuales  tocarán 
a  la  involüta  amb  en  los  puntos  m  y  m\  Estas  dos  envolventes  tendrán 
los  mismos  centros  de  curbatura  C  y  la  misma  evoluta  AGE  que  la 
epicicloide  AM;  pero  sus  radios  de  curbatura  serán  todos  menores  o 
mayores  que  los  de  esta  última  linea,  una  cantidad  constante  Mm=r; 
de  modo  que  estas  tres  curbas  estarán  equidistantes  en  todos  sus  pun- 
tos, en  el  sentido  de  sus  normales  comunes. 

Cada  uno  de  esto«  involucros  presenta  un  retroceso  en  el  sitio  en  que 
encuentra  a  la  evoluta  ACE.  Para  determinar  este  punto  e,  basta  obser- 
var que  entonces  el  radío  de  curbatura  de  la  epicicloide  es  igual  a  Mm 
=r,  y  que  la  porción  de  normal  señalada  por  j?  en  el  núm.  813,  es  en 
este  caso  la  cuerda  aM  del  círculo  móvil;  luego,  si  en  la  fórmula  (A) 
de  este  numero,  hacemos  a 

p:=r,  p'=0  y  a  p=2R'  cos^  ^ 
deduciremos  de  aquí  con  suma  facilidad  que 

^    2Vr+rv' 

lo  que  nos  dice  que  tomando  sobre  la  circunferencia  O,  y  partiendo  del 
punto  A,  un  arco  igual  al  que  en  el  círculo  O'  tiene  por  cuerda  el  valor 
que  acabamos  de  hallar  para  /^,  obtendremos  el  punto  de  contacto  a' 
que  corresponde  al  retroceso  e  que  buscamos;  y  desde  luego,  este  ultimo 
punto  se  construirá  fácilmente,  así  como  lo  hemos  hecho  coa  el  centro 
C  por  medio  del  punto  a. 

En  lugar  de  aplicar  la  fórmula  (A)  a  la  epicicloide  AM,  hubiéramos 
podido  aplicarla  directamente  a  la  envolvente  em,  cuyo  radio  de  curba- 
tura es  nulo  en  el  punto  que  buscamos  e;  en  cuyo  caso  hubiera  sida 
preciso  hacer  a 

p=0,  p'=r  y  ^;+r=y=2R' cos<p, 

y  hubiéramos  hallado  para  p\  que  representa  la  cuerda  Mae,  el  misino 
valor  que  aquí  arriba. 

825.  La  única  parte  de  estas  envolventes  que  es  útil  en  las  aplica- 
ciones a  los  engargantes,  es  la  rama  ew,  o  para  hablar  mas  exactamente, 
es  la  porción  dm  de  esta  rama  que  se  halla  en  el  esterior  del  círculo  O. 
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Aun  cuando  el  oríjen  $  de  «sta  porción  útil  se  diferencia  miii  poco  del 
retroceso  £y  si  queremos  determinar  rigurosamente  el  primero  de  estos 
puntos,  observaremos  que  se  presenta  cuando  el  circuló  pequeño  pasa 
por  el  contacto  a  de  los  círculos  O  y  O',  es  decir,  cuando  la  cuerda  Ma 
es  igual  al  radio  Mm.  Luego  será  suficiente  tomar  el  arco  Ac^  igual  al 
que,  en  el  círculo  O',  tiene  por  cuerda  al  radio  Mm. 

826  Envolvente  de  un  radio.  Si  adoptamos  por  involuta  al  radio  fig.  II. 
O'A  del  círculo  móvil  O',  la  envolvente  será  la  epicicloide  AmB  enjen- 
drada  por  el  punto  A  de  un  círculo  V  que  se  hubiese  descrito  sobre  A.O' 
como  diámetro,  y  que  él  mismo  rodase  sobre  la  circunferencia  O.  Con 
efecto,  cuando  el  círculo  O'  haya  llegado  a  una  posición  cualquiera  O", 
el  radio  O'A  ocupará  una  situación  0"a  determinada  por  la  condición 
aa=ccA;  luego  si  bajamos  sobre  esta  involuta  0''a  la  perpendicular  amy 
el  punto  m  será  (nüm,  811)  un  punto  de  la  envolvente  que  buscamos.  Pe- 
ro este  punto  m  manifiestamente  pertenecerá  a  la  circunferencia  V  des- 
crita sobre  aO"  como  diámetro,  y  entonces  los  arcos  ain  y  aa  que  corres- 
ponden a  un  mismo  ángulo  aO"a  y  están  descritos  con  radios  duplo  uno 
y  otro,  serán  iguales  en  lonjitnd  absoluta;  de  donde  concluiremos  que  el 
arco  am  es  también  igual  al  arco  qcA,  y  que  según  esto  el  punto  m  hallado 
ya  para  la  envolvente;  pertenece  efectivamente  a  la  epicicloide  AB  que 
describiría  el  punto  A  del  círculo  V  que  rodase  sobre  la  circunferencia  O. 

827.  Lo  que  precede  demuestra  al  mismo  tiempo  que  si  el  círculo 
V  rodase  en  el  interior  del  círculo  O  considerado  inmóvil,  el  punto  A  de 
esta  circunferencia  V  .describiría  una  epicicloide  rectilínea  que  precisa- 
mente sería  el  radio  AO',  o  mas  bien  el  diámetro  entero  del  círculo  O*, 
según  ya  lo  hemos  visto  en  el  níim,  475.  De  modo  que  en  el  caso  pre- 
sente la  involuta  y  la  envolvente  son  enjendradas  por  el  rodamiento  del 
mismo  círculo  V  sobre  las  circunferencias  O  y  O',  este  resultado  no  es 
sino  un  caso  particular  de  la  proposición  siguiente  : 

828.  Envolvente  de  una  epicicloide.  Si  hacemos  rodar  un  círculo  U  ^g^  i¿; 
de  un  radio  arbitrario,  primeramente  en  el  interior  del  círculo  O',  y  en 
seguida,  en  el  esterior  del  círculo  O,  un  mismo  punto  de  la  circunferencia 

U  describirá  dos  epicicloides  ab  y  AB,  de  las  cuales  la  última  será  la 
envolvente  do  todas  las  posiciones  que  tomará  la  involuta  ab,  cuando 
esta  sea  arrastrada  por  la  rotación  del  círculo  O'  sobre  la  circunferencia  O. 
Con  efecto,  consideremos  los  círculos  O  y  O'  eii  una  posición  cualquiera 
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en  qae  se  toquen  en  a,  tracemos  en  seguidla  el  círculo  U  tanjente  en  este 
mismo  punto  a  los  otros  dos«  En  este  caso,  la  <urciuifereDcáa  U  irá  a 
cortara  la  epicicloide  ab  en  un  punto  m,  de  modo  que  sea  el  arco  am^^aai 
pero  a  causa  de  la  rotación  del  círculo  O'  sobre  O,  será  tambiefi  el  oroo 
aas=aA;  luego  los  arcos  am  y  ccA  son  iguales,  y  por  consigaiente,  el 
punto  m  de  la  curba  ab  pertenece  también  a  la  epicicloide  AB.  Ade- 
mas, estas  dos  epicicloides  son  tanjentes  en  el  punto  común  m,  porque 
tanto  para  la  una  como  para  la  otra  (num.  472)  la  normal  es  la  cuerda 
am  del  círculo  jcnerador  U.  Pero  mui  rara  vez  se  emplean  estos  dos  per- 
files curbilíneos  en  los  dientes  de  las  ruedas,  en  atención  a  que  es  mu- 
cho mas  cómodo  adoptar  el  sistema  de  la  Jig.  11,  en  el  cual  uno  de  los 
dos  perfiles  es  una  recta  AO'  (*). 


(*)  Jeneralizando  estas  consideracionesy  podemos  definir  de  otro  modo 
que  como  lo  hemos  hecJio  en  el  núm.  808,  la  forma  que  deben  tener  los 
perfiles  conjugados  de  los  dientes  de  un  engargante.  Para  estOf  tomemos 
una  curba  cualquiera  W  tanjente  en  A  (fig.  2)  a  los  dos  círculos  O  y  O, 
y  hagámosla  rodar  alternativamente  en  el  interior  de  la  circunferencia 
O'  y  en  el  estcrior  del  circulo  O;  en  este  caso  el  punto  A  de  W  describirá 
subcesicamente  dos  curbas  ab  y  AB  que  serán  los  perfiles  pedidos.  Por- 
que cuando  los  circuios  O  y  O'  jiren  al  rededor  de  sus  centros  inmótiles 
de  modo  que  impriman  velocidades  iguales  (núm.  806)  a  las  circunfe- 
rencias (xS  y  a'S',  sucederá  que  las  curbas  AB  y  ab  enjendradas  comoar- 
riba,  se  tocarán  constante menente  en  un  punto  variable,  cuya  normal  co- 
mún pasará  siempre  por  el  punto  A  colocado  sobre  la  linea  que  une  los 
centros.  Demostraremos  esto  con  facilidad,  sustituyendo^  en  conformi- 
dad  con  el  j^rincipio  del  núm.  809,  al  movimiento  de  revolución  de  lo& 
círculos  O  y  O''  al  rededor  de  sus  centros  inmóviles^  el  rodamiento  de  la 
circunjerencia  O'  sobre  la  circunferencia  O  enteramente  fija  i 

Pero  esta  segunda  definición  de  los  perfiles  de  los  dientes,  sería  poco 
cómoda  para  emplearla  en  el  caso  en  que  con  anticipación  y  arbitraria- 
mente se  asigne  la  forma  ab  de  uno  de  estos  perfiles;  porque  entonces  serta 
preciso  principiar  por  indagar  cual  era  la  curba  W  que,  rodando  so-^ 
bre  O'  podria  enjendrar  el  perfil  dado  ab,  lo  que  de  ordinario  ofreceria 
muchas  dificultades. 
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829^  Emüohomte  de  uán  voluta  de  círculo.  Finalmente^  adoptemos  fio.  13. 
por  áwrolota  a  la  carba  amh  que  es  la  voluta  (nñm.  479)  de  un  círculo 
concéntricio  con  0'>  y  descrito  con  .un  radio  arbitrario  0'C\  Si  desde  el 
panto  a  tiramos  a  este  círculo  OC  la  tanjente  amC\  esta  será  normal 
«  woíA  y  nos  dará  (num.  811)  un  punto  7n  de  la  envolvente  AmB  que 
buscamos;  por  otra  part^,  el  centro  de  curbatura  C  de  esta  envolvente 
Ée  'obtendrá  (núm.  816)  tirando  O'C'  y  su  paralela  OC,  que  será  per- 
pendicttiar  a  la  normal  G'aC,  y  evidentemente  tendrá  por  valor  cons- 
tante a 

OC  «=  O'C  X  g, ; 

da  donde  concluimos  que  la  circunferencia  descrita  con  el  radio  OC  será 
€Í  lugar  do  todos  los  centros  de  curbatura  do  la  envolvente  AmB»  y  con- 
siguientemente esta  misma  envolvente  es  una  voluta  del  círculo  OC. 

830.  Volvamos  ahora  a  tratar  del  verdadero  estado  de  dos  ruedas  no.  7. 
una  de  las  cuales  transmita  a  la  otra  el  movimiento  circular  que  la  ani* 
jsa;  porque  según  hemos  dicho  nüm.  808,  la  hipótesis  de  que  el  cír- 
culo O' rodaba  sobre  el  círculo  O  que  estaba  absolutamente  fijoi  no  era 
aíno  una  ficción  propia  para  simplificar  el  estudio  y  trazado  de  las  envol* 
ventes  de  que  teníamos  necesidad.  Y  así  en  realidad,  los  centros  O  y  O' 
están  ambos  fijos,  y  el  movimiento  de  revolución  que  so  imprime  a  la 
ruedaO  se  comunica  a  la  rueda  O'  por  medio  del  empuje  que  la  curba  AB 
transmite  a  la  otra  ab;  pero  para  que  este  movimiento  satisfaga  a  la  con- 
dición esencial  del  num.  806,  es  preciso  (num.  808)  que  una  de  estas 
curbas  sea  la  envolvente  de  la  otra  cuya  forma  queda  arbitraria.  Sin  em- 
bargo, debemos  hacer  la  restricción  de  que,  en  la  porción  de  ab  que  se 
utilice  I  vayan  los  radios  vectores,  tales  como  0'7n ,  disminuycnao 
SDempre  osien»pre  aumentando;  y  entonces  los  de  AB,  tales  como  Om, 
variarán  constantemente  en  sentido  contrario  a  los  anteriores.  Esto  es  ne- 
cesario para  que  haya  verdadero  empuje  de  un  diente  contra  otro;  porque 
si  uno  de  los  radios  vectores  O'm  fuese  máximo  o  mínimo,  este  necesa- 
riamente sería  normal  a  la  curba  ab;  y  cuando  los  dos  dientes  llegasen 
a  tocarse  en  m,  la  normal  O'm,  que  en  esta  época  debe  (num.  810)  pa- 
sar por  el  punto  de  contacto  D  de  los  dos  círculos,  iria  a  coincidir  en  di- 
rección con  la  línea   de   los  centros  ODO*;  y  entonces  la  revolución 
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del  círculo  O  al  rededor  de  su  centro  inmóvil,  produciría  una  velocidad 
precisamente  tanjencial  a  la  curba  amb,  esto  no  daría  lugar  sino  a  un 
simple  rozamiento  que  sería  insuficiente  para  arastrar  a  la  rueda  0\ 
piG.  7.  831 .  Lugar  de  los  contactos.  En  el  movimiento  de  revolución  al  rede- 
dor de  los  centros  fijos  O  y  O',  el  punto  do  contacto  m  de  la  envolvente  y 
de  la  involuta,  que  ambas  participan  de  este  mo vimiento, ocupa  subcesiva-' 
mente  posiciones  diferentes  con  respecto  a  la  recta  invariable  ODO'  y  al 
punto  D  en  que  constantemente  se  tocan  los  círculos  movibles;  la  su* 
cesión  de  estas  posiciones  del  punto  m,  sobre  el  plano  fijo  de  los  dos  cír* 
culos,  forma  una  curba  que  es  útil  conocer.  Enjeneral,  la  obtendremos  mi- 
diendo en  cada  posición  del  círculo  móvil  de  la  Jig.  2  eXraáio  vector  A^^ 
y  el  ángulo  é'gAgO'apara  referirlos  en  seguida  sobre  la^^.  7,  partiendo 
desde  el  punto  D  considerado  como  polo;  pero  en  muchos  casos,  este  lu- 
gar de  los  contactos  entre  la  envolvente  y  la  involuta  se  obtiene  de  un 
modo  directo  y  mui  sencillo. 

1.°  Si  la  involuta  se  redujese  a  un  punto  de  la  circunferencia  O',  es 
evidente  que  esta  circunferencia  sería  ella  misma  el  lugar  pedido. 
FiG.  11  2.^  Cuando  la  involuta  es  el  radio  O'A  ifig.  11),  el  lugar  de  los  con- 
tactos subcesivos  es  la  circunferencia  V  descrita  sobre  O'A  como  diá- 
metro: porque  cualquiera  que  sea  la  posición  O'A'  del  radio  móvil,  la 
normal  AN',  que  es  preciso  bajar  del  punto  A  (núm.  811),  terminará 
siempre  sobre  la  circunferencia  V. 

3.*^  En  el  caso  poco  usado  de  la^^^.  12,  en  que  la  envolvente  y  la  in- 
voluta fuesen  dos  epicicloides,  sus  puntos  de  contacto  se  hallarían  todos 
evidentemente  sobre  la  circunferencia  U,  colocada  tanjencialroente 
a  los  dos  círculos  primitivos  sobre  la  línea  invariable  que  une  los  cen- 
tros fijos. 
FIO.  13  4.^  Por  ultimo,  cuando  la  involuta  y  la  envolvente  son  dos  volutas 
de  círculo,  el  lugar  de  sus  contactos  subcesivos  será  precisamente  In 
recta  C'aC,  que  es  tanjente  común  a  los  dos  círculos  ausiliares  que 
dan  nacimiento  a  estas  volutas;  porque  durante  la  revolución  de  estas 
curbas  al  rededor  de  los  centros  fijos  O  y  O',  la  normal  que  sería  preci- 
so tirar  desde  el  punto  a  (nüm.  811),  coincidiría  siempre  con  la  rec- 
ta C'aC. 

832.     Lvnites  correspondientes.  Como  en  la  práctica,  no  se  einplean 
sino  arcos  poco  estensos  de  envolvente  e  involuta,  es  importante  saber 
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limitar  una  de  estas  curbas  en  la  porción  verdaderamente  útil,  según  la 
magnitud  del  arco  que  se  ha  conservado  para  la  otra.  Pero  los  puntos 
correspondientes,  es  decir,  los  que  se  hallan  en  contacto  a  cierta  época 
del  movimiento  de  revolución,  naturalmente  serian  dados  si  constru- 
yésemos la  envolvente  según  el  método  del  núm.  811  y  lafig.  2;  y  como 
en  la  mayor  parte  de  los  casos  usuales,  se  conoce  con  anticipación  la 
naturaleza  de  la  envolvente  y  de  la  involuta,  y  se  trazan  estas  curbas  in- 
dependientemente una  de  otra;  de  modo  que  es  necesario  indagar  en 
seguida  los  límites  correspondientes,  es  fácil  esto  después  de  haber 
construido  el  lugar  de  los  contactos  subcesivos. 

833.  Por  ejemplo,  en  el  caso  de  la^.  11  en  que  la  rnvoluta  es  el  ra- 
dio O' A,  y  la  envolvente  la  epicicloide  AmB  descrita  por  el  rodamiento 
del  círculo  V,  para  hallar  el  punto  correspondiente  a  N,  referiremos  este 
último  a  N^  sobre  la  circunferencia  V  que  es  el  lugar  de  los  contactos 
subcesivos,  por  medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  desde  el  centro  O; 
y  en  seguida,  desde  el  centro  O'  con  el  radio  0'N^  describiremos  otro 
arco  de  círculo  que  transportará  el  punto  N'  a  n  sobre  el  radio  O'A;  y 
este  último  punto  corresponderá  a  N.  De  modo  que  si  de  la  envolvente 
no  conservamos  sino  el  arco  A'N,  la  única  porción  útil  de  la  involuta 
será  An;  y  como  estos  arcos  evidentemente  tienen  lonjitudes  mui  desi- 
guales, conoceremos  claramente  que  habrá  resbalamiento j  y  por  consi- 
guiente rozamiento  de  la  envolvente  con  la  involuta,  como  lo  hemos  de- 
mostrado en  jeneral  en  el  núm.  81 7. 

834.  En  la^.  13  en  que  la  envolvente  y  la  involuta  son  dos  volutas, 
sabemos  que  el  lugar  de  sus  contactos  subcesivos  es  la  recta  CaC; 
juego  para  obtener  el  punto  correspondiente  a  N,  será  suficiente  trans- 
portar este  último  a  N'  por  medio  de  un  arco  descrito  con  el  radio  ON, 
y  referir  en  seguida  N'  a  n  por  medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  des- 
de el  centro  O'.  Y  así  es  que  los  arcos  AN  y  an,  AB  y  ai,....  serán  los 
arcos  correspondientes,  que  ruedan  y  resbalan  uno  sobre  otro  durante 
la  revolución  de  los  círculos  O  y  O'  al  rededor  de  sus  centros  fijos. 
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LAM.  66.  835.  Cuando  las  dos  ruedas  que  queremos  poner  en  movifniento  tie- 
no.  14.  ^^^  gyg  ejes  paralelos  proyectados  en  O  y  O*  sobre  el  plano  mismo  del 
depurado,  tanto  estas  ruedas  como  los  dientes  de  qne  e«tán  armadas,  se 
componen  de  rebanadas  cilindricas  mas  o  menos  gruesas,  pero  que 
tienen  sus  jeneratrices  paralelas  a  los  ejes  :  estos  dientes  se  proyecta^ 
r&n  según  curbas  o  perfiles,  que  maniñestamente  bastará  señalar  para 
que  la  forma  total  do  la  rueda  quede  bien  deñnida.  Haremos  pnes  abs- 
tracción de  los  espesores,  y  no  tendremos  que  ocupamos  sino  de  los 
perfiles  situados  en  el  plano  del  depurado.  Sentado  esto,  y  segtin  las 
nociones  preliminares  manifestadas  en  los  números  806  y  808,  sabemos 
que  será  preciso  principiar  por  dividir  el  intervalo  OO'  en  dos  partes 
OA=R  y  0'A=R*  que  estén  en  razón  inversa  de  las  velocidades  an- 
gulares (núm,  805)  eo  y  cü'  que  se  quieran  imprimir  a  las  dos  ruedas;  en 
seguida,  se  trazarán  con  estos  radios  los  circuios  primitivos  aS  y  a*S' 
cuyas  circunferencias  deberán  adquirir  velocidades  absolutas  que  seaa 
iguales,  es  decir,  que  los  arcos  iguales  AA'  y  aa^  deberán  pasar  por  la 
línea  de  los  centros  OO'  en  un  mismo  tiempo. 

836.  £lijamos  ahora  dos  números  enteros  cualesquiera  n  j  n\  que 
estén  en  razón  inversa  de  las  velocidades  angulares  ta  y  eo*,  es  decir,  que 
sean  de  tal  magnitud  que  nos  den 

n  :  n'  : :  ctí'  :  w  : :  R  :  R' ; 

• 

dividamos  en  seguida  el  círculo  primitivo  ag  en  n  partes  iguales  AA\ 
A' A",  A" A"',...  y  el  a'6'  en  n'  partes  también  iguales  oa',  aV,  a V--. 
Estas  divisiones  tendrán  también  las  mismas  lonjitudes  absolutas  en  los 
dos  círculos;  porque  en  virtud  de  la  proporción  precedente,  evidente^ 
mente  hallaremos  que 

27tR       27tR'  .  . , 

=  —     ,    o    AA  =aa  ; 

n  n 
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de.  fliodo  que,  por  la  revolución  de  los  círcalos^  los  puntos  A'  y  a\  A''  y 
a'\^  llegarán  al  mismo  tiempo  a  la  línea  de  los  centros  00\  En  ser 
gaida^  subdividirémos  cada  una  de  las  divisiones  precedentes  en  dos 
partes  desiguales^  tomando  losarcos  AB,A'B^  A''B'^...  iguales  entre  sí, 
pero  un  tanto  menor  que  la  mitad  de  AA';  estos  arcos  parciales  formarán 
la  base  de  cada  diente,  o  el  lleno  de  la  rueda,  mientras  que  los  arcos  AB', 
A'B"...«  Fcrán  los  vanos  o  intervalos  entre  dos  dientes  consecutivos.  Del 
mismo  modo  operaremos  con  el  círculo  primitivo a^g%  en  el  que  ab,  a'b\... 
serán  ]as  bases  de  los  dientes  de  esta  rueda,  un  poco  menores  que  los 
intervalos  ¿a',  b'a*\...  Esta  diferencia  es  necesaria  para  el  juego  que  siem- 
pre debe  haber  en  el  engargante,  como  lo  demostraremos  en  lo  que  sí-^ 
gue  (núm.  842). 

837.  Si  queremos  apreciar  con  exactitud  la  amplitud  de  este  juego, 
llamemos  B  y  B'  a  las  bases  AB  y  ab  que  pueden  ser  desiguales,  I  e  F 
a  los  intervalos,  y  tendremos  que 

B  +  I  =  ?Il5  =  ?ü^'  =  B'  +  r; 

n  n 

y  de  aquí  concluiremos  para  el  juego  que 

J  =  I  —  B' =  r— B  =  —  —  (B  +  B') ; 

es  decir,  la  lonjitud  común  de  las  divisiones,  mínos^  la  suma  de  las  ba- 
ses. Si  las  bases  fuesen  iguales  en  las  dos  ruedas,  la  amplitud  del  juego 
sería  el  exceso  de  un  intervalo  sobre  uñábase;  pero  en  todos  los  casos, 
es  preciso  que  este  juego  esté  comprehendido  entre  un  duodcchno  y  un 
víjésimo  de  la  lonjitud  constante  AA'  de  las  divisiones  primitivas,  con  el 
ñn  de  no  disminuir  mucho  el  espesor  de  los  dientes,  y  por  consiguiente 
la  resistencia  de  que  son  susceptibles;  y  también  para  hacer  menos  sen- 
sibles los  choques  alternativos,  que  comunmente  se  manifiestan,  cuando 
las  dos  ruedas,  aunque  continúen  su  marcha  en  el  mismo  sentido, 
sufren  variaciones  en  sus  velocidadas,  producidas  por  causas  acci- 
dentales. 

Todos  los  detalles  que  preceden  son  comunes  a  los  diferentes  jéneros 
de  engargantes,  y  estos  no  se  diferencian  entre  sí  sino  por  la  forma  del 
perfil  de  los  dientes:  poro  en  todos  casos,  para  cumplir  con  la  condición 
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esencial  (núm.  806)  de  qne  los  arcos  iguales  A  A'  y  aá!  pasen  al  mismo 
tiempo  por  la  línea  de  los  centros,  será  preciso  recordemos  que  los 
perfiles  corespondientes  ZAF  y  z¿7/ deben  ser  nno  con  respecto  al  otro, 
envolvente  e  involufa  (núm.  808),  y  podemos  elejir  a  nuestro  arbitrio 
uno  de  estos  perfiles,  siempre  que  quede  satisfecha  la  restricción  indica^ 
da  en  el  núm.  830. 
Fi«.  14.  838.  Engargante  de  flanco  simétrico  y  recíproco.  En  este  caso, 
adoptaremos  por  perfil  de  cada  diente  de  la  rueda  O',  a  un  radio  como  el 
O'a;  y  desde  luego  el  perfil  correspondiente  AZ  sobre  la  rueda  O  deberá 
ser  un  arco  de  epicicloide  enjendrada  por  el  punto  a  del  círculo  V  des- 
crito sobre  el  diámetro  O'a  cuyo  círculo  rodará  sobre  la  circunferencia 
O;  porque  hemos  visto  (núm.  826)  que  esta  epicicloide  era  la  envolvente 
de  todas  las  posiciones  que  adquiere  el  radio  O  a  en  la  rotación  del  cír* 
culo  0\  Trazaremos  pues  este  arco  AZ  por  el  procedimiento  del  nüm. 
471  o  por  el  -del  núm.  472,  y  le  terminaremos  en  el  punto  Z  en  que  cor- 
tará al  radio  OZ  tirado  por  el  medio  de  la  base  AB  :  en  seguida,  trans- 
portaremos estos  resultados  simétricamente  a  la  izquierda  de  este  radio 
OZ  para  obtener  el  perfil  opuesto  BZ;  porque,  en  el  caso  actual,  es  si- 
métrico el  engargante,  es  decir,  destinado  a  rodar  de  derecha  a  izquierda 
del  mismo  modo  que  de  izquierda  a  derecha;  pero  si  la  rueda  O  no 
debiese  nunca  jirnr  sino  en  el  segundo  de  estos  sentidos,  quedaría  arbi- 
traria la  forma  del  perfil  BZ  (*)• 

839.  Se  da  el  nombre  do  Jlanco  a,  la  parte  plana  del  diente,  dirijida 
segnn  el  radio  O^a;  y  como  no  hai  sino  una  débil  porción  de  este  radio 
que  sea  tocada  y  conducida  por  el  arco  cpicicloídico  AZ,  conviene  saber 
hallar  la  estension  exacta  af  que  debe  tener  el  flanco.  Pero  en  virtud  de 
loque  hemos  dicho  en  el  núm.  833,  será  preciso  describir  con  la  distan- 
cia OZ  por  radio  un  arco  de  círculo  que  transportará  la  estremidad  Z  a 


(*)  Para  evitar  toda  equivocación^  y  no  caer  en  contradicciones  gra- 
ves sobre  el  sentido  de  los  diversos  mocimientos  de  rotación  al  rededor  de 
ejes  diferentes,  es  preciso  tener  cuidado  de  observar  cada  uno  de  ellos  colo- 
cándose sobre  el  eje  rorrespo7Hlie7ite.  Y  así  en  la  ñg,  14,  si  el  sistema  fun- 
ciona en  la  direcciotí  indicada  jjor  la  jlechaj  será  jnrciso  decir  que  la  rue- 
da O  jira  de  izquierda  a  derecha  y  la  rueda  O'  de  derecha  a  izquierda. 
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m  sobre  la  circunferencia  V;  y  en  seguida,  referir  este  punto  tn  a  f  por 
medio  de  un  arco  de  círculo  descrito  desde  el  centro  0\ 

840.  Por  lo  común  se  hace  que  este  engargante  sea  recíproco  prolon- 
gando el  perfil  ZA  en  el  interior  déla  rueda  O  por  un  flanco  AF,  y  agre- 
gando al  esterior  déla  rueda  O' un  diente  saliente  azi  cuyo  perfil  está 
formado  de  dos  arcos  de  epicicloide  simétricos  uno  de  otro.  En  el  caso 
actual,  se  trazará  el  arco  ar  haciendo  rodar  sobre  la  circunferencia  O'  al 
círculo  V  descrito  sobre  AO  como  diámetro;  y  la  ostensión  exacta  AF 
del  flanco  que  será  rejida  por  el  arco  az  se  obtendrá  (níím.  833)  des- 
cribiendo desde  el  punto  O*  el  arco  de  círculo  zM  terminado  en  la  cir- 
cunferencia V|  y  refiriendo  en  seguida  el  punto  M  a  F  por  medio  de  un 
arco  concéntrico  con  O. 

Una  vez  trazado  él  perfil  FAZBE  sobre  un  cartón  se  recorta  este  según 
el  contorno  y  sirve  de  patrón  móvil  colocándolo  encima  de  todas  las 
domas  bases  A'B',  A"B^\....  con  cuyo  ausilio  se  trazan  inmediatamen- 
te los  perfiles  de  todos  los  dientes  de  la  rueda  O.  Del  mismo  modo  ope- 
raremos con  la  rueda  O' empleando  también  otro  patrón  recortado  según 
el  contorno  fazbe. 

841.  Límite  de  las  escopleaduras,  o  Curba  de  identificación  entre  dos  fig.  15. 
perfiles.  A  continuación  de  los  flancos  AF  y  BE,  es  preciso  practicar 

oaa  escopleadara  que  deje  espacio  al  diente  azh  para  moverse  libremente. 
Para  determinar  estos  límites  exactamente,  consideremos  la  fig.  15  en 
que  suponemos  que  es  nulo  el  juego  del  cngargantej  y  en  la  que  desde  lúe* 
go  el  diente  azh  está  precisamente  en  contacto  con  los  dos  perfiles  ZAF 
y  Z'B'E'  a  un  mismo  tiempo;  en  este  caso,  se  tratará  de  hallar  el  lugar 
FGE'  de  todas  las  posiciones  que  toma  el  punto  z  sobre  el  círculo  O 
móvil  al  rededor  de  su  centro,  en  tanto  que  el  mismo  círculo  O'  jira 
y  arrastra  al  radio  O'z  al  rededor  del  punto  fijo  0\  Pero  según  las  con- 
sideraciones espuestas  en  el  núm.  809,  esta  curba  FGE'  es  la  misma 
que  la  que  describiría  el  punto  z  en  la  hipótesis  de  que  el  círculo  O'  ro- 
dase sobre  el  círculo  O  enteramente  inmóvil ;  este  último  jénero 
de  rotación  produce  una  epicicloide  alongada  cuya  construcción  hemos 
dado  en  el  núm.  473;  es  pues  una  porción  del  nudo  de  esta  epicicloide 
la  que  es  preciso  tomar  para  el  contorno  FzE',  y  este  arco  se  identifica- 
rá completamente  con  los  dos  flancos  AF  y  BE'.  Con  efecto,  si  conside- 
ramos {fig.  16)  el  diente  azb  cuando  ha  llegado  a  la  posición  en  que  va 
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ü  (}ejar  de  estar  trabadoi  y  en  que  toca  la  estremidad  del  arco  az  ai  úití* 
mo  elemento  del  flanco  AF,  en  este  caso,  la  normal  común  a  esta  iuvolu- 
tay  a  asta  envolvente  es  la  recta  FD  (num.  810);  pero  mirando  al  punto 
z  como  que  ha  descrito  en  el  mismo  tiempo  la  epicicloide  alargada  £*GF, 
la  recta  FD  será  también  (níim.  470)  normal  a  esta  última  curba;  de 
donde  concluiremos  que  la  epicicloide  E'GF  es  tanjente  al  flanco  AF^ 
y  así  mismo  toca  al  otro  flanco  B'E'  en  el  punto  E'. 

842.  Lo  que  acabamos  de  decir  supone  que  la  base  ai  de  cada  dien- 
te es  precisamente  igual  al  intervalo  AB';  pero  en  la  práctica  no  debe 
nunca  admitirse  esta  hipótesis;  porque  de  aquí  resultaría  eo  cada  cara  bz 
de  dientes  trabados,  un  contacto  inútil  para  el  empuje,  y  por  consiguien- 
te, rozamientos  que  disminnirian  notablemente  el  efecto  útil  de  la  fuerza 
motriz:  ademas,  la  menor  irregularidad  en  los  perfiles  detendría  el  mo- 
vimiento de  la  máquina,  o  espondria  a  que  se  quebrasen  los  dientes. 
Por  consiguiente,  es  preciso  que  admitamos  cieno  juego,  cuyos  límites 
hemos  indicado  ya  en  el  núm.  837;  y  en  este  caso,  que  es  el  de  lajig. 
14,  la  epicicloide  FG  no  volverá  ya  a  unirse  con  el  flanco  B'E',  y  de- 
beremos terminarla  en  su  vértice  G  situado  sobre  la  circunferencia  dcs- 
<:nta  con  el  radio  OL  que  se  halla  tomando  OZ=0*z:  en  seguida,  como 
es  preciso  prevenir  al  caso  en  que  una  causa  accidental  llegue  a  retardar 
la  velocidad  de  rotación  de  la  rueda  ducente,  sucedería  que  el  perfil  faz 
marcharla  de  vacío  mientras  que  el  empuje  se  ejercería  entre  las  caras 
ebzyZt^ü^K';  según  esto,  deberemos  también  trazar  la  epicicloide  alon- 
gada E'H  simétrica  con  FG  (*),  y  el  conjunto  de  estas  dos  ramas  reuni- 
dos por  un  arco  mui  pequeño  de  circunferencia  OL,  compondrá  el  con- 
tormo FGH'E'  de  la  escopleadura  rigurosamente  necesaria  para  quo  la 


(*)  Estos  dos  arcos  FG  y  E'IF  no  perteiiecen  a  la  misma  epicicloide 
alongada;  parque  para  conseguir  el  vértice  G  de  la  primera j  seria  preciso 
tomar  sobre  la  circunferencia  a^j  partiendo  desde  el  punto  k^  un  arco 
igual  a  la  mitad  ak  de  ab;  y  en  seguida^  tirar  al  radio  Ok'  que  cortase  a 
la  circunferencia  OL  en  el  punto  pedido  G.  Mientras  que  para  la  otra 
epicicloide  E'H',  necesitaríamos  tomar  el  arco  bk  sobre  el  círculo  ag, 
pero  partiendo  desdq  el  punto  B',  haciendo  mover  a  las  dos  ruedas  jnira 
poner  en  contacto  al  perfil  bz  con  el  oríjcn  W  del  flanco  B'E'. 
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punta  z  ae  maeva  libremente»  ya  sea  en  las  pequeñas  vacilaciones  que 
permite  el  juego,  o  ya  en  el  caso  en  que  la  rueda  O  deba  moverse  tanto 
a  la  izquierda  como  a  la  derecha. 

Del  mismo  modo  determinaríamos  el  contorno  ehg'f^  de  la  escopleadu- 
ra  que  debería  ejecutarse  en  la  rueda  O'  para  dejar  paso  libre  al  diente 
A'Z'B',  formándole  de  dos  ramas.de  epicicloide  alargada^  descrita 
por  la  estremidad  del  radio  OZ'  cuando  este  es  arrastrado  por  el  roda- 
miento del  círculo  O  sobre  el  círculo  0\  y  estas  dos  ramas  se  casarán 
por  medio  de  un  arco  pequeño  de  la  circunferencia  cuyo  radio  será  07% 
que  se  determina  tomando  la  distancia  OZ=OZ\ 

843.  En  lugar  de  atenernos  a  estos  límites  rigurosos,  es  siempre 'i°*  ^"^ 
preciso  en  la  práctica,  hacer  la  escopleadura  un  poco  mas  profunda;  y 
para  simplicar  los  procedimientos  de  la  ejecución,  creemos  por  lo  común 
suficiente  prolongar  los  flancos  hasta  la  circunferencia  OL,  cuyo  radio 

se  halla  tomando  0'L=:0*2;;  de  modo  que  la  escopleadura  se  termine  a 
escuadra  como  se  ve  en  F^GstlsE'".  Ademas,  como  el  influjo  de  una  gran 
prosion  podría  hacer  que  las  partes  agudas  o  las  aristas  vivas  espusiesen 
el  sistema  a  que  se  apuntalasen  o  decentasen  las  superficies  sobre  que 
resbalan,  y  esto  alteraría  la  curbatura  primitiva  de  los  perfiles  y  aumentaría 
el  rozamiento,  es  costumbre  quitar  la  porción  de  cada  diente  que  se  apro- 
xima a  la  punta  Z,  según  se  ve  en  B4XYA4,  teniendo  cuidado  de  suavizar 
de  la  arista  viva  que  deje  esta  truncadura  ejecutada  por  medio  de  un  cír- 
culo concéntrico  con  O.  Los  dientes  se  llaman  entonces  chaflanados^  y 
practicando  lo  mismo  con  la  rueda  O',  podremos  dará  las  escopleaduras 
de  las  dos  ruedas  una  profundidad  menor  que  la  que  indican  las  circun- 
ferencias OL  y  07. 

844.  Para  fijar  convenientemente  el  radío  de  círculo  XY  que  sirve 
para  determinar  el  chafl^namiento,  es  preciso  cumplir  con  la  condición 
siguiente :  cuando  dos  dientes  se  tocan  en  A  sobre  la  línea  de  los  centros 
O  AO^  debe  haber  después  de  esta  línea,  y  en  sentido  del  movimiento,  otro 
par  de  dientes  12  y  z'  que  también  estén  trabados  en  este  mismo  instante. 
Y  como  la  epicicloide  A'Z'  toca  al  flanco  a/'  en  un  punto  x  que  se  halla 
bajando  desde  el  punto  A  una  perpendicular  Kx  al  flanco  (nám«  810), 
bastará  por  consiguiente,  tirar  esta  normal,  y  tomar  la  distancia  Ox  para 
radio  del  círculo  XY. 

Si  sucediese  qne  la  normal  Xx  bajada  sobre  el  flanco  ay\  fuese  a  caer 
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encima  del  punto/',  nos  indicaría  esto  que  los  dientes  estaban  demasiado 
separados  para  compiir  con  la  condición  enunciada  aquí  arriba,  y  entonces 
sería  preciso  aumentar  los  números  ny  n^  disminuyendo  la  magnitud 
de  las  divisiones  iguales  AA'  y  aa\  Volveremos  a  tratar  de  esta  circun- 
ferencia en  el  núm.  879. 
no.  14:  845.  Método  aproximatiw.  De  la  condición  precedente  se  ha  dedu- 
cido un  procedimiento  mui  simple,  pero  que  su  exactitud  no  es  sino  apro- 
ximada, este  consiste  en  reemplazar  el  pcrfíl  epicicloídico  A'Z'  por  un  arco 
de  círculo  que  pase  por  el  punto  x  indicado  arriba,  y  toque  en  A'  al  flan- 
co rectilíneo  A'F'O;  será  mui  fácil  hallar  el  centro  de  este  arco  circular 
que  se  deberá  terminar  en  x,  chaflanando  el  diente  como  anteriormente 
se  ha  hecho.  Este  método,  que  debe  prescribirse  cuando  se  trate  de  una 
máquina  que  demande  exactitud,  puede  emplearse  en  las  máquinas  de 
fuerza  en  que  están  arreglados  los  movimientos  por  medio  de  volantes^ 
sobretodo  cuando  los  dientes  de  la  rueda  están  bástante  próximos  para 
que  las  porciones  de  perñl  B4X,  A4Y,  que  quedan  después  del  chofla- 
namiento,  no  excede  de  4  o  5  centímetros. 

846.  Y  también  cuando  un  dibujo  no  tiene  por  objeto  el  servir  para 
ejecutar  una  máquina  en  sus  verdaderas  dimensiones,  sino  solamente  para 
dar  a  conocer  la  disposición  de  sus  diversas  partes,  entonces  nos  conten- 
taremos con  figurar  los  dientes  describiendo  un  círculo  que  tenga  por 
centro  el  medio  cu  del  arco  B^Ag,  y  por  radio  a  una  de  las  dos  distancias 
iguales  (oBy  u  coAgí  en  este  caso,  este  círculo  nos  da  a  la  vez  los  dos  per- 
files opuestos  B7X7  y  AgYg  con  una  aproximación  suficiente  para  la  in- 
dicación que  nos  proponemos. 

847.  En  el  depurado  que  presentamos,  suponemos  que  la  rueda  pe- 
queña O'  es  maciza,  y  se  llama  un  piñón.  La  rueda  grande  O  está  cala- 
da, con  el  objeto  deque  sea  mas  lijera:  N  representa  \apina  que  está  re- 
ligada por  medio  de  los  brazos  P,  P',...  con  el  cubo:  este  está  proyectado 
entre  los  dos  círculos  OQ  y  OS,  el  último  de  estos  indica  el  vacío 
destinado  para  recibir  el  árbol  de  la  rueda,  y  este  árbol  se  fija  al 
cubo  por  medio  de  dos  Uates  que  se  introducen  en  las  cscopleaduras 
Ty  T'.  Finalmente,  W  es  la  loriga  o  anillo  de  hierro  que  rodea  el  es- 
tremo saliente  del  cubo,  para  reforzarle  e  impedir  que  se  rompa. 

848.  Observación.  Si  después  de  haber  construido  este  engargante, 
necesitásemos  cambiar  mas  adelante  las  velocidades  angulares,  y  qui-* 
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siéramos  conservar  intacta  la  rueda  O,  sustituyendo  a  O'  una  nueva  rneda 
O''  de  un  radio  diferente,  sabemos  (num.  808)  que  sería  preciso  adoptar 
porperfíl  de  cada  diente  de  O'',  la  envolvente  del  espacio  que  recorriese 
el  contorno  ZAF  en  la  hipótesis  en  que  el  círculo  O  rodase  sobre  la 
circunferencia  O".  Pero  como  la  porción  ZA  de  este  contorno,  es  ya 
una  epicicloide  enjendrada  por  el  rodamiento  del  círculo  V'  sobre  el  O, 
y  hemos  visto  (núm.  828)  que  su  envolvente  era  otra  epicicloide  produ- 
cida por  el  mismo  círculo  V  rodanio  en  el  interior  de  la  circunferencia 
O";  por  consiguiente,  esta  epicicloide  interior  será  la  que  reemplazará 
en  el  caso  actual  al  flanco  af;  y  en  cuanto  a  la  parte  de  radio  AF,  su  en* 
volvente  será  también  (núm.  826)  una  epicicloide  enjendrada  por  el  roda- 
miento del  círculo  V  sobre  la  circunferencia  O".  Y  así  es  que  el  diente 
de  esta  nueva  rueda  no  tendrá  flanco  rectilíneo;  y  todo  su  perfil  se  com- 
pondrá de  dos  arcos  pertenecientes  a  las  epicicloides  producidas  por 
los  círculos  V'  y  V  que  rodasen  en  el  interior  y  esterior  del  círculo  O": 
su  trazado  será,  por  consiguiente,  menos  sencillo  que  de  ordinario» 
pero  presentará  la  ventaja  de  hacer  que  sirva  la  rueda  O  que  está  ya 
construida. 

849.  Engargante  de  flancos  simétrico,  pero  no  recíproco.  Lai'^M.  67. 
rueda  grande  O  podria  sola  llevar  dientes  propiamente  tales,  es  de- 
cir, salientes  por  la  parte  esterior  del  círculo  primitivo  aS  mientras  que 

el  piñón  no  tuviese  sino  flancos  a¿,  be,  dirijidos  según  los  radios,  en  el 
interior  del  círculo  primitivo  a'g'.  La  estension  de  estog  flancos  la  obten- 
dremos como  en  el  num  839,  refiriendo  el  punto  Z  ñ.in  sobre  la  circunfe- 
rencia V  por  medio  de  un  arco  descrito  desde  el  centro  O,  y  trazando 
en  seguida,  desde  el  centro  O'  el  arco  de  círculo  m/cj  prolongando  des- 
pués estos  flancos  para  formar  una  escopleadura  terminada  a  escua- 
dra en  la  circunferencia  O'^^  cuyo  radio  debe  a  lo  mas  ser  igual  a  la 
diferencia  de  las  distancias  OO'  y  OZ  (núm.  843).  En  cuanto  a  la  rue- 
da O,  en  rigor  no  tendrá  ni  flanco  ni  vacíos;  pero  como  siempre  es 
prudente  dejar  un  poco  de  juego  con  el  fin  de  evitar  el  rozamiento  que 
produciria  un  desvío  accidental,  se  escoplea  esta  rueda  en  sentido  de  los 
radios  hasta  una  profundidad  de  1  o  2  centímetros  indicada  por  el  cír- 
culo GH.     . 

850.  En  el  caso  actual,  la  rueda  es  la  que  deberá  mover  al  piñón. 
Con  efecto,  vemos  que  la  epicicloide  AZ  principia  a  tocar  al  flanco  of 
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en  el  pnnto  a,  cuando  este  flanco  coincide  con  la  linea  de  loa  centras 
OO'  y  que  depues  de  esta  línea  en  sentido  del  movimiento^  el  contacto  se 
con  el  radio  0^a\  se  aproxima  ai  centro  O';  luego  a  la  izquierda  de  00% 
no  tendrá  el  perfil  A^Z^  ningún  punto  común  con  el  flanco  O'o^  este  no 
seiá  tocado  sino  por  la  rama  de  la  epicicloide  simétrica  de  A^Z^.  De 
aquí  resulta  que  cuando  es  la  rueda  la  que  niueve  al  piñón,  nunca  están 
trabados  los  dientes  sino  según  la  línea  de  los  centros  OO^  en  sentido 
del  movimiento;  esto  nos  ofrece  una  ventaja  importante  para  la  prácti- 
ca, como  lo  esplicarémos  en  el  num.  875.  En  \ikfig.  14  había  empuje  tan- 
to delante  como  detras  de  la  línea  de  los  centros,  en  atención  a  que  fa 
rueda  pequeña,  estaba  también  armada  de  dientes  salientes  por  la  parte 
esterior  del  círculo  primitivo  a'6'* 
FIO.  18.  851,  Barra  dentada  movida  por  una  rueda  también  dentada.  Si 
en  el  engargante  precedente,  suponemos  que  la  rueda  O'  adquiere  un 
radio  infinito,  el  círculo  primitivo  a'g'  se  cambiará  en  una  recta  tanjente 
a  la  circunferencia  ag  de  la  rueda  O;  y  la  rotación  de  esta  imprimirá  un 
mpvimiento  rectilíneo  a  la  pieza  recta  XY,  llamada  barra  dentada^ 
que  so  mantiene  en  esta  dirección  por  medio  de  canales  o  de  abrazade-^ 
ras.  Sin  tratar  aquí  de  la  razón  de  las  velocidades  angulares,  una  de  las 
cuales  es  cero,  seiá  preciso  dividir  a  la  circunferencia  aS  en  cierto  nü^ 
mero  de  partes  iguales  AA',  A' A'',....  y  en  seguida  trasladar  la  lonjitud 
rectificada  de  una  de  estas  divisiones  sobre  aa\  a^a^\... 

El  perfil  AZ  del  diente  de  la  rueda,  deberá  ser  una  voluta  del  círculo 
enjendrado  por  el  rodamiento  de  la  recta  a'g' sobro  la  circunferencia 
a%:  porque  en  el  caso  actual  esta  recta  es  en  lo  que  se  convierte  el  círcu- 
lo V  de  la^^.  17,  que  tenia  por  diámetro  al  radio  del  círculo  O*,  y  que, 
en  el  caso  presente,  es  infinito.  Por  la  misma  razón,  los  flancos  de  leí 
rueda  dentada  serán  las  rectas  ag,  bk,....  perpendicolares  a  a*S\  y  los 
prolongaremos  hasta  que  encuentren  a  una  recta  ghg'  paralela  a  a'g'  ti- 
rada a  una  distancia  O^  igual  por  lo  menos  a  OZ;  o  mas  bien,  estas  rectas 
agfbh,....  solo  sirven  para  formar  las  escopleaduras  necesarias  para  ei 
libre  paso  de  los  dientes,  porqne  los  flancos  de  la  barra  dentada  se  redu- 
cen en  la  actualidad  a  un  solo  punto*  Con  efecto,  siendo  la  tanjente  oe'g^ 
normal  (num.  479)  a  todas  las  volutas  AZ,  A'Z',  A"Z",..,.  lo  es  precisa- 
mente en  los  puntos  a,  a\  a'\.,.  en  que  se  hallan  los  contactos  de  estos 
perfiles  con  los  flancos  ag,  a'g\  a"^^":...  Ademas,  la  rueda  O,  hablando 
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didad  de  la  eapp(>jle>dur^»  d^beirá  estendefse  hasta  LqL  círcunt^éf^^^i^L^^^' 
cuyo  mdÍQ  qQadará  xj^eterminado  por  e^círc^i^  i;f^.  ¡Lfi  rii^f^  4w(m(^ 
deberá  aer  U  q^e  Heya  Io$  djente»,  por  los  inotivos  e»pi\c^dQ$  yj^^^ 
qúi9«  1^50^  fxoü  el  fin  de  que  el  empi^je  no  se  ejerza  sino  (}e9p^eA  4^  h^ 
línea  da  los  centros, 
jrao.  3 j .      855.     Si  por  lel  (contrario  se  quisiese  que  la  ri^da  pequenn  ^ V$'  He- 
yase  d^j^ntes  y  colocar  ios  flancos  9Qbre  la  grande  (^  cuyo  centro  os- 
tá  ficticiamente  representado  en  Q  (porque  ref^lp(i€il|te  cae  fue^  d^^lof 
límite^  de  \%Jig*  21)|  seiía  preciso  para  trazar  el  perfil  of,  |[}i9pprí|l>ír  mi 
círculp  VSA  cuyo  radio  V4  fuese  la  n^itad  de  04»  y  hacer  rodar  fi  e?te 
ckcttip  y  í^bre  la  circunferencia  a'é'  qne  él  envuelve,  ^ío  nosdar^í  u^ 
epicicloide  del  jebero  de  la  que  hecnos  consicjer^dp  ^^  el  n(iii(i.  ^77.  ]B^ 
cijiaato  al  flanco  FA6,  deberia  estenders^  desde  A  ha^ti^  G  en  l;s 
circunferencia  61f 'G*  descrita  con  el  radio  OO'  +  O'^i  C9n  el  ^n  da 
dejar  paso  li^re  al  diente  azb;  y  en  seguida,  se  (|ebf  rá  prplppgar  hácin 
el  centro  desde  A  ^  F,  para  recibir  el  empuje  del  perfil  0z.  Con  efei^Qf 
si  según  la  regla  general  del  núm.  833,  qu^rén^os  hAll^r  ^  pq^^de  h^ 
involnta  AQ  que  vaciga  4  tocar  al  punto  z  de  la  epVQlveajLe  ofs,  fer^  pr^ 
eisp,  pc^  conseguirlo,  transportar  el  punto  2;  a  fif  Bfibiiri^  l^cirsnpfqrsQQCja 
V,  pjpr  inedio  de  un  arco  zM  descrito  desde  el  oeptro  O';  y  en  s^gifid^j^  re- 
ferir el  puqte  M  a  F  por  medio  de  un  arco  MEF  d^^crjtp  d^fffH^  ^1  W^^To 
0«  Y  ^ñU  AF,  A^F},....  serán  las  únicas  porciones  de  los  flftP^W  9Qbr^ 
que  se  ejercerá  el  empuje  de  los  dientes,  raiéotri^i  qpe  et  ^Ptiaf  tp  x  se 
avance  de  A^  hacia  l^^;  de  n^odo  qi^e  siendo  el  Pf^ip^nQ  (q^l  recorrido 
por  este  contacto  mayor  que  ep  los  otros  caaos,  auqiejptfira  conwdei'^bl?- 
mente  el  rozamiento. 

Pero  aun  hai  otro  ícpnyeniente  mas  gr^ve,  qu^re^i^lta  delft  esQ9plíSii- 
dura  que  es  preciso  practicar  en  la  rueda  pequeña  para  dejar  ftl  fl<U|pp 
^F  lugar  de  jirar  libremente.  Porque  mientras  la  reyolQp^>Q  de  Io|i.  dos 
círculos  O  y  O'  al  rededor  de  sus  centros  inmóviles,  ^  9\iTÍ^ft  qae  el  pqn- 
tp  F  recorre  i^obre  el  círculo  pequeño  nñóvil  es  la  mí^Q^a.  (pOím*  ^9^)  4^f^ 
1^  que  este  punto  describiría  sobre  el  plano  fijo  de  este  círcplo^  ^i  liiícié* 
ffen^oa  rodar  la  cifcuaferencia  a$  sobre  a*g':  luega  estc^  ciuba,  es  uq^  epi-: 
-ci^Iojde  de  pudo  6^FfC2  que  vendrá  a  casar  en  z  con  el  perfil  o?,  ^egun  j^q 
hepDPS  prpl)ai[|Q  par^  ufi  caso  semejante  en  el  nüm.  841-  Pof  ^pivfig^iiev- 
Xf^  ifer4  Pf^cUp  raciar  la  rueda  O'  según  el  contoriip  F49r  ow  W  cyal  ei^ 


i 


CATITÜLO  IV.   ¿B  LM  BNCAItCANTM  CtUNDRICOS.  471 

quitQtáriuia  pércidii  péqatiUL  del  perfil  az;  de  dofide  resultará  qñe  el  dién- 
telas^ no  principiará  a  tcabaiíBiDo  un  poco  despúea  de  la  línea  de  ba  cen- 
tros. Pero  lo  mas  importante  que  hai  en  esto^  es  que  la  base  del  diente  se 
debilitará  de  tal  modo  por  esta  escopleadnra^  que  no  presentará  ya  la 
resistencia  suficiente;  y  por  consiguiente^  el  sistema  de  engargante  repre- 
sentado en  la j^.  21  debe  proscribirse  en  la  práctica. 

856.  El  engargante  interior  no  puede  ser  reciproco;  es  decir,  que 
es  imposible  dar  a  cada  rueda  dientes  y  flancos  a  un  mismo  tiempo. 
Gon  efecto,  si  sobreponemos  las  figuras  20  y  21  de  modo  que  coinci* 
dan  los  dos  radios  designados  por  O'a,  veremos  claramente  que  el  perfil 
AZ  quedará  cubierto  por  el  flanco  AF,  y  que  será  preciso  destruir  ca- 
te ultimo  para  poder  ejecutar  él  otro:  así  mismo,  en  la  rueda  0^  el  flan- 
co af  no  puede  coexistir  con  la  escopleadura  aXP^ 

857«  EciGARGANTE  DR  LINTERNA^  Por  cste  Último  nombre  se  espresa  lah.  67. 
una  especie  de  tambor  compuesto  de  dos  rodajas  o  planchas  circulares,  ''^'^' 
iguales,  pacalelas  y  reunidas  por  medio  de  cilindros  rectos,  llamados  ku- 
sillosy  cuyas  basea  son  los  círculos  c,  c\  c";  todos  los  centros  de  estos 
peqneaoa  círculos,  están  situados  sobre  una  circunferencia  a'g'  que  forma 
e\.  círculo  primitico  de  esta  especie  de  rueda,  y  laj^.  22  presenta  un 
corte,  dado  entre  las  rodajea  por  un  plano  paralelo  a  estas;  pojr  esta  razop 
los  círcotoS'C^  dy  c*\....  están  cubiertos  con  raitas.  Esta  linterna  se  pone 
en  movimiento  por  una  rueda  O  cuyo  circulo  primitivo  es  ag,  jeneral- 
roeuteJos  dientes  de  esta  se  trabajan  separadamente,  y  en  seguida  se  in- 
jieren en  el  cuerpo  de  la  meda :  entonces  se  les  da  el  nombre  de  punto^ 
nesp.j  se  trabajan  de  madera  mui  dura;  los  husillos  que  se  gastan  mas 
proBlocon  motivo  del  rozamiento,  son  algunas  veces  de  hierro  fundido. 
Esta  jéni^ro  deengargante  no  se  emplea  sino  en  las  máquinas  fuertes» 
eui  qne  no  ae  requiere;  una  gran  exactitud  en  los  movimientos;  porque  no 
presenta  tanta  suavidad  y  regularidad  como  el  engiurgante  de  flancos. 

Después  de  haber  elejido  (nám.  836)  dos  números  enteros  ny  n'  que 
tengan  entre  si  la  misma  razón  que  los  radios  de  las  circunferencias  ag 
y  a'g',  divádiiémos  la  primera  en  n  partes  iguales  A  A',  A' A'',,...  y  la  se- 
gundaren fi'  partes  también  iguales  aa^  a^a^\...  de  lo  cual' nos  resultará 
también  que.  AA'ssaa';  sefialSirémos  las  bases  de  loa  dtentesAB, 
A'B',..,.  iguales^  cuando  mas,  a  la,  mitad  do  una  división  A  A';  tomando 
en  seguida  un.  arco  ac  menor  que  la  cuarta  parte  de  la  división  aa\  em* 
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plearémos  la  caerda  de  este  arco  para  deÍ9críbir  todos  los  círculos  c,  c\ 
c\...  que  serán  las  bases  de  los  husillos.  Hecho  esto,  como  el  perfíil  AZ 
debe  ser  la  envolvente  (iiúm.  808)  del  espacio  que  recorriese  el  círculo 
€  en  la  hipótesis  en  que  la  circunferencia  a'g'  rodase  sobre  «6  que  per- 
maneciese inmóvil,  observaremos  desde  luego  que  el  punto  c  describirá 
en  este  caso  una  epicicloide  el  cuya  construcción  será  fácil  (num.  471); 
luego,  si  de  los  diversos  puntos  de  esta  epicicloide  y  con  un  radio  cons- 
tantemente igual  a  la  cuerda  ca,  describimos  varios  arcos  de  círculo,  bas- 
taria  trazar  una  curba  AZ>{  que  les  fuese  tanjente,  para  obtener  elperíiil 
pedido  por  un  medio  mas  espedito  que  la  construcción  por  puntos  indi- 
cada en  el  núm,  823. 

858.  Esta  rama  AZ^  de  la  envolvente  del  círculo  pequeño  c,  se  pro- 
longará en  el  interior  de  la  circnferencia  aS  hasta  un  punto  de  retroce- 
so indicado  por  e'  en  la^^«  10  de  la  Lám.  65.  Y  como  en  la  época  en 
que  la  involuta  tocase  a  la  envolvente  en  este  punto  €%  el  eje  del  husillo 
habría  ya  pasado  de  la  línea  de  los  centros  OO',  nada  habría  que  se  opu- 
siese a  que  conservásemos  esta  prolongación  de  AZ^:  pero,  para  mayor 
facilidad  en  la  práctica,  se  termina  este  perfil  en  el  punto  d*  que  corres- 
ponde a  A  en  Isijig.  22,  que  es  en  el  que  tiene  lugar  el  contacto  cuando 
ei^te  punto  A  ha  llegado  a  la  recta  OO*  (núm.  825).  Y  así,  en  los  engar-- 
gantes  de  linterna  no  se  efectuará  la  trabazón  de  los  dientes  antes  de  la 

línea  dé  los  centros, 

859.  En  cuanto  a  la  escopleadura  necesaria  para  que  los  husillos  se 
muevan  libremente,  podrá  dársele  por  contomo  el  semí-círculo  descríto 
sobre  la  cuerda  del  arco  AB'  como  diámetro;  pero  jeneralmente  noa 
contentamos  con  trazar  la  porción  de  radio  AG  un  poco  mayor  que  la 
cuerda  ac,  y  describir  desde  el  punto  O  el  arco  de  círculo  GH*  termi- 
nado también  en  el  radio  B'H\  Es  cierto  que  la  recta  AG  no  es  rigu- 
rosamente tanjente  al  perfil  AZ,  porque  la  normar  común  a  esta  curba 
y  a  la  epicicloide  el  sería  la  cnerda  ae  (núm.  823);  pero  la  arista  sa- 
liente que  resultaría  en  A  seria  mui  obtusa,  y  ademas  se  podrá  suavizar, 
salvo  que  el  diente  no  principiara  a  trabar  sino  un  poco  mas  tarde. 

860.  Es  bueno  chaflanar  los  dientes,  pero  sin  dejar  por  esto  de  lle- 
nar la  condición  del  núm.  844,  con  el  fin  de  que  el  movimiento  se  con- 
tinúe sin  golpes.  Para  esto,  tiraremos  la  recta  Ac'  que  siendo  normal 
(núm.  823)  a  la  involuta  c^a'V  y  a  la  envolvente  A'Z',  determinará  el 
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pimto  de  cofttacto  »:  y  entonces  bailará  tomar  un  radio  un  poco 
mayor  qoe  Ox  para  describir  la  circonfereDcia  en  que  ee  principiará  el 
chaflán.  Si  eeta  normal  Ac*  nos  diese  un  punto  x  qne  estuviese  encima 
de  la  sección  Z*  de  los  dos  pferfiles  simétricos,  estañan  los  husillos  de* 
masiado  separados  para  llenar  la  condición  del  nám.  844;  y  en  este  ca- 
SO9  sería  preciso  aumentar  su  número  n\  haciendo  también  variar  el  nú* 
mero  n  de  dientes  de  la  rueda,  de  modo  que  la  razón  de  los  números 
n  y  n'  permaneciese  siempre  la  misma  que  la  de  los  radios  R  y  R'  de  los 
círculos  primitivos  aoycC6\ 

861,  Barra  dentada  con  husillos.  Guando  el  radio  R'  llega  a  ser  fio.  25. 
infiaitOi  el  círculo  primitivo  a*S*  se  reduce  a  una  recta,  y  lalinterna  se  con. 
vierte  en  una  barra  dentada  XY .  En  este  caso,  como  la  curba  el  descrita 
por  la  recta  a'g'que  rueda  sobre  a3  es  una  envolvente  del  círculo;  la  curba 
equidistante  AZ  será  también  una  envolvente  de  ag,  enjendrada  por  el 
punto  a;  de  modo  qae  inmediatamente  podremos  trazar  esta  última^  sin 
recurrirá  el.  La  escopleadura  AGH'B*  se  ejecutará  lo  mismo  aquí  arriba; 
y  como  siempre  coincide  la  normal  Ac  con  a'S*,  los  puntos  de  con- 
tacto x  de  todos  los  perfiles  de  los  dientes,  se  hallarán  constantemente 
sobre  latinea  a&;  luego,  para  chaflanar  los  dientes,  bastará  trazar  una 
circunferencia  con  un  radio  un  poco  mayor  que  Ox. 

Barra  dentada  eon  utm  linterna.  Si  por  el  contrarío  supusiésemos  fig.  23. 
en  la^.  22  el  radío  R  infinito,  la  rueda  O  seria  una  barra  dentada  ar- 
mada de  dientes  que  condaciria  a  la  linterna  0\  En  este  caso,  la  curba 
c¿  sería  una  cicloide  común  descrita  por  el  puntos  del  circulo  a*6' que 
rodase  sobre  la  linea  ol%  convertida  en  recta;  y  debiendo  ser  el  perfil  AZ 
una  curba  equidistante  de  esta  cicloide,  la  construiremos  por  medio  de 
arcos  de  círculo,  como  en  elnúm.  857. 

863.  Engargante  de  voluta.  Después  de  haber  determinado,  co-  lam.  es. 
mo  en  el  núm.  836,  las  divisiones  iguales  A  A',  aa\  y  también  las  bases  "^*^* 
de  los  dientes  AB,  a&,  sobre  los  círculo  primitivos  ag  y  a'6'  cuyos  radios 
están  representados  por  Ry  R',  trazaremos  por  el  punto  A  una  recta 
TAT*  que  forme  un  ángulo  arbitrario  con  la  línea  OAO';  y  desde  los 
centros  O  y  0\  describiésemos  dos  nuevos  círculos  CD  y  C*D*  tanjentes 
a  esta  recta  TAT':  los  radios  de  círculo  atAnliares  serán  evidentemente 
properctofiales  a  R  y  R\  dentado  esto,  haciendo  rodar  ia  recta  TAT' 
sobre  la  ciraufriferenm  CD,  el  punto  A  describirá  una  curba  PAZ  volu- 

60 
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ta  de  este  círculo;  y  rodando  en  seguida  la  misma  recta  sobre  G'D% 
también  el  punto  a  describirá  una  voluta  jfas  de  esta  ultima  circunferen- 
cia. Pero  hemos  visto  (num.  829)  que  estas  dos  curbas  FAZ  y  faz  eran 
respectivamente  envolvente  e  involuta;  luego  (num.  808)  estos  son  loa 
perñles  conjugados  que  es  preciso  adoptar  para  los  dientes,  con  el  fin  de 
que  en  un  mismo  tiempo  pasen  por  la  línea  de  los  centros  arcos  iguales 
AA'  y  aa'  medidos  sobre  los  círculos  primitivos. 

864.  Para  chaflanar  los  dientes,  cumpliendo  con  la  condición  del 
num.  844,  observaremos  que  el  punto  x^  en  que  actualmente  encuen- 
tra la  recta  AT'  a  la  voluta  a'z',  es  precisamente  el  pie  de  la  nor- 
mal bajada  desde  el  punto  A  a  esta  curba;  luego  sera  preciso  tomar  el 
radio  del  círculo  del  chaflanamicnto  por  lo  menos  igual  a  Ox.  Así  mismo, 
para  los  dientes  de  la  rueda  O',  deberá  el  radio  análogo  igualar  o  exce* 
der  un  poco  a  la  distancia  OV.  En  cuatito  a  la  escopleadura  necesaria 
para  dar  paso  a  los  dientes,  después  do  haber  continuado  la  voluta  ZAF 
hasta  suoríjenFen  el  círculo  ausiiiar,  prolongaremos  esta  curba  (si  fue- 
se preciso)  según  un  radio  FGO,  hasta  una  profundidad  tal  que  06  sea 
nn  poco  menor  que  la  diferencia  que  hai  entre  O'O  y  O^z;  del  mismo 
modo,  para  el  vacio  de  la  rueda  O',  debe  ser  el  radio  O*^  del  fondo  de 
la  escopleadura  un  poco  menor  que  la  diferencia  entre  OO'  y  OZ.  Debe- 
mos también  observar  que  el  trabamiento  do  los  dientes  tendrá  lugar  tan- 
to antes  como  después  de  la  línea  de  los  centros;  a  no  ser  que  se  reduz- 
can los  dientes  de  la  rueda  movida  O'  a  que  no  pasen  del  círculo  primi- 
tivo según  la  forma  gabh;  pero  en  este  caso  no  sería  ya  recíproco  el  en- 
gargante. 

'»  865.  Aun  cuando  hayamos  dejado  arbitrario  el  ángulo  TAO=5:cp  for- 
mado por  la  tanjcnte  a  los  círculos  ausiliares  con  la  línea  de  los  cen- 
"Iros,  es  conveniente  que  este  ángulo  sea  a  lo  menos  igual  a  los  tres 
cuartos  de  un  ángulo  recto,  con  el  fin  de  que  las  escopleaduras  que  de- 
ben ejecutarse  en  las  dos  ruedas  no  tengan  demasiada  profundidad. 
Ademas,  haremos  observar  que  este  sistema  de  engargante  es  muchas 
veces  preferido  por  los  constructores  modernos,  a  causa  de  las  dos 
ventajas  siguientes: 

]^  El  ancho  de  los  dientes  va  siempre  aumentando  hasta  la  estremi- 
dad  inferior  £F,  lo  que  hace  que  sean  susceptibles  de  mayor  resisten- 
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cia:  mientras  que  en  Ib,  Jig.  14,  como  los  flancos  converjeu  hacia  el  cen^ 
tro,  queda  algunas  veces  la  base  de  los  dientes  mni  debilitada. 

2^  Desqnes  de  ejecutado  un  engargante  de  voluta,  podemos  dismi- 
nuir o  aumentar  en  una  cantidad  pequeña  la  distancia  OO'  adoptada  en 
un  principio  para  la  separación  de  los  ejes,  sin  que  el  sistema  deje  de 
funcionar  regularmente,  y  esto  es  excelente  en  la  práctica,  en  que  es 
muchas  veces  mui  difícil  colocar  los  ejes  rigurosamente  a  la  misma 
distancia  que  la  supuesta  en  el  depurado.  Para  justificar  esta  lati- 
tud, figurémonos  que  en  la^g.  24,  hayamos  bajado  el  centro  O  con 
os  círculos  aS  y  CD,  y  que  hayan  tomado  las  posiciones  Oi,  aSv  CjDi 
(el  lector  los  trazará  fácilmente);  si  entonces  tiramos  una  tanjente  co- 
mún a  las  dos  circunferencias  Cfii  y  CD',  esta  recta  cortará  a  la  línea 
de  los  centros  en  nn  punto  A^  que  dividirá  a  la  distancia  0|0'  en  dos 
partes  cuya  razón  será  aun  la  misma  que  la  de  los  radios  CiDi  y  G'D'; 
Ademas,  rodando  esta  nueva  tanjente,  alternativamente  sobro  éstas  dos 
circunferencias,  el  punto  A^  describirá  las  mismas  volutas  AZ  y  az  que 
formaban  ya  los  perfiles  de  los  dientes  del  engargante  primitivo.  Luego 
el  nuevo  sistema  funcionará  como  el  anterior,  y  producirá  velocidades 
angulares  que  guardarán  la  misma  razón  que  en  el  primer  caso. 

266  Barra  deivtada  de  dientes  oblicuos.  Cuando  en  la  figura  prece-  wiq.25. 
dente  suponemos  que  el  círculo  primitivo  a^g'  adquiere  un  radio  infinito, 
este  círculo  se  cambia  en  una  recta,  y  la  rueda  O'  en  una  barra  dentada  OY 
de  dientes  oblicuos,  cuyos  perfiles  gaz^  ^'aV,.-  son  rectas  perpendicula- 
res a  TT*;  porque  el  circulo  ausiliar  CD'  que  tiene  por  radio  a  la  per- 
pendicular bajada  desde  el  centro  O'  sobre  TT',  viene  a  confundirse 
con  esta  última  recta;  y  como  al  mismo  tiempo  se  aleja  el  punto  de  con- 
tacto al  infinito,  si  queremos  hacer  rodar  la  recta  TT'  sobre  esta  circun- 
ferencia dejenerada  en  línea  recta,  cada  punto  a  describirá  una  perpendi- 
cular gaz  a  la  línea  TT'.  Los  contactos  de  los  dientes  conjugados  esta- 
rán también  todos  colocados  sobre  la  recta  TT',  en  a,  x,  x\  pero  el 
empuje  se  ejercerá  según  una  normal  a  gaz^  es  decir,  según  TT'  que  es 
oblicua  a  la  dirección  XY  del  movimiento  que  debe  tomar  la  barra 
dentada;  de  aquí  resulta  un  rozamiento  considerable  en  las  canales 
que  sostienen  a  esta  pieza,  y  esta  es  la  razón  porque  el  sistema  de  la 
Jig.  25  es  menos  ventajoso  que  el  de  la  barra  dentada  recta  {Jig.  18). 
Ademas,  este  úkimo  es  soto  un  caso  particular  de  la  Jig.  25,  en  que 
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la  recta  facbitraría  TATaeha  tii!ado  foriiiliDdo  ábgolo  recto  c6tiAt>; 
FiG.  26.  867,  El  engUtgañte  de  mlüla  puede  eer  tNt&BiaB;  esto  dnoclde cnan- 
do  los  dos  cíf caloB  príntitilrod  tt$  y  oe'^%  están  'ComprehendidM  cmo  ^n 
Qtrot  Bneste  caso,  despaos  de  haber  tirado,  formando  utt  ángolo  arhiHát- 
rkü^  lafécta  TAT',  y  haber  trazado  los  dos  círculos  idteficnres  CD/C'B% 
tanjeutes^a  esta  recta  y  concéntricos  con  O  y  0%  seráifüréoiso  auniíacer 
rodar  a  la  recta  TAT' aubcesivameote  sobre  las  ctrcanfef encías  d>  j 
C^j^'y  para  enjendrar  'los  perfiles  <GAZ  y  gaz  qne  serán  siempre  voltitas 
de  círculo.  Pero  si  los  dos  pantos  de  contacto  do  <esta  tajéente  ceman 
TAT'  estuviesen  a  un  mismo  dado  respecto  al  puntó  A,  las  volbtas  rol- 
veriaa  su  convexidad  en  el  mismo  aentido;  y  de  aquiresnltania  fua^iia-» 
Ddíento  mucho  mas  considerableí  a  caasa  de  las  lijepas  ina|iferfeCcioQea 
inevitables  en  la  ejecucioa  material  de  Jos  perfiles.  Y  asiiMdi  sisílena  ac- 
tntili  f  en  jeoeral  todos  los  engaitantes  interiores»  orara  vez  se  ett^tean 
ea  'la  práctica. 

:Bolo  añadiremos  que  despnes  de  haber  prolongado  la  voluta  sife^  has- 
ta sa  oríjen  /  sobre  el  círculo  0*D*,  deberemos  Him^itar  la  otra  vohitá 
ZA  al  panto  correspondiente  <j;  para  hallar  este,  será  preciso  (nüm. 
834)  referir  el  punto/ a/'  sobre  la  tanjente  TAT',  por  «edio^e  tMtnr- 
co'de  círculo  d^crito  desdé  el  punto  O Vy  transportar  en  segoñdb  el^n- 
to/'á G por  otro  arco  de  circulo  descrito  desde  0«  Peor  alámo,  proloiifgn' 
oí  perfítl  <!¿r/ según  un  radío^O,  una  cantidad  suficieMe  para  que  laea- 
copleadura  permita  queol  diente  de  la  rueda  O  ae  mueva  iíbktemente» 
i.AM.'68.     868.    Cascas  y  majaderos.  Sea  ABZ  el  eje  de  un  ra«iBgo  vettioal  sqoe 
Fie. 27.  ¿^^  alternativamente  subirla  cantidad  AB  y  volverla  cná  seguida  a  bajar 
lilMemente  abandonado  a  su  propio  peso.  Para  producir  este  movimiento 
rectiláneoy  análogo  al  de  la  barra  dentada  del  nnm.  85l|  '^tíe  etnplea  usa 
rueda  cayo  eje  es  horizontal  y  está  prc^ectado  enO,  y  sucárculo  fn- 
mtti'vo  oS  es  tanjente  a  la  vertical  Az;  se  arma  está  rueda  de  ^atrnu  o 
dientes  AX,  A^Xf^  AjXa^  bastante  separadas  unas  de  otras  para  dar 
tiempo  tí  majadero  de  caer  desde  B  a  A  ánt«  qne  io  ateance  el  dieo* 
te^ai^uiiente*  £1  perfil  antevior  de  estas  camas  debe  ser  onantohita  AXIT 
del  cireuio  aS.;  porque  esta  curba  tendrá  la  propiedad  (iwmi.  S51)  de  to- 
e&r  Donstantemente  al  remdto  horizontal  M  del  majadero,  «s  im  punto 
qae  permaneoerá  sobre  la  vecta  AZ  normal  siempre  a  la  soluto  AXT^ 
ilquieía  que  aeaila  posioMii  que  tome 'esta  corba  doitanüe  fai  wtoritei 
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airededor  del  panto  O,  La  estension  exacta  AX  que  será  precisa  dar  a 
eale  perfil  para  que  coadozca  al  resalto  desde  A  hasta  B^  se  obtendrá 
{num.  834)  describiendo  con  el  radio  OB  un  arco  de  círculo  que  vendrá 
«  cortar  a  la  voluta  AX  en  el  punto  pedido  X.  Podria  terminarse  esta 
cama  por  el  radio  AO;  pero  para  evitar  falsos  contactos,  fuera  de  la  ver- 
tical AZ,  que  hiciesen  inclinar  al  mango  y  prodnjesen  rozamientos  daño- 
sos, se  escota  la  cama  según  una  curba  pequeña  AD  arbitraria,  la  cual 
debe  casar  con  el  radio  AO  que  es  tanjente  a  AX. 

869.  En  cuanto  al  resalto  en  que  la  cama  ejerce  su  empuje  en  la 
dirección  vertical  AZ,  es  ana  pieza  horizontal  y  rectangular  que  en  las 
máquinas  antiguas  se  fijaba  delante  del  mango  del  majadero,  como  se 
yejig.  28,  y  el  vuelo  EB  debia  ser  igual  a  la  diferencia  entre  los  radios 
OA  y  OX  de  la./^.  27;  pero  como  entonces  el  empuje  de  la  cama  pa- 
saría mui  lejos  del  centro  de  gravedad  del  majadero,  resultarla  de  aquí 
un  par  de  fuerzas  cuya  tendencia  sería  inclinar  el  mango,  y  producir  un 
rozamiento  considerable  en '  las  j  i  melgas  G  y  ^  entro  las  cuales  se 
mueve  esta  pieza.  Para  evitar  este  grave  inconveniente,  sobre  todo 
cuando  es  grande  el  peso  del  majadero,  se  hace  uso  ordinariamente  de 
la  disposición  propuesta  por  Montgolfierj  la  misma  que  está  represen- 
tada en  la  jig.  29.  Aquí  el  mango  del  majadero  está  formado  de 
dos  partes  TM  y  T,N  reunidas  por  abrazaderas  laterales  J  y  j,  de  mo- 
do que  el  intervalo  de  M  a  N  presenta  un  vacío  en  el  cual  puede  penetrar 
«1  diente  AX  de  la  cama,  y  obrando  en  la  cara  horizontal  M  que  hace 
oficio  de  resalto  levanta  mui  bien  el  mango  en  la  dirección  de  su 
eje  ABZ  para  trasladarle  de  A  a  B.  Llegado  que  sea  a  esta  última 
situación,  no  cae  el  majadero,  porque  aun  tiene  la  cama  que  re- 
correr la  mitad  del  espesor  del  resalto ;  pero  este  pequeño  tiempo 
perdido  será  casi  insensible,  chaflanando  el  diente  ax  según  la  curba 
indicada  por  los  puntos  redondos,  esto  lo  debemos  hacer  siempre  para 
que  no  haya  partes  agudas  o  aristas  vivas  que  decenten  las  superficies 
o  produzcan  apnntalamientos. 

.  870.  Se  hace  también  uso  de  otra  combinación  indicada  Jig.  30, 
que  se  emplea  en  las  minas  en  que  deben  los  majaderos  tener  un 
peso  considerable.  El  mango  T,  es  de  una  sola  pieza,  pero  se  guar- 
nece de  dos  resaltos  laterales  m'  y  m^'  sobre  los  cuales  obran  las  dos 
ramas  x'  y  x"  {Jig.  31)  de  la  cama  az  que  entonces  es  ahorquillada.  Su- 
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ponemos  en  la  actualidad  que  las  tres  camas  proyectadas  verticalmente 
sobre  aXf  a^t^f  a^c^  son  ahorquilladas  y  sirven  para  hacer  mover  el  mango 
Tgy  en  tanto  que  las  camas  de  un  solo  diente  AX,  A9X9,  AgXs  obran  en 
el  mango  TMT, ;  porque  así  se  adoptan  sobre  el  mismo  árbol  tantas 
ileras  de  camas  cuantos  majaderos  hai  que  mover,  teniendo  cuidado  de 
que  las  camas  de  diferentes  series  correspondan  a  diversos  radios  OX 
y  Ox,  con  el  fin  de  que  los  muñones  no  tengan  que  sufrir  al  mismo 
tiempo  el  peso  de  todos  los  majaderos.  Los  tres  dientes  de  cada  serie 
son  de  hierro  colado  y  están  vaciados  auna  con  el  anillo  que  reúne  sus 
bases;  este  anillo,  poligonal  en  su  interior,  se  acomoda  sobre  el  árbol 
de  la  rueda  qne  es  de  madera  y  presenta  el  mismo  número  de  caras. 
871.  Para  mantener  los  mangos  de  los  mejaderos  constantemente  en 
la  misma  dirección  vertical,  dejándoles  siempre  la  libertad  de  subir  y  ba- 
jar, se  los  sujeta  entre  dos  piezas  horizontales  y  paralelas  (G,  G' j  y  (g,  G'}> 
que  se  llaman  jimelgas^  y  estas  están  religadas  entre  sí  por  virotillos  que 
impiden  también  al  mango  desviarse  a  derecha  o  izquierda  en  la  direc- 
ción del  eje  0*0".  Otro  segundo  orden  de  jimelgas  (G^,  G")  y  (g2>G^) 
está  colocado  en  la  parte  inferior,  pero  a  una  altura  que  no  estorbe 
el  curso  del  majadero.  Los  signos  do  figura  de  X  que  se  ven  en  el 
depurado,  indicau,  en  el  maderamen,  las  cabezas  de  las  piezas  o  las 
secciones  dadas  porpendicularmente  a  las  fibras  de  la  madera. 
LAM.  64  B72.  D£  LAS  EXCEiNTRiCAs.  Eu  alguuas  máquinas  se  emplean  una 
Fia.  8.  clagQ  de  ruedas  cuyo  contorno  esterior  no  tiene  por  centro  de  la  figura 
el  centro  del  movimiento  de  rutacion,  y  cuyo  objeto  es  hacer  que  alter* 
nativamente  suba  y  baje  una  vara  vertical  AZ,  pero  gradualmente  y  no 
de  pronto,  como  en  el  caso  de  los  majaderos  de  que  acabamos  de  ha- 
blar. Por  consiguiente,  este  contoruo  forma  una  curba  excéntrica  que 
puede  presentar  muchas  variedades,  pero  será  suficiente  que  citemos  un 
ejemplo,  tal  es  oí  que  se  representa  bajo  el  nombre  de  curba  en  corazón. 
Sea  AA4  la  altura  a  que  debo  subir  la  vara :  después  de  haber  dividido 
este  intervalo  en  partes  iguales,  por  ejemplo  en  4,  haremos  lo  mismo 
con  la  semi-circunforencia  descrita  con  el  radio  OA4;  y  enseguida, 
tomaremos  sobre  los  diversos  radios  01,  02,  03,  las  distancias 

OB=OAi,  OC=OAo,  OD=OA3,  OE=OA4, 
y  la  curba  ABCDE,  unida  a  la  rama  simétrica  AB'C'D'E',  compondrá 
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la  excéntrica  pedida.  Con  efecto,  como  la  vara  AZ  se  mantiene  en  la 
misma  dirección  vertical  por  medio  de  las  abrazadoras  m  y  n  cnando  se 
haga  jirar  la  rueda  al  rededor  do  sn  eje  O,  y  cuando  el  radio  vector 
haya  tomado  la  posición  OAi,  el  empuje  oblicuo  que^ejerce  contra  la 
vara  habrá  hecho  subir  a  esta,  y  por  consiguiente  habrá  transportado 
su  pie  A  a  Aj;  en  seguida,  este  ultimo  punto  coincidirá  con  B.  Así  mis- 
mo, cuando  el  radio  OC  haya  llegado  a  la  posición  vertical,  el  pie  A  se 
hallará  trasladado  a  Ag,  y  así  en  seguida  hasta  que  OE  coincida  con 
OA4;  continuando  el  movimiento  de  rotación  en  el  mismo  sentido,  la 
rama  ED'G'B'A  dejará  volver  a  caer  a  la  vara  gradualmente  desde  A4 
hasta  A. 

873,  No  se  hace  uso  de  este  sistema  sino  en  el  caso  de  no  ser  nece- 
saria le  acción  de  una  gran  fuerza  contra  la  vara;  y  aun  entonces  es  pre- 
ciso también  tratar  de  disminuir  los  rozamientos  causados  por  el  empuje- 
oblicuo.  Para  esto  se  guarnece  el  pie  de  la  vara  con  un  tejo  móvil  al 
rededor  del  eje  horizontal  A,  y  se  adopta  por  contorno  do  la  rneda  una 
curba  ahcded^b'a  que  esté  equidistante  de  la  excéntrica  primitiva;  esta 
nneva  curba  so  traza  haciendo  qiio  sea  tanjente  a  los  arcos  de  círculos 
descritos  de  los  diversos  puntos  de  ABCD...  con  un  radio  constantemen- 
te igual  al  del  tejo.  De  este  modo,  el  movimiento  rectilíneo  de  la  vara 
permanece  el  mismo  que  en  el  primer  caso,  y  en  lugar  de  un  rozamien- 
to de  resbalar,  no  hai  sino  un  rozamiento  de  rodar  que  es  mucho  menor; 

874,  Cuando  se  quiere  evitar  la  variación  de  velocidad  un  poco 
precipitada  que  tiene  lugar  en  los  puntos  estremos  A  y  A4,  se  divide  el 
intervalo  A  A4  en  partes  designales,  por  medio  de  una  semi-circunferen- 
cia  descrita  sobre  esta  distancia  como  diámetro,  y  se  divide  en  arcos 
iguales;  las  ordenadas  de  este  semi-círculo  nos  dan  los  puntos  A^  A,, 
Ag,..,.  y  la  curba  ABCDE,  construida  como  arriba,  no  presenta  ya  pun- 
tos salientes.  Dejamos  al  lector  el  cuidado  de  trazar  la  excéntrica  en 
esta  nueva  hipótesis. 

875,  Observaciones.  Hemos  hecho  observar  diversas  veces  que  en 
ciertos  sistemas  de  engargante,  el  empuje  de  los  dientes  no  tenia  lugar 
sino  después  de  la  línea  délos  centros,  en  sentido  del  movimiento;  mientras 
que  en  otro  sistema,  había  dientes  que  se  trababan  antes  de  la  línea  de  los 
centros.  Es  importante  que  hagamos  esta  distinción,  a  causado  los  graves 
inconvenientes  que  muchas  veces  presenta  el  segundo  de  los  dos  casos. 
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En  primer  lugar,  debemos  acordarnos  que  ea  todos  los  emgñrgñntes 
examinados  arriba,  no  solo  ruedan  los  perfiles  de  los  dientes  unos  sobre 
otros,  síúo  qtto  también  hai  un>esbaIamiento  (nom.  817),  qne  es  a^ 
ganas  veces  bastante  considerable,  según  to  bemos  visto  en  los  nume- 
ras 833  y  834.  De  aquí  resulta  un  rozamiento  que  es  proporcional  a  la 
presión  ejercida  por  los  dientes  uno  sobre  otro,  que  absorbe  una  parte 
de  la  fuerza  motriz;  pero  esta  pérdida  de  fuerza  es  mas  considerable  en 
dos  dientes  trabados  antes  de  la  línea  de  los  contros  que  en  dos  dientes 
análogos  que  estén  en  contacto  después  de  esta  misma  línea.  Bsta  pro- 
posición, que  está  confirmada  por  la  esperiencia,  se  establece  por  medio 
de  principios  mecánicos  y  de  cálculos,  cuya  esposicion  nos  desviaría 
demasiado  del  fin  gráfico  de  esta  obra;  esta  es  la  razón  porque  nos  con- 
tentaremos con  justificarla  por  medio  de  las  consideraciones  signíentes. 
LAM.  68.     876.     Concedamos  que  en  la^g.  32,  sea  O'  la  rneda  ducente,  y  que 
*    '  voltee  en  la  dirección  que  indica  la  flecha  ""f".  Puede  suceder,  a  cuausa 
del  pequeño  numero  de  dientes,  o  ya  por  alguna  irregularidad  en  su 
ejecución,  que  en  cierta  ^poca  el  empuje  de  las  dos  rnedas  no  se  ejerza 
sino  por  un  solo   punto  m  que  corresponda   al  ultimo  elemento  del 
perfil  a'V  :  y  entonces  la  punta  z,  o  mas  bien  la  arista  viva  que  se  pro- 
yecta en  este  punto,  será  comparable  al  filo  de  unas  tijeras  cuyas  hojas 
fuesen  simétricas  coa  relación  al  plano  diametral  OV\  Pero  mientras 
que  el  movimiento  tiene  lugar  en  sentido  de  9",  el  contacto  marcha  de  m 
hacia  A";  y  como  el  ángulo  0'2"A"  es  agudo,  no  hace  la  tijera  sino  fro- 
tar sobre  la  superficie  G^'A''^"  y  pulimentarla  sin  decentarla.  Pero  sí 
cambiamos  el  juego,  y  hacemos  que  O  sea  la  rueda  ducente,  y  jire  en 
sentido  de  la  flecha  cp,  en  tal  caso  el  filo  de  la  tijera  marchará  de  m  ha- 
cia G''  al  lado  del  ángulo  obtuso  OV'G":  por  consiguiente»  se  dirijirá  a 
penetrar  en  la  superficie  A"G'\  y  la  decentará  lijeramente   causando^ 
mucha  mas  resistencia  al  movimiento  de  rotación  del  engargante;  y  aun 
algunas  veces,  a  influjo  de  una  gran  presión,  penetrará  la  arista  t"  has* 
tante  adentro  en  la  superficie  A"G",  para  no  poderse  en  seguida  despren-- 
der,  y  habrá  un  apuntalamiento  que  súbitamente  detendrá  a  la  máquina 
o  que  hará  que  uno  de  los  dientes  así  introducido  se  rompa.  Por  esto  es 
que  es  preciso  chaflanar  los  dientes,  y  tener  también  cuidado  de  suavi- 
zar las  aristas  nue  resulten  de  este  truncamiento. 

877.     Pero  aun  cuando  se  hayan  tomado  todas  estas?  precauciones» 


CAPITULO  IV.  J»B  LOa  KMOAftGJJfTES  CILINDRICOS.  481 

quedan  «iempre  en  la  madera  o  en  la  fundición  que  se  ha  hecho  para  for- 
mar  1m  dientesy  asperezas  inevitables;  y  estas  asperezas  producen,  aui)- 
qne  de  un  modo  menos  pronunciado,  efectos  análogos  a  los  que  hemos 
descrito  en  el  número  precedente.  De  todo  lo  cual  debemos  concluir,  en 
conformidad  con  la  esperiencia,  que  el  rozamiento  y  la  pérdida  de  la 
fttierza  motriz  son  siempre  mas  considerables  en  dos  dientes  que  se  em* 
pujan  antes  de  la  línea  de  los  centros,  que  en  aquellos  que  están  en 
contacto  después  de  esta  línea.  Ademas,  en  el  primero  de  estos  casos, 
puede  haber  apuntalamiento,  aun  cuando  esté  chaflanado  el  diente 
a'V¿",Bi  por  alguna lijera  irregularidad  sucediese  que  el  empuje  délas 
dos  ruedan  no  tuviese  lugar  sino  en  el  último  elemento  del  perfil  a'V'  que 
hemos  conservado,  y  fuese  la  presión  considerable.  Y  así,  podemos  sentar 
este  principio  jeneral:  eu  todo  engargante  es  preciso,  mientras  se  pueda, 
evitar  que  los  dientes  principien  a  trabarse  antes  de  la  línea  de  los 
centros. 

878,  £1  primer  medio  para  llenar  esta  condición,  sería  suprimir  en 
una  de  las  raedas,  en  la  O',  por  ejemplo,  todas  las  porciones  de  dientes 
que  estuviesen  fuera  del  círculo  primitivo  a%\  como  lo  enseñan  las  Jigu^ 
ras  17, 18,  20,  22  y  23;  y  exijir  que  la  rueda  O  fuese  siempre  la  rueda 
ducente,  ya  fuese  el  movimiento  hacia  la  derecha,  o  ya  hacia  la  izquierda, 
porque  vemos  muí  bien  que  en  este  caso  nunca  se  ejercía  el  empuje  sino 
después  de  lalínea  de  los  centros.  Podríamos  conseguir  esta  misma  venta- 
ja en  el  engargante  de  voluta  de  la^.  24,  si  redujésemos  los  perfiles  de  los 
dientes  de  O'  a  las  partes  interiores  ¿/a,  heb,..:  Los  engargantes  de  este 
jénero,  en  que  sola  una  de  las  ruedas  es  ducente,  se  llaman  no  recíprocos: 

879.  Pero  esta  disposición  presentaría  inconvenientes  en  las  grandes 
máquinas  de  movimiento  rápido  y  resistencias  mui  desiguales,  en  que  es- 
tán regularizadas  las  velocidades  por  medio  de  volantes.  Porque  entonces, 
en  razón  de  las  pequeñas  variaciones  periódicas  que  padece  la  velocidad, 
y  con  motivo  del  juego  que  debe  siempre  haber  entre  los  dientes  (núm. 
837),  continuando  cada  una  de  las  dos  ruedas,  marchando  siempre  en  el 
mismo  sentido,  es  unas  veces  ducente  y  otras  conducida;  pero  para  llenar 
este  doble  empleo,  deben  ambas  estar  armadas  de  dientes  salientes  fbe- 
ra  de  los  círculos  primitivos,  como  se  ve  en  la  jf^  32,  cuyo  engargante  se 
llama  reciproco.  Y  así,  para  conservar  esta  ventaja  sin  recaer  en  el  incon^ 
veniente  de  tener  contactos,  tanto  delante  como  detras  de  la  línea  de  los 
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centros,  será  preciso  desgalgar  los  dientes  por  el  lado  opuesto  a  aquel  par 
donde  debe  efectuarse  el  movimiento;  es  decir,  quitar  las  partes  que  en  la 
Jig.  32,  hemos  cubierto  de  raitas;  pero  el  sistema  no  podrá  funcionar  sino 
€u  solo  un  sentido,  que  es  el  que  está  indicado  por  las  flechas  ?  y  ?'  (*)• 
pío.  32.  880.  Límite  del  número  de  dientes.  Al  empuje  de  un  par  de  dientes» 
debe  sin  interrupción  ninguna  suceder  ei  empuje  de  otro  par,  a  fin 
de  evirar  los  choques  retrógrados  que  se  llaman  saltos;  por  consiguiente, 
es  preciso  que  en  el  instante  en  que  los  dos  dientes  GAZ  y  gaz  princi- 
pian a  tocarse  en  A  sobre  la  línea  de  los  centros,  estén  aun  trabados  los 
dientes  G'A'Z'  y  ga'z'  del  par  precedente.  Pero  bajando  la  normal  Ax 
sobre  ei  perfíi  a^  (yu  sea  rectilíneo  o  no),  sabemos  que  el  pie  x  de  es- 
ta normal  debe  ser  (núm.  810)  el  punto  de  contacto  de  la  involuta  a'g^ 
con  la  envolvente  A'Z' :  si  este  punto  x  se  halla  debajo  de  la  cús- 
pide Z'  del  diente  do  la  rueda  O,  quedará  satisfecha  la  condición  pedi- 
da: sino,  habrá  saltos,  y  para  evitarlos,  será  preciso  aproximar  los  dien- 
tes aumentando  su  numero  n  y  ti' que  deberemos  elejir  siempre,  de 
modo  que  sean  proporcionales  a  los  radios  R  y  R^  de  los  círculos  pri- 
mitivos. De  aquí  se  sigue  que  el  numero  n'  de  dientes  de  la  rueda  pe- 
qneña  admite  un  mínimo  que  varia  con  la  naturaleza  de  los  perfiles  y 
la  razón  de  las  velocidades  angulares ;  tratando  de  determinar  por 
medio  del  cálculo  la  posición  de  la  normal  Ax,  M.  SaTary\^  hallado 

R' 

los  límites  siguientes,  en  los  cuales  [t  representa  la  razón  ^^  que  siempre 

es  menor  que  la  unidad. 

En  un  engargante  de  flancos ;  •  n*=  o  >  lO(l-hi^) 

En  un  engargante  de  linterna n'3=  o  >    7+4{z 

En  un  engargante  de  voluta n'=»  o  >  16+2fx 

No  presentamos  los  cálculos  que  conducen  a  estos  resultados,  por- 
que pueden,  en  cada  ejemplo,  reemplazarse  con  ventaja  por  la  ve- 
rifícacion  gráfica  citada  mas  arriba,  la  cual  no  exije  sino  el  trazado 
provisorio  de  los  dos  dientes. 


(*)  Tanto  este  procedimiento  como  las  observaciones  precedentes^  son 
sacadas  de  las  lecciones  que  M.  Savary  habia  redactado  para  su  curso 
de  Máquinas  en  la  Escuela  Politécnica. 
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CAPITULO  V. 

De  los  engargantes  cónicos. 

881.  Se  llama  así  al  sistema  de  dos  ruedas  cuyos  ejes  en  logar  de  ^^^j  59^ 
ser  paralelos  van  a  encontrarse  bajo  un  ángulo  cualquiera.  Sean  Z'O'  fiu.  i, 
y  Z'o'  dos  de  estos  ejes,  situados  en  e!  caso  actual  en  el  plano  vertical 

del  depurado;  principiaremos  por  trazar  en  el  ángulo  0*ZV  una  recta 
Z'A\  de  modo  que  las  dos  perpendiculares  bajadas  de  uno  cualquiera 
de  sus  puntos  a  los  dos  ejes^  estén  en  razón  inversa  de  las  velocida- 
des angulares  (núm.  805)  que  quiera  dárseles  a  las  dos  ruedas,  es  decir, 
en  razón  inversa  del  número  de  vueltas  que  deben  dar  las  ruedas  en  el 
mismo  tiempo;  corno  por  la  cuestión  se  nos  dan  estos  números,  la  deter- 
minación gráñccí  de  la  recta  Z'A'  es  mui  fácil,  paro  que  nos  detenga- 
mos mas  sobre  esto.  En  seguida,  según  la  magnitud  mayor  o  menor 
qne  queramos  dar  a  las  dos  ruedas,  así  también  elejirémos  sobre  la  recta 
Z'A'  un  punto  A'  mas  o  menos  distante  de  Z',  desde  el  cual  bajaremos 
a  los  ejes  las  perpendiculares  A*0'  y  AV;  estas  serán  los  radios  de  los 
círculos  primitivos,  que  servirán  de  bases  a  dos  conos  de  revolución 
Z'A'O'  y  Z'A'o',  cada  uno  de  los  cuales  será,  por  decirlo  así,  el  núcleo 
de  una  de  las  ruedas. 

882.  Para  hallar  ahora  entre  las  velocidades  angulares  la  razón  da- 
da arriba,  será  evidentemente  sufícicnte  hacer  voltear  los  dos  conos  pri- 
mitivos al  rededor  de  sus  ejes  inmóviles,  de  modo  que  las  circunferen- 
cias A'O' y  AV  adquieran  velocidades  absolutas  qne  sean  iguales  (núm. 
806).  Pero  para  llenar  esta  condición  por  medio  del  empuje  de  dos 
dientes  correspondientes,  es  preciso  terminar  estos  dientes  por  dos  sn- 
perficies  cónicas  que  tengan  su  cúspide  común  en  Z',  y  sea  una  de 
ellas  la  envolvente  del  espacio  que  recorra  la  otra,  si  dejando  entera- 
mente inmóvil  al  cono  Z'A'O',  hacemos  rodar  sobre  él  al  cono  Z'AV 
que  arrastrará  consigo  a  la  superficie  de  su  diente;  porque  aplicando  a 
este  caso  los  detalles  que  hemos  dado  en  los  números  808  y  809,  vere- 
mos claramente  que  este  rodamiento  trae  a  los  dos  conos  primitivos  a 
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la  misma  situación  relativa  que  si  hubiesen  jirado  al  rededor  de  sus  ejes 
inmóviles,  y  de  modo  que  dos  puntos  cualesquiera  de  las  circunferencias 
A'O'  y  AV  recorriesen  arcos  iguales. 
FiG.  1.  883.  £n  virtud  de  este  principioi  la  solución  mas  sencilla  la  obten- 
dremos formando  :  1.^  el  diente  de  la  rueda  pequeña  con  un  plano  tira- 
do por  el  eje  Z'{?'  que  recibe  el  nombre  de  jlanco ;  2.^  el  diente  de  la 
rueda  grande,  con  una  superficie  cónica  que  constantemente  sea  tanjente 
a  este  flanco,  en  todas  las  posiciones  que  ocupa  mientras  dura  el  roda- 
miento del  cono  primitivo  Z'AV;  y  vamos  a  ver  que  esto  cono  enudiaenU 
del  flm)Co,  tiene  por  base  a  nna  epicicloide  esférica. 

En  el  plano  del  círculo  primitivo  cuyo  radio  es  AV  ( a  cuyo  plano 
llamaremos  el  f?Za?2o  ausiliar  de  proyección,  que  en  el  caso  presente  ostfr 
abatido  con  el  círculo  según  A^G^'),  tracemos  una  circonfereocía  A'Fá^, 
que  tenga  por  diámetro  al  radio  A  V,  y  hagámosla  rodar  subcasivameote: 
1.^  sobre  el  círculo  primitivo  cuyo  radio  es  O' A',  conservando  ^mpre 
entre  sus  planos  la  inclinación  señalada  por  el  ángulo  o'A^X;  3.^  en  el 
interior  y  en  el  plano  del  círculo  primitivo  que  tiene  por  radio  a  o^A\ 
Durante  el  primer  movimiento  de  rotación,  un  punto  cualquiera  de  la 
circunferencia  móvil,  el  que,  por  ejemplo,  está  abatido  en  m  aobre  el 
plano  horizontal,  describirá  una  epicicloide  esférica,  cuya  proyección 
horizontal  DM  sabemos  ya  hallar  (núm.  482),  y  cuyo  cono  jenerador 
A*SV  se  obtiene  levantando  por  el  centro  w'  la  perpendicular  m'&  al 
plano  del  círculo  móvil;  de  modo  que  esta  ^icidoide  eslá  enteramente 
situada  sobre  la  esfera  descrita  con  el  radio  S'A';  ademas^ai  abatimos  el 
punto  (M,  W)  a  F  sobre  el  plano  ausihar,  sabemona  (num.  470)  que  la 
recta  proyectada  según  (A'M,  A'M'),  y  cuya  verdadera  posición  en  el 
plano  ausiliar  es  AT,  es  una  normal  a  la  epicicloide  en  el  pmto 
(M,  M'),  Por  otra  parte,  mientras  la  rotación  del  círculo  A'Fa'  so- 
bre A'G^,  el  mismo  punto  jenerador  (M,  M')  oF  describirá  una  epi- 
cicloide rectilínea  (nura.  475)  que  será  precisamente  la  recta  o'FG. 
Esto  supuesto,  sí  tiramos  un  plano  por  esta  recta  ^'FG  y  por  el  eje  ZV, 
decimos  que  este  plano  meridiano  será  tanjente  al  cono  que  tenga  por 
cúspide  al  punto  Z'  y  por  base  a  la  epicicloide  proyectada  sobre  DM» 
Con  efecto,  si  observamos  que  el  plano  meridiano  en  cuestión  tiene  por 
traza  vertical  a  ZVX,  y  por  traza  sobre  el  plano  ausiliar  a  la  misoMi 
línea  <^'F,  conoceremos  fácilmente  que  este  plano  es  perpendicular  a  la 
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rMta^  abolida  «agim  J(LVr  y  pra^ectada  cfagiin  (A'M,  A'M');  y  coaio  eata 
MCMr  w4ioniid  a  la  ^okloida^  as  oíaito  que  el  plano  meridiano  ZVF 
Mfttiene  a  )m^  tanjente  jde  eala  roiba  en  el  punto  (M^  M');  y  como  tam- 
bien  paaa  por  la  cúspide  Z*  ckel  cono  epidcloidal,  será  por  conaigniente 
tánjante  a  eata  aopericíe  en  todo  el  largo  de  la  jeneratriz  que  reúne  la 
cúspide  Z'  con  el  punto  F  levantado  a  (M,  M'). 

Por  -otra  piM^e»  este  contacto  continuará  existiendo  al  largo  de  una 
jeneratria  Tariable  sobre  el  coi^o  epicicloidal,  mientras  que  el  cono  pri- 
mitivo Z  VA'  rueda  sdbre  el  pono  Z'O'A';  porque  en  todas  las  posicio- 
nes del  punto  F  sobre  e\  císculo  pequeño,  las  dos  cuerdas  AT  y  o^F^ 
AíF^  j  ^Ff.«.  serán  aiempre  perpendiculares  una  a  otra.  Lusigo  ei  pl^- 
no  Z^n^F'y  es  mui  propio  pasa  formar  e\  flanco  de  un  diente  de  la  mo- 
da ZVA\  porque  constaQtemente  será  tocado  y  conducido  por  el  diente 
que  terminaat  cono,  epicicloidal  (Z%  MD)  del  mismo  modo  que  si  el  co- 
BoprMnilifaZVA'  rodase  sin  resbalar  sobre  el  otro  cono  Z'O'A';  lo  cual 
completamente  satisface  s,  la  condición  del  núm.  882. 

B84«  Réstanos  hallar  la  ostensión  exacta  que  debe  tener  el  flanco  no.  u 
pam  eorresponder  a  un  arco  limitado  DM  de  la  epicicloide.  Al  efecto, 
abatamos  el  flanco  ZVF  sobre  el  plano  vertid,  moviéndolo  al  rededor 
del  eje  ZV:  en  este  movimiento,  el  punto  F  describirá  el  arco  de  círculo 
^coyacantso  está  en  V;  y  la  recta  Z'/s^rá  el  abatimiento  de  la  jene- 
nuiÍB 'de^eontaK^  que  termina  en  el  punto  (M,  M').  Pero  en  la  época  en 
qaeet  flanco  paaase^KMr  aloríjenD déla  epicicloide,  tocaría  al  cono  epi- 
eidoidai  según  la  jeneratriz  proyectada  aohre  O'I).,  la  que  evidentemen- 
te^se  abativf^  sobre  2-A^  Luego  el  ángulo  A'  Z/ipide,  en  pu  verdaderA 
lOMigBíilud  sobee  ^  flanco,  d  espacio  aogijilar  que  ba  conducido  y  tocado 
el  diente  ^micloidal,  miéntms  que  el  flanco  ha  rodado  desde  el  punto  J> 
ftM(a  (M,  M^).  9or  consiguiente,  a  esta  paite  angular  A^Z/  es  a  la  qpe 
debemos  restrinjir  Inejecución  del  flanco,  si  el  diente  asta  reducido  a  la 
piHKñon  del  cono  que  corresponde  al  arco  1>M; 

#96.  >Ferojestp  psoesdimiente  no  sería  de  cófuoda  i^fdicacion  en  el 
depurado  jeneral  que  va  a  s^guif,  en  atención  a  que  no  conocerémop 
agUSnces  inmpdialampiite  sino  iaproyeecipn 'horizontal  M  de  la  estremí- 
dad  4et  asco  ülJM(,«Qn  la  esfenZ^A'PV,  sobre  la  cual  está  /situada  la 
epínaloide.  >En  eateoaso,  aera  {wboíso  abatir  el  punto  Ala  £l>  proyectar 
estefttcnioa  Fiaobre  el  círculo  .máximo  de  Ja  eflfers,  y  Ji^ojar  sobre  el 

6U 
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eje  Z'O'  la  perpendicular  P'K'  que  representará  el  paralelo  sobre  el  cual 
debe  estar  situado  el  punto  de  la  epicicloide  proyectado  en  M.  Este  pa- 
ralelo P'K'  cortará  entonces  al  círculo  jenerador  que  tiene  por  diámetro 
a  AV9  según  una  cuerda  proyectada  en  el  punto  M\*  abatiremos  esta 
cuerda  según  MTque  nos  dará  a  conocer  al  punto  F,  del  cual  deduci- 
remos el /y  todo  lo  demás  como  aquí  arriba. 

886.  Trazado  del  depurado.  Sean  Z'O'  y  Z'o'  los  ejes  de  dos  rue- 
das, situados  en  el  plano  vertical  de  proyección;  sean  también  A'O'  y 
A' o'  los  radios  de  los  círculos  primitivos  que  determinaremos  como  se 
dijo  en  el  oúm.  881;  estos  dos  círculos  están  representados  sobre  los  dos 
planos  (Jig>  3  y  4)  perpendiculares  a  los  ejes»  por  las  circunferencias 
OA  y  oa.  Después  de  haber  elejido  dos  números  enteros  n  y  n'  que  es- 
tén entre  sí  en  la  misma  razón  que  los  radios  primitivos,  dividÍDÉinos  la 
circunferencia  OA  en  n  partes  iguales  AAi,  AjAs,....  y  a  la  circun- 
ferencia oa  en  n*  partes  iguales  aai,  aiai^.-..  y  precisamente  suce- 
derá (num,  8B6)  que  las  divisiones  AA^,  y  aaiy  serán  de  la  misma  lonji- 
tud  absoluta.  En  seguida,  subdividirémos  cada  uno  de  estos  arcos  en 
dos  partes,  una  de  las  cuales  AB,  destinada  a  formar  la  base  del  diente, 
sea  menor  que  la  otra  BA|  cerca  de  un  duodécimo  del  arco  total  AA^ 
(véase  num.  837), 
fig.2y3*  887.  Sentado  esto,  en  el  plano  del  círculo  primitivo  A'o\  y  sobre  es- 
te radio  como  diámetro,  describiremos  un  círculo  que  aquí  está  abatido 
según  (a'A;  en  seguida,  hagámosle  rodar  sobre  la  circunferencia  0'A% 
manteniendo  entre  sus  planos  la  inclinación  primitiva  O'AV.  ]Bn  este  mo- 
vimiento, el  punto  (A,  A')  del  círculo  móvil  describirá  una  epicicloide  si- 
tuada sobre  la  esferaquo  tiene  por  radio  a  «'A';  y  para  construiréis  cur- 
ba  sin  mudar  do  lugar  al  contacto  actual  A  de  los  dos  cÜrcnloe,  toma- 
remos dos  arcos  iguales  Am  y  AI,  y  de  aquí  deduciríamos  (núm.  482)  las 
proyecciones  M  y  M*  de  un  punto  de  la  epicicloide  que  tuviese  su  príjen 
en  I;  pero  como  el  oríjen  está  realmente  en  A,  veremos  claramente  que 
para  obtener  un  punto  fc  de  la  proyección  horizontal  A¡U  de  la  epicicloi- 
de pedida,  será  suficiente  tomar  el  arco  p/i  igual  a  RM.  Hecho  esto^  e)  co- 
nú  que  tenga  por  base  a  esta  epicicloide  y  por  cúspide  al  punto  (Z\  O), 
formará  (nüm.  883)  el  diente  que  principia  en  (A,  A');  pero  nos  queda 
que  hallarlas  intersecciones  con  las  dos  superficies  cónicas  inferior  y  supe^ 
rior  que  terminan  el  nncleo  de  la  rueda,  del  cual  no  hemos  habla<Jo  auo. 
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888;  Tiremos  por  el  punto  A'  una  recta  indefinida  A*Cl%  de  modo 
que  forme  con  A'Z'  un  ángulo  un  poco  mayor  que  90^;  en  seguida,  y  des- 
pués de  haber  marcado  la  lonjitud  A'a'  que  se  quiere  dar  a  los  dientes^ 
tiremos  la  recta  a'V  paralela  a  A'Q',  y  hagamos  jirar  estas  dos  parale- 
las al  rededor  del  eje  vertical  (O,  0*Z');  de  este  modo  produciremos  dos 
conos  de  revolución  que  terminaremos  en  dos  círculos  horizontales 
Q'Q'*  y  V'V"  bastante  separados  para  que  los  sólidos  que  comprendan 
presenten  una  resistencia  suficiente;  a  este  sólido  es  al  que  se  llama  tiran^ 
te,  y.  algunas  veces  está  vacío,  como  en  la  Lám.  66;  en  tanto  que  la 
parte  comprehendida  entre  los  dos  conos  descritos  por  A'Q^  y  aT'  for- 
ma la  carona,  en  esta  están  tallados  los  dientes  y  los  huecos,  y  de-* 
berá  prolongarse  hasta  cierto  límite  Z'NT'  dependiente  del  vuelo  que 
queramos  dar  a  los  dientes,  según  esplicarémos  mui  pronto  (núm.  890), 

£n  cuanto  a  la  rueda  pequeña,  tiraremos  la  recta  A'^'  en  una  direc- 
ción poco'  mas  o  menos  simétrica  con  A'Q'  respecto  a  la  linea  A'Z'; 
en  seguida,  desde  el  punto  a'  tiraremos  a'r'  paralela  a  A'q^  y  termina- 
remos los  dos  conos  que  estas  paralelas  describirán  al  rededor  de  Z'o\ 
por  los  dos  círculos  del  tirante  vVy  q^q'\  Finalmente  prolongaremos 
estos  mismos  conos  hasta  el  límite  Z'n'j?',  que  ahora  vamos  a  enseñar 
a  conocer  para  el  vuelo  de  los  dientes  de  esta  segunda  rueda. 

889.  Volvamos  ahora  al  cono  epicicloidal  que  tenía  su  vértice  en 
(O,  Z-)  y  por  base  la  epicicloide  proyectada  sobre  Afcx,  e  indaguemos 
la  curba  ACL  según  la  cual  se  proyecta  su  intersección  con  el  cono  in- 
ferior desctito  por  la  revolución  de  la  recta  A'Q\  Como  esta  epicicloide 
está  situada  sobre  la  esfera  cuyo  radio  es  s*A\  si  cortamos  a  esta  su- 
perficie y  a  los  dos  conos  de  arriba  con  un  plano  vertical,  como  el  O^  y 
le  abatimos  sobre  el  plano  vertical  haciéndole  jirar  al  rededor  del  eje 
(O,  O'Z*),  veremos  que  el  punto  A  se  transportará  a  JC,  y  que  Z^X  será 
el  abatimiento  de  la  jeneratriz  del  cono  epicicloidal;  luego,  prolongando 
esta  recta  hasta  L',  en  que  corta  a  la  jeneratriz  Q'A'P',  y  conduciendo 
por  medio  de  un  arco  de  círculo  el  punto  L'  a  L  sobre  OA\  este  último 
punto  L  pertenecerá  a  la  proyección  pedida  ACL. 

¿9(X  De  aquí  deduciremos  la  curba  BD  simétrica  con  AC  respecto 
a  la  línea  media  del  diente,  sobre  la  cual  irian  a  encontrarse  estas  cur- 
has;  pero  como  prolongándolas  de  este  modo,  se  cortarian  las  dos  caras 
cónicas  del  diente  según  una  arista  viva,  que  es  lo  que  debemos  evitar  con 
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el  jnayofr  cüidtfdtt  (ti6tt»re8  843  y  876)j  es  wta  la  rMon  de  láik/ZalIfilf  el 
diente,,  tf^aodo  un  areo  de  círoulo  PCD' aitoádo  un  jfiooo  BMiib^fo 
q«e  el  punto  de  secciira  de  las  ctiritod  AC  y  BD»  f  de  aqoi  teiÉiUa  isma 
naeva  cara  cónica  que  tiene  pot  cúspidtf  al  palito  (ZU  O)  y  por  baan  ten 
areo  de  1&  ciróunferencia  (PCD,  FP").  Ehté  círculo  del  cbaftatenlanM 
es  el  que  determina  el  límite  de  que  hemos  hablado  eñ  el  nftm.  888;  y  la 
verdadera  medida  del  Vuelo  que  presentan  los  dientes  Sobré  al  edtia 
prímitiro  Z'A'OS  está  espresado  por  el  ángulo  A'Z'P\ 

El  cono  superior  de  la  corona,  descrito  por  la  revolución  dQ  la  recM 
a'\\  estará  cortado  por  las  caras  cónicas  del  diente/  segluí  ka  caribaa 
^y  y  6d»  que  evidentemente  son  9efhefante$  con  AC  y  iBD^  poiqub  laa 
jeneratrices  ct' V  y  A'Q'  sdn  paralelas;  dé  modo  que  podresMib  trisad 
estas  curbas  |^or  medio  de  radios  vectores  proporcionales. 

891.  En  cuánto  a  la  i^ueda  pequeña,  después  de  haber trandú' un 
círculo  horizontal  sobre  (OA,  O'A')  como  diámetro,  haraaioa  «odar  «el 
cono  recto  S^ATl'^  sbbreel  cono  S'AV;  el  punto  (A%  a)  del  cáécido  no^ 
vil  describirá  una  epicicloide  situada  sobre  la  esfera  del  cédío  &A\ 
y  cuya  proyección  afi'  construiremos  sobre  el  plabo  atasüúor  de  Ja^.  4; 
en  seguida,  nos  figuraremos  un  cono  que  tenga  p6r  base  a  asta  eptet^ 
doide  y  por  cúspide  al  punto  (Z',  o),  indagarémoé  ia  küaraeocion  de 
este  cono  epiciclbidal  con  el  cono  de  la  corona  desCiilopQr  la  vevóltUáon 
de  la  ireeta  A  Y  al  rededor  del  eje  Z'o\  que  nos  dará  a  cdnocer  m  Ih  ^o« 
yeecion  ac  del  contorno  del  diente.  De  aquí  dedac.hémas  ^t  síanelríM 
las  diveftas  curbas  ^¿i,  «(iQi,..r.y  qnecdrtaréoMta,  antes  de  su  *enctaeefro, 
con  el  círcole  de  cfaafianáfti'tento  pdiCi,  este  nds  dará  a  candoertál  pum^ 
top'  y  al  vuelo  A*Z'p*  que  presentarán  los  dieirtea  de  anta  rnedaial  ex- 
terior del  cono  primitivo  Z'AV.  No  haiémossiae  indieCir^atas  vsiríM 
0peracióYies,f)orque  tddas  aon  semejantes  a  laé  que  liamos  ^qeciMida  otiHl 
la.prifiieiia  rueda. 

Ob$&rtfackm.  Acín  tttaiido  el  vuiek>  del  diente  tenga  pbrtfmitengniqae 
a  la  recta  Z'p\  será  boeno,  paira  dcgar  algún  joaffe  « la  roágiinli^  «al  tan* 
zar  otra  recta  Zy*  un  j^OCo  anas  desvelada  dd  €|je,  ,y  conaidamr  la  laatii 
óltíma  oodijd  el  Umifté  ficticio  del  disntei  fenando  de  «^uí «  pookt  trnMasos 
de  determinar  la  ostensión  de  los  fianoea  y  de  tea  ateo{Ueadttffoa  de  le 
randa  jgiandé. 

89&.    XcimMi  delot'^ancm. HemoaTisto en  el núm.  BSStqtae 
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eos  de  la  rqeda  grande,  que  serán  condacidoa  por  los  dientes  de  la  peque- 
ña, Son  los  planos  verticales  O  A^  O  Ai,  OAg,.,..;  pero  para  determinar  la 
parte  atilde  estos  planos,  es  decir,  la  que  subcesivamente  es  tocada  por 
la  porción  de  cono  epicicloidal  correspondiente  al  arco  finito  ac,  será 
preciso  recurrir  al  método  del  núm.  885.  Y  así,  desde  el  punto  jp"  en  que 
la  jeneratriz  estrema  Z'/?"  del  cono  epicicloidal  encueutra  al  círculo 
máximo  0'^"A'  de  la  esfera  que  contiene  a  la  epicicloide  en  cuestión, 
bajemos  al  eje  ZV  la  perpendicular  7?"^';  esta  cortará  al  diámetro  O' A' 
del  círculo  jenerador  en  el  punto  2  que  proyectaremos  a  3  sobre  la  cir- 
cunferencia de  este  círculo;  abatiremos  él  punto  3  a  4  sobre  él  plano  ver- 
tical, y  la  recta  ZVi  que  prolongaremos  hasta  F*,  en  que  encuentra  al 
cono  inferior  de  la  corona,  nos  dará  a  conocer  la  parte  angular  A'Z'F' 
del  flanco  que  es  la  única  conducida  por  el  diente  correspondiente  al 
arco-  ac.  Sin  embargo,  como  la  recta  Z'F*  encuentra  también  al  cono 
superior  de  Ic^  corona  en  el  punto  9',  debemos  decir  que  la  magnitud 
exacta  del  flanco,  nos  la  da  el  trapecio  A*a'f 'F',  cuyos  ángulos  F'  y  ^^ 
nos  darán  sobre  el  plano  horizontal  las  circunferencias  en  que  de- 
bemos terminar  los  cosidos  de  los  flancos  AF,  ocf ,  B£,.... 

Respecto  a  la  rueda  pequeña,  hallaremos  da  ún  modo  semejante  los 
lados  de  los  flancos  af,  be...^  operando  sobre  la  jeneratriz  Z'P'  del  cono 
epicicloidal  que  forma  el  diente  de  la  rueda  grande. 

893.  Limiten  de  las  escopleaduras.  En  lugar  de  hacer  jirar  a  las  dos 
ruedas  al  rededor  de  sus  ejes  inmóviles,  podemos,  seguñ  el  principia  del 
núm.  809,  dejar  al  cono  Z'A'O'  enteramente  fijo,  y  hacer  rodar  sobre 
el  al  cono  Z' A V,  que  llevará  consigo  al  diente  correspondiente  al  arco 
ac.  Mientra^  esta  rotación,  la  arista  estrema  Z'j?"  del  diente,  enjendrará 
una  superficie  cónica  que  tendrá  su  cúspide  en  Z\  y  por  base  a  la  epici- 
cloide alongada  descrita  por  el  punto  x^  en  que  esta  arista  va  a  cortar 
al  plano  del  círculo  móvil  AV;  y  las  intersecciones  de  esta  superficie 
con  los  dos  conos  que  terminan  la  corona  de  la  ruedd  grande,  indicarán 
evidentemente  los  límites  de  la  escopleadura  que  debe  practicarse  para 
que  el  diente  de  la  rueda  pequeña  pueda  moverse  libremente. 

Con  el  fin  de  construir  sin  confusión  esta  epicicloide  alongada  quepio.3T5. 
se  hallará  toda  ella  sobre  la  esfera  x^y*  descrita  con  el  radio  Z  V,  trans- 
portemos el  triángulo  Z'A'O'  a  la  situación  Z" A"0'^  y  trazando  la  rec- 
ta A'V  igual  y  paralela  a  AV,  tendremos  las  proyecciones  x"  y  x  del 
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punto  joncrador  cuando  ha  llegado  al  plano  vertical;  ademas,  el  círculo 
x'y  descrito  con  la  distancia  Z'Vpor  radio,  representara  la  esfera  que 
contiene  a  la  epicicloide  que  buscamos.  Esto  supuesto,  si  trazamos  el 
círcnlo  A"B"conelrad¡oO"A",yel  círculo  A^y'con  un  radio  o" A" 
clejido  igual  o' A',  este  último  será  el  abatimiento  del  círculo  móvil  qno 
debe  rodar  sobre  el  otro;  de  módó  qué  tornando  dos  arcos  iguales 
A"M=  A"?»,  y  prolongando  el  radio  o^^m  una  cantidad  wG  igual  a  A' V, 
el  punto  G  será  el  abatimiento,  y  gj  g\  las  proyecciones  del  punto  jene- 
rador  cuando  la  rotación  haya  hecho  recorrer  el  arco  A^^M,  si  el  oríjen 
de  esta  rotación  estuviese  en  M;  pero  como  este  oríjen  está  verdadera- 
mente en  A",  veremos  que  será  preciso  trazar  la  circunferencia  gihl  y 
tomar  el  arco  gi  desde  ha  I  para  obtener  un  punto  de  la  proyección  Ix 
de  la  epicicloide  pedida. 

Es  preciso  que  ahora  nos  imajinémos  un  cono  que  tenga  su  cúspide- 
en  Z"  y  por  base  a  la  epicicloide  proyectada  sobre  Ix,  y  hallemos  su  inter 
sección  con  el  cono  inferior  de  la  corona  de  la  rueda  grande,  la  que  ten- 
drá por  jeneratriz  sobre  la^.  5,  a  la  recta  A^'Q"  tirada  paralelamente 
a  la  A'Q'  de  la^,  2.  Desde  luego,  1á  jeiieratriz  Z^x^,  del  cono  epici- 
cloidal,  nos  dará  por  su  encuentro  con  A"Q"  un  pupto  (X",  X)  de  la  in- 
tersección pedida.  Consideremos  en  seguida  la  jenératriz  arbitraría  pro- 
yectada sobre  0"¿,  y  abatámosla  sobre  el  plano  vertical :  como  el  punto 
de  la  epicicloide  proyectado  en  I  está  a  la  misma  altura  que  g\  dicho 
punto  se  transportará  a  k'  sobre  la  esfera  x*^y'^;  por  consiguiente,  la  jené- 
ratriz estará  abatida  según  Z''k\  y  entonces  cortará  a  A'^Q'*  en  el  punto 
(r\  r);  de  modo  que  no  habrá  mas  qne  restablecer^  por  medio  de  un  arco 
de  círculo,  el  punto  r  a  L  sobre  O?,  para  obtener  ün  punto  de  la  curba 
E"LX  según  la  cual  se  proyecta  horizontal  mente  la  intersección  de  los 
dos  conos  indicados  aquí  arriba. 

894.  Esta  curba  E"LX  es  la  que  será  preciso  transportar  a  la^.  3 
colocándola  sobre  EH,  teniendo  cuidado  de  situar  el  punto  E'^  (que 
vamos  a  enseñar  a  determinar)  en  la  estremidad  E  del  flanco  BE,  y  el 
vértice  X  sobre  el  círculo  límite  THG,  el  cual  se  deduce  del  punto  T' 
en  que  encuentra  a  la  corona  de  lá  rueda  la  arista  Z'^'V,  En  cuan- 
to al  pnnto  E'*  de  la  Jig.  5,  si  tenemos  idea  clara  de  la  rotación  del 
cono  primitivo  Z'AV  sobre  el  cono  inmóvil  Z'A'O',  reconoceremos  fá- 
cilmente que  es  preciso  prolongar  el  círculo  B"A"  una  cantidad  A''U" 
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niojeneratriz,cu]Fua''P^ti(ó3  tioalosdael  trazailo  mismo  de  los  cojinetes. 
,,    .,897.   "  Oíiffrrlflíwift  jRespecto  a  taa   entalladuras,  hemos  querido   es- 
plicar  e^.A)éiodo4A^(Hoso   i^ne   servirá  para    quitar  el  sólido  mínimo, ' 
j  ptt  virtud ^dB'MtOf^^tQbr  a  loH  dientes  la  mayor  resistencia  posible;  pero 
:eala  pk!áctica;:)para'ÍH>anmentar  las  dificultades  que  en  laejecncion  pre- 
S9atA,'eBte  4¿jsJArigabtfr,Mios  contentamos  con  determinar  lo?  círcnlos  tími- 
tes  THGy-Oll'.ipbíí'tÉifedio  de  dos  puntos  de  sección  T'  y  9',  señalados 
sobre  el  j^laooTaitiMl^il'c  ta^^.  "2,  y  se  prolongan  en  linca  recta  los  lados 
.  ^e}f»Í^BtmMEf  Á¥i$e,.:  hasta  estafados  circunferencias  límites;  o 
;.bjeai,fl9:oaflanilnwie*ltVmidadea  con  estas  circunferencias  por  medio  de 
una  pequeña. curba'JStbitraria,  pero  viaiblemento  situada  fuera  del  lími- 
te riguroso  EH.iEéW4implificacion,  que  siempre  deberemos  emplear, 
no  porjuediea  cuv^vad&'ih  la  marcha  regatar  del  engargante,  pero  no   es 
así  para  la  siguiente.  ,     \\.,.  ^.vi      '-t" 

898.     i/¿fo(¿0r^wffnin9t>W.'t'áM-^t^W'lft '^l^^^ 
que  presepte^el  tgMfcdoidbiAiitq*i«ciaáétt^iftrf¿BJh 


refiso,tom9qj^a,{(lt9fiUkd«l'aiiitItttÍi4eM'hn'éííici^^  qtújdfterf 

minan  del  modq  aig»í«uU<k  Daipiidií^ile^abéí^itflníp  tos 'ra^uM  urii^i^T^ 
Á'O'  y  AV,,jLú:sa,ppi;.Q|;fin9io:A')yipéí^iralciiIn^eiJfe  e  tajepan^i^ 
Z' A' un  plano  qqe  noa^trOB  UáHa*ém«t>j»ÜAiiJi' tAiití^ 
los  ejes  de  las.ju^as,  j^n^dot  fMhtot-qad'^ri^^fefa^.  por  Ó^y  oÁ  ^.  ear 
te  plano  auBiUar^escrjIwp  dos  círoulos  obn  lóii  récüibij  'ÓaA'y  d,A.*,  j  Qpe- 
ran  como  siestas  dps.cÍEQunfersatiMdebitíae&rodar'tinji sobre otFSi-e'to 
no  se  aleja  miucbo  de  la,yerdsd»alo  mécosen  di  cbrto  iqterraloeii  que 
se  ejerce  el  e.n\piije  del .wisjño aliente.- ^,  '    ',   . 

Y  así,  después  de  habec  abatido  e|  plañe  Kóñliarcqn  las  dos  circun- 
ferencias que  coo^DeMrflfwíémos  a  esniÉ  íaa  -dtfiBionea  iguales  mar- 
cadas sobre  los  círculos. primitivos,  jT'constniirémos  lo^  perfiles  de  un 
diente  de  cada  rutila»  ilo.misiDp.  qMenan  en^gantéiciífndricoCñúm. 
838).  En  seguida)  <fpfapfíqiiú:ait  teñnÍDao'Iftá  tdnmaa  de  las  dos  ruedas 
de  ángulo  por  las  aupeir%Ie«,cpaica^qni&deáériÜrrin  Itts  lecjaaA'Oa.y 
AVg  jirandó  al  rededor  dj^lqs-ejesi  respeetívosj'  lo^  pé^Iésconstraidos 
arriba  reemplazarán  a  lp^  ccyutetea. dejMrtellados  eñ'lá^.  6;  de, modo 
que  bastará  aplicar  .^tos  ppr^ios  sóbrenla  misma  corona,  para  poder 
ejecutar  las  diversas  c^rc^  ^pJpK^disBtes-f'  dallos  vadíos,  conforme  lo 
hemos  dicho  en  oi  nCim.iQ^.  ,;  .   , 
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